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ABSTRACT 
Context. Thanks to its unique properties piezoceramics has applications in various fields of engineering and technology. Disk 

piezoelectric devices are widely used in the elements of information systems. Research has shown that piezoelectric transformers can 
compete with traditional electromagnetic transformers on both efficiency and power density. The final goal of mathematical 
modeling of the vibrating piezoelectric elements physical condition is a qualitative and quantitative description of characteristics and 
parameters of existing electrical and elastic fields.  

Objective. The purpose of this paper is to set out the principles of mathematical models construction that are sufficiently 
adequate to real devices and occurring physical processes using the simplest example of axially symmetric radial oscillations of the 
piezoelectric disk. 

Method. Mathematical models of piezoelectric transformers working with axially symmetric radial oscillations of piezoceramic 
disks are constructed with a minimal number of assumptions simplifying the real situation. This allows us to state that the proposed 
construction scheme delivers mathematical models that are sufficiently adequate to the real objects and physical processes that exist 
in them. 

Results. Main results of this work can be formulated as follows: mathematical model of piezoelectric transformer with ring 
electrode in the primary electrical circuit is constructed; high sensitivity of frequency characteristic of piezoelectric transformer to the 
values of the output impedance of the electrical signal source in the primary electrical circuit is demonstrated. 

Conclusions. As a result of research of real device’s mathematical model a set of geometrical, physical and mechanical and 
electrical parameters of a real object can be determined which provides realization of technical parameters of piezoelectric functional 
element specified in technical specifications. The cost of the saved resources is the commercial price of the mathematical model. 
Prospects for further research can be to build a mathematical model of a piezoelectric transformer with sector electrodes. 

KEYWORDS: piezoelectric transformer, axially symmetric oscillations, physical processes, mathematical model. 
 

NOMENCLATURE 
1U  is an amplitude value of electric potential 

difference; 
1i = −  is an imaginary unit; 

ω  is an angular frequency;  
t  is a time; 

kx  are coordinates of the point, in which it is 
determined the displacement of the piezoelectric material 
particles from the equilibrium position;  

Π  is a set of geometrical and physical and 
mechanical properties of the piezoelectric transformer; 

1Z  is an electrical impedance of the input electrode 1;  

1I  is an amplitude value of the electric current in the 
conductor, which connects an input electrode 1 with a 
source of the electrical signals;  

12d  is a width of the input ring electrode; 

H , E  are vectors of the conjugate magnetic and 
electric fields;  

B , D  are vectors of the magnetic and electric 
induction of the electromagnetic field components; 

ρu , zu  are amplitude values of the radial and axial 
components of the material particles displacement vector 
of dynamically deformable piezoelectric disk. 

INTRODUCTION 
Thanks to its unique properties piezoceramics has 

applications in various fields of engineering and 
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technology. The relevance of the use of various functional 
elements of piezoelectronics in radio electronics, 
information and power systems is explained by their high 
reliability and small dimensions, which solves the 
problem of miniaturization of such systems. Piezoelectric 
disks with surfaces partially covered electrodes are often 
used to create various functional piezoelectronic devices. 
Disk piezoelectric devices are widely used in the elements 
of information systems. In disk piezoelectric elements 
with surfaces partially covered by electrodes we can 
simultaneously excite oscillations of compression-tension 
and transverse bending vibrations. Manipulating the 
geometric parameters of electrodes and their location 
relative to each other, you can have a significant effect on 
the energy of oscillatory motion particular type of 
material particles of piezoelectric disk volume. It should 
be especially noted that this piezoelectric element has 
compatibility with microsystem technology, so it can be 
made as microelectromechanical structures (MEMS) [1]. 
One of the main elements of functional piezoelectronics is 
piezoelectric transformer (PT). Research has shown that 
PTs can compete with traditional electromagnetic 
transformers on both efficiency and power density [2–4]. 
PTs are therefore an interesting field of research [5]. The 
favorable attributes of the PT are low weight and size and 
potentially low cost. One additional important 
characteristic is the high voltage isolation of the ceramic 
materials used to build PTs [6]. In addition, a 
piezoelectric transformer is more suitable for mass 
production than traditional, coil-based transformers [7]. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The operation principle of piezoelectric transformers 
is generally known [8]. 

When applying an electrical potential difference 

1
ωi tU e  to pair of electrodes that are partially cover the 

front and bottom surfaces of the piezoelectric plate, 
harmonic oscillations of material particles are excited in a 
volume of the plate, which, in general, can be described 
by the displacement vector of material particles 
( ) ωi t

ku x e . Fluctuations of material particles are 

accompanied by dynamic deformations ( ) ωε i t
mn kx e  of 

infinitely small elements of a piezoelectric volume. Due 
to the direct piezoelectric effect the harmonically varying 
in time according to ωi te  polarization charges with a 
surface density ( ) ωi t

m kq x e  arise in a deformable 
piezoelectric. Some of these charges are collected by the 
second pair of electrodes, which like the first pair, 
partially covers the surface of the piezoelectric plate. The 
polarization charge on the second pair of electrodes 
causes an electric current ( ) ω= i ti t I e  in the conductor, 
which connects one of the electrodes of the second pair to 
the load impedance nZ . The voltage drop 

2
ω ω=i t i t

nU e Z I e  is an output signal of the piezoelectric 

transformer. Obviously, the transformation ratio 
( )ω ,ΠK  is equal to the ratio of the output signal to the 

input one, i.e. 

( ) 2

1 1
ω Π = = nZ IU

K
U U

, , 

and is a mathematical model of a piezoelectric 
transformer [9]. 

The practical value of the analytical structure 
( )ω,ΠK  that adequately describes the physical processes 

in the real object is evident.  
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
Many publications have been devoted to the 

construction and research of mathematical models of 
piezoelectric transformers. Starting with the monograph 
[8], the basics of the calculation of piezoelectric 
transformers’ transfer characteristics were considered, for 
example, in [10–13]. 

However, in many papers only processes occurring in 
a piezoelectric disk with a surface, fully covered by 
electrodes, are described. There are also a number of 
works of a disparate character devoted to the solution of 
the problem of electromechanical oscillations of 
piezoelectric elements with separated electrodes 
(transformer type). The constructions of piezoelectric 
transformer of a planar transverse-longitudinal and rod 
type are considered in [10] and [11], respectively. In [12] 
the analysis of the dependence of transformation 
coefficient of disk piezoelectric transformer on the 
location of secondary electrode, on the width of 
secondary electrode, and on the value of electrical load 
applied to secondary electrode was made. In [13] the 
radial axisymmetric oscillations of thin piezoceramic disk 
with a surface, partially covered by electrodes, are 
considered. 

In many papers [14–19] the described methods of 
piezoelectric transformers models constructing are mostly 
based on the use of equivalent electrical circuits and it 
does not allow analyzing of stress-strain state of solids 
with the piezoelectric effects. 

Based on the above, it can be argued that currently 
there are no reliable and valid methods of constructing of 
mathematical models of piezoelectric transformers, which 
could be used as a theoretical basis for characteristics and 
parameters calculating of this class of functional elements 
of modern piezoelectronics. 

The purpose of this paper is to set out the principles 
of mathematical models construction that are sufficiently 
adequate to real devices and occurring physical processes 
using the simplest example of axially symmetric radial 
oscillations of the piezoelectric disk. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Let us consider the disk with the radius R  and the 
thickness α  (Fig. 1) made of piezoelectric ceramics PZT 
with thickness polarization during its manufacture i.e. 
along the coordinate axis z  of the cylindrical coordinate 
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system (ρ , ϕ, z ). Electric polarization direction defines 
the properties and the matrices construction of 
piezoceramic disk’s material constants. 

 

 
Figure 1 – Diagram of the piezoelectric disk transformer that 

operates on radial vibrations 
 

The matrix of elastic moduli of piezoceramic disk 
polarized across the thickness looks like 

 

 

11 12 13

22 23

33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

λβ =

E E E

E E

E
E

E

E

E

c c c

c c

c
c

c

c

c

, (1) 

 
where 1 6λ ,β = ;... ;  are Voigt indices; 11 22 33= ≠E E Ec c c ; 

12 13 23= =E E Ec c c ; 44 55=E Ec c ; ( )66 11 12 2= −E E Ec c c . 

The matrix of piezomoduli βke  

( 1 2 3 1 2 6= ; ; ; β = ; ;... ;k ) can be written as follows 
[10] 

 

 
15

24

31 32 33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
β =k

e
e e

e e e
, (2) 

 
where 31 32 33= ≠e e e ; ( )15 24 33 31 2= = −e e e e . 

The matrix of the dielectric permittivity tensor εχmn  
has diagonal structure and 

 

 
11

22

33

0 0

0

ε

ε ε

ε

χ

χ = χ

χ
mn , (3) 

 
where 11 22 33

ε ε εχ = χ ≠ χ . 

Let us assume that the thickness of the electrodes is 
negligible in comparison with the disk thickness.  

On the ring electrode 1 (its width is equal to 12d  (Fig. 

1)) the electrical potential difference 1
ωi tU e  from a 

source of electrical signals with the output impedance iZ  
is applied. Obviously, on the electrode 1 we will have 
another value of the electrical potential 0

ωi tU e , where 

0 1<U U , that can be written as follows 
 

 1 1
0

1
=

+i

U Z
U

Z Z
. (4) 

 
Electrical impedance 1Z  can be determined from 

Ohm’s law for electrical circuit section 
 

 1 0 1=Z U I . (5) 
 
If on the surface of the electrode 1 we have 

harmonically time varying electric charge ( ) 1
ω= i tq t Q e , 

the electric current amplitude value is determined as 
follows [20] 

 
 1 1= − ωI i Q . (6) 

 
The amplitude value of the electric charge 1Q  is 

determined by the axial component ( )ρ ,αzD  of the 
electric induction vector 

 

 ( )
1 1

1 1
1 2

+

−
= π ρ ρ,α ρ∫

R d

z
R d

Q D d . (7) 

 
Electrical condition of any material object is 

determined by Maxwell’s equations 
 

 ∂
= +

∂
Drot H J
t

, (8) 

 ∂
= −

∂
Brot E
t

, (9) 

 
where =J r E  is a surface density of the conduction 
current; r  is a  specific electric conductivity of the 
material. Since the piezoelectric ceramic is a fairly good 
isolator it can be considered that 0≅r . In this case, 
Maxwell’s equation (8) for harmonically varying fields 
takes the following form  
 
 = ωrot H i D . (10) 

 
Calculating the divergence of the left and right side of 

(10), we can come to the following conclusion  

9
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 0=div D . (11) 

 
Equation (11) has the meaning of the condition of 

absence of free carriers of electricity in a volume of the 
ideal dielectric. 

In [21] it is shown that at a frequency range up to 10 
MHz, the magnetic component of the electromagnetic 
field in a deformable piezoelectric ceramics by several 
orders less than electrical component. It gives the basis 
for (9) 

 
 rot E 0≅ . (12) 

 
Equation (12) suggests that the electric field in a 

volume of the deformed piezoceramics is irrotational, i.e. 
potential and it can be described by a scalar electric 
potential, and 

 
 = − ΦE grad . (13) 

 
With the definition (13), known [20, 21] expression 

for calculating of the m -th electric induction vector 
component in a volume of a deformable piezoelectric can 
be written as follows  

 
 ( )ε= ε − χ Φm mkj kj mn n

D e grad , (14) 
 
where β⇔mkj me e  (β  is a Voigt index, by which it is 

changed a couple of symmetrical tensor indices ,k j ) is 
an element of the matrix of piezoelectric constants; εkj  is 

a component of infinitesimal deformations tensor; εχmn  is 
a component of the dielectric permittivity tensor; 
( )ngradΦ  is the n -th component of scalar potential 
gradient vector. When writing the equation (14) in a 
cylindrical coordinate system we should consider the 
following correspondence between the symbols ( )ρ , ϕ, z  
of the coordinate axes of the cylindrical coordinate system 
and the numbers 1 2 3= , ,k  of the coordinate axes kx  of 
the Cartesian coordinate system: 1 ⇔ ρ ; 2 ⇔ ϕ ; 
3 ⇔ z . 

From the general expression (14) the next follows  
 

 
( )1

15 112 ε
ρ ρ

∂ Φ
= ε − χ

∂ ρzD e , (15) 

( )1

31 32 33 33
ε

ρρ ϕϕ
∂ Φ

= ε + ε + ε − χ =
∂z zzD e e e

z
 

 ( )
( )1

31 33 33
ε

ρρ ϕϕ
∂ Φ

= ε + ε + ε − χ
∂zze e

z
, (16) 

 

where 0ϕ ≡D  because of the axial symmetry of the 
problem under consideration; 

( ) 2ρ ρε = ∂ ∂ + ∂ ∂ ρz zu z u  is a shear deformation. In 

(16) piezoelectric moduli of the same value 31e  and 32e  
(see comment to the matrix (2)) are written, as is usual in 
solid mechanics, by the same symbol 31e . Components 

ρρ ρε = ∂ ∂ ρu , ϕκ ρε = ρu  and ε = ∂ ∂zz zu z  
determine compression and expansion deformations along 
the coordinate lines of a cylindrical coordinate system. 

( )1Φ  is an electrical potential in the ring area 
{ }1 1 1 1 0 2 0− ≤ρ≤ + ; ≤ ϕ≤ π; ≤ ≤αR d R d z  under the 
electrode 1. 

Expressions (15) and (16) substituting into condition 
(11) gives a second order differential equation in partial 
derivatives relative to the required scalar potential 

( ) ( )1Φ ρ , z  of the electric field in a deformable 
piezoelectric. 

In the particular case of a sufficiently thin disk when 
1α <R , it can be argued that in the frequency range in 

which the length of the elastic wave is larger than the 
thickness of the piezoelectric disk, electrical and elastic 
fields in its volume is almost independent of the axial 
coordinate values z , i.e., practically do not change their 
values according to thickness of the disk. 

If the disk is gently fixed along the surface 
{ }0 2 0ρ= ≤ϕ≤ π ≤ ≤α; ;R z , the shear deformation 
becomes zero on this surface and on surfaces 0=z  and 
= αz . In addition, on the surface covered by the 

electrode 0=z  the radial component 0ρ =D . The 

radial component 0ρ =D  on the side surface of the 
piezoceramic disk [21], on the surface of ring electrode 1 
and on the disc symmetry axis, i.e. on the axis Oz . The 
combination of these facts suggests that in thin 
piezoceramic disk, in a first approximation, it can be 
considered that ( )0ρ = ∀ ρ,ϕ, ∈D z V , where V  is a 
volume of the disk. In this case, the vector of electric 
induction is completely determined by only one non-zero 
axial component zD , and the condition (11) takes the 
form 

 
 ( )1 0∂ ∂ =zD z , (17) 
 
where ( )1

zD  further underlines the fact that we are talking 
about electric induction vector at the ring area 
{ }1 1 1 1 0 2 0− ≤ρ≤ + ; ≤ ϕ≤ π; ≤ ≤αR d R d z  under the 
electrode 1. 

From condition (17) it implies that the axial 
component ( )1

zD  is a function of the radial coordinate ρ  
and is independent of the axial coordinate values z , 

10
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which is in full agreement with the above mentioned 
adopted suggestion about a weak dependence of the 
physical characteristics of the fields on the axial 
coordinate values in the frequency range in which the 
following inequality holds λ >> α  ( λ  is an elastic wave 
length. 

Because of 

( )ρρ ϕϕ ρ ρ ρ
⎡ ⎤ε + ε = ∂ ∂ ρ + ρ = ∂ ρ ∂ ρ ρ⎣ ⎦u u u , 

definition (16) can be written as follows 
 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

1 131
33 33

ε
ρ

∂∂ ∂Φ⎡ ⎤ρ = ρ + − χ⎢ ⎥⎣ ⎦ρ ∂ρ ∂ ∂
z

z
e u

D u e
z z

, (18) 

 
where ( ) ( )1

ρ ρ ,u z  and ( ) ( )1 ρ ,zu z  are amplitude values of 
the components of the material particles displacement 
vector in the ring area 

{ }1 1 1 1 0 2 0− ≤ρ≤ + ; ≤ϕ≤ π; ≤ ≤αR d R d z . 
Integrating with respect to z  the left and right side of 

(18), and taking into account the condition (17), we obtain 
the following result  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 131

0

α

ρ
⎡ ⎤∂

α ρ = ρ ρ , +∫⎢ ⎥ρ ∂ ρ ⎣ ⎦
z

e
D u z dz  (19) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
33 330 0ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ρ , α − ρ , − χ Φ α −Φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦z ze u u . 

Let 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0

1 α

ρ ρρ = ρ,∫
α

u u z dz , (20) 

 
and ( ) ( )1

ρ ρu  is an averaged over the thickness of the disk 
radial component of the material particles displacement 
vector in the ring area under the electrode 1. Since 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
00Φ α − Φ ≡ U , then (19) takes the form 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 131

ρ
∂ ⎡ ⎤ρ = ρ ρ +⎢ ⎥⎣ ⎦ρ ∂ ρz

e
D u  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 133 0
330 ε⎡ ⎤+ ρ ,α − ρ, − χ⎢ ⎥⎣ ⎦α αz z

e U
u u . (21) 

 
Substituting (21) into definition (7) of the amplitude 

value of electric charge, we can obtain  
 

( ) ( )
1 1

1 1

1
1 312

+

ρ
−

⎧⎪ ⎡ ⎤= π ρ ρ +⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

R d

R d
Q e u

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1 133 0
+

−

⎡ ⎤+ ρ ρ ,α − ρ, ρ −∫ ⎢ ⎥⎣ ⎦α

R d

z z
R d

e
u u d  

 ( ) ( )2 233
1 1 1 1 02

ε ⎫χ ⎪⎡ ⎤− + − − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦α ⎪⎭
R d R d U . (22) 

We set 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1 1

1 1

1
2

+

−
= ρ ρ, ρ∫

R d

z z
R d

u z u z d
d R

, (23) 

 
where ( ) ( )1

zu z  is an averaged over the area of the ring 

{ }1 1 1 1 0 2− ≤ρ≤ + ; ≤ ϕ ≤ πR d R d  axial component of 

the material particles ( )ρ ,u z  displacement vector in the 
ring area under the electrode 1. With the definition (23) 
relation (22) can be written as follows 
 

( ) ( ) ( )1
1 31 1 1 1 12 ρ

⎡= π + + −⎢⎣
Q e R d u R d

( ) ( ) ( )1
1 1 1 1

⎤− − − +⎥⎦
R d u R dρ  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 133
1 1 1 04 0 ε⎡ ⎤+ π α − −⎢ ⎥⎣ ⎦α z z

e
d R u u C U , (24) 

 
where 1 1 1 334ε ε= π χ αC d R  is a static electric capacity of 
the piezoceramic volume under the ring electrode No. 1. 

Since by definition the piezoelectric transformer is a 
linear physical system, the averaged components of the 
material particles displacement vector can always be 
represented as follows  

 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0ρ ρρ = ρu U F ,  ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0=z zu z U F z , (25) 

 
where functions ( ) ( )1

ρ ρF  and ( ) ( )1
zF z  differ from the 

averaged components ( ) ( )1
ρ ρu  and ( ) ( )1

zu z  of the material 
particles displacement vector only by a constant factor 

0U , and have the meaning of displacements sensitivity in 
the ring area { }1 1 1 1 0 2 0− ≤ρ≤ + ≤ϕ≤ π ≤ ≤α; ;R d R d z  
to the amplitude values of electrical potential difference 
on the ring electrode 1. The dimension of ( ) ( )1

ρ ρF  and 
( ) ( )1
zF z  is m/V. Functions ( ) ( )1

ρ ρF  and ( ) ( )1
zF z  

numerically equal to the material particles averaged 
displacements of the ring area under the electrode 1 when 
the electric potential difference with the amplitude value 
of 0 1=U V is applied to this electrode. 

Following suggestions (25), the expression (24) for 
the electric charge 1Q  calculation can be written as 
follows  

 
 ( )1 0 1 1 1

ε= ω,ΠQ U C F , (26) 
 
where dimensionless function ( )1 1ω,ΠF  is defined as 
follows 
 

11
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( ) ( ) ( )131 1
1 1 1 1

133 1

1
2 ρε

⎡⎛ ⎞α
ω,Π = + + −⎢⎜ ⎟

χ ⎢⎝ ⎠⎣

e d
F F R d

Rd

( ) ( )11
1 1

1
1 ρ

⎤⎛ ⎞
− − − +⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠ ⎦

d
F R d

R
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 133

33

0 1
ε
⎡ ⎤+ α − −⎢ ⎥⎣ ⎦χ

z z
e

F F . (27) 

 
Substituting (26) into the definition (6) of the electric 

current amplitude, and the obtained result into Ohm’s law 
(5) for the circuit section, we can get the estimated ratio 
for the electrical impedance 1Z : 

 

 
( )1

1 1 1

1
ε

= −
ω ω,Π

Z
i C F

. (28) 

 
If the dielectric under the ring electrode 1 does not 

have piezoelectric properties, i.e. 31 33 0= =e e , the 
function ( )1 1 1ω,Π =−F  and the expression (28) 
becomes as well-known formula for capacitor reactive 
resistance calculation with capacitance 1

εC , i.e. 

( )1 11 ε= ωZ i C . 

Substituting (28) into the formula (4), we obtain 
 

 
( )
1

0
1 1 11 ε

=
− ω ω Π i

U
U

i C F Z,
. (29) 

 
It should be emphasized that the potential difference 

0U  is determined by components averaged values of the 
material particles displacement vector of the ring area 
{ }1 1 1 1 0 2 0R d R d z− ≤ρ≤ + ; ≤ϕ≤ π; ≤ ≤α . This fact is 
of fundamental importance, since there is the possibility 
of equations joint solutions of a deformable piezoelectric 
motion.  

In the case when a strong inequality 1α <<R  takes 
place, i.e. when the disk can be considered as infinitely 
thin, the situation is considerably simplified, since the 
deformation εzz  becomes linearly dependent on the sum 
of deformations ρρε  and ϕϕε . 

From the generalized Hooke’s law [20] for the elastic 
media with piezoelectric properties  

 
∂Φ

σ = ε +
∂

E
ij ijkl kl kij

k
c e

x
, 

 
where σ ij  is a component of the resulting mechanical 
stresses tensor, follows that in a polarized across the 
thickness piezoceramic disk normal stresses ρρσ , ϕϕσ  

and σzz  correspond to compression and expansion 
deformations ρρε , ϕϕε  and εzz  and can be defined by the 
following expressions: 
 

 ( )11 12 31ρρ ρρ ϕϕ
∂ Φ

σ = ε + ε + ε +
∂

E E
zzc c e

z
, (30) 

 12 11 12 31ϕϕ ρρ ϕϕ
∂ Φ

σ = ε + ε + ε +
∂

E E E
zzc c c e

z
, (31) 

 ( )12 33 33ρρ ϕϕ
∂ Φ

σ = ε + ε + ε +
∂

E E
zz zzc c e

z
. (32) 

 
In expressions (30)–(32) material constants of the 

same value (the elements of matrices (1) and (2)) are 
written by the same symbols. 

On the bottom ( 0=z ) and top ( = αz ) surfaces of 
the piezoceramic disk free from mechanical contacts with 
other material objects in accordance with Newton’s third 
law the following conditions should take place: 

 
 

00
0ρ = ;α= ;α

σ =σ =z zz zz
. (33) 

 
Since the disk is very thin, it can be argued that the 

quantitative characteristics of its stress-strain state does 
not depend on the axial coordinate values z , i.e. 

0∂ σ ∂ ≅ij z . It follows that the condition (33) must be 
satisfied at any point of the volume V  of a thin 
piezoceramic disk. Substituting into the left side of (32) a 
zero, we obtain the following definition for the 
compression and expansion deformations in the axial 
direction: 

 

 ( ) 3312

33 33
ρρ ϕϕ

∂ Φ
ε = − ε + ε −

∂

E

zz E E

ec
zc c

. (34) 

 
Substituting expression (34) into (30), (31) and (16), it 

produces the following results: 
 

 11 12 31
∗

ρρ ρρ ϕϕ
∂ Φ

σ = ε + ε +
∂

c c e
z

, (35) 

 12 11 31
∗

ϕϕ ρρ ϕϕ
∂ Φ

σ = ε + ε +
∂

c c e
z

, (36) 

 ( )31 33
∗ σ

ρρ ϕϕ
∂Φ

= ε + ε − χ
∂zD e

z
, (37) 

 

where ( )2
11 11 12 33= −E E Ec c c c ; ( )12 12 12 331= −E E Ec c c c ; 

31 31 33 12 33
∗ = − E Ee e e c c  are material constants for planar 

stress-strain state of the polarized across the thickness 
piezoceramic element; 2

33 33 33 33
σ εχ = χ + Ee c  is a 

dielectric permittivity of the polarized across the 
thickness piezoceramic disk for constancy mode (equality 

12



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Bazilo C. V., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-1 

to zero) of the normal mechanical stresses σzz . Equations 
(35) and (36) in combination with 

( )0ρσ = σ = ∀ ρ, ∈z zz z V  suggest that 0≅zu  in the 
entire oscillating disk. 

The expression (29) takes the form 
 

 ( ) ( )
1

0 0
1 111 σ

=
− ω ω Π i

U
U

i C F Z,
, (38) 

 
where 1 1 1 334C d Rσ σ= π χ α  is a static electrical 
capacitance of the ring area of infinitely thin disk under 
the electrode 1; 
 

( ) ( ) ( ) ( )0 131 1
1 1 1 1

133 1

1
2

∗

ρσ

⎡⎛ ⎞α
ω Π = + + −⎢⎜ ⎟

χ ⎢⎝ ⎠⎣
,

e d
F F R d

Rd
 

 ( ) ( )11
1 1

1
1 1ρ

⎤⎛ ⎞
− − − −⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠ ⎦

d
F R d

R
. (39) 

 
Now let us consider the processes that occur in an area 

of the ring electrode 2, i.e. output electrode of the 
piezoelectric transformer. 

Obviously, in the ring area 2 
{ }2 2 2 2 0 2 0− ≤ρ≤ + ; ≤ϕ≤ π; ≤ ≤αR d R d z  the 

amplitude values ( ) ( )2
ρ ρ,u z  and ( ) ( )2 ρ ,zu z  of the 

harmonically time varying components of the material 
particles displacement vector of the oscillating 
piezoelectric disk can be represented as follows: 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2

0ρ ρρ , = ρ ,u z U F z , 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0ρ , = ρ ,z zu z U F z , (40) 

 
where 0U  is an electric potential difference on the exciting 

ring electrode 1 (Fig. 1); ( ) ( )2
ρ ρ ,F z  and ( ) ( )2 ρ ,zF z  are 

displacements sensitivities in the ring area 2. 
The amplitude value 2U  of the voltage drop on 

electrical load nZ , i.e. on the input impedance of the 
electronic circuit which is directly connected to the ring 
electrode 2, is defined as follows 

 
 2 2nU Z I= , (41) 
 
where 2 2= − ωI i Q  is an amplitude of the electric current 
in the conductor, which connects the electrode 2 and the 
electrical load nZ ; 2Q  is an  amplitude value of the 
electric charge on the ring electrode 2. 

Acting in the same manner as in the determination of 
the electrical impedance 1Z , we can obtain the following 
definition of the charge 2Q : 

 ( )2 2 0 2 2 2 2Q C U F C Uε ε= ω,Π − , (42) 
 

where 2 2 2 334ε ε= π χ αC d R  is a static electrical 
capacitance of the ring area 2; 

( ) ( ) ( )231 2
2 2 2 2

233 2

1
2 ρε

⎡⎛ ⎞α
ω,Π = + + −⎢⎜ ⎟

χ ⎢⎝ ⎠⎣

e d
F F R d

Rd

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2332
2 2

2 33

1 0ρ ε

⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − − + α −⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦χ⎥⎝ ⎠ ⎦
z z

ed
F R d F F

R
; 

( ) ( )2
ρ ρF  and ( ) ( )2

zF z  are averaged sensitivities. 

Substituting (42) into current definition 2I , and 
obtained result into (41), we can come to the conclusion 
that 

 

 ( ) ( )2 0 2 2= ω ω ΠnU f U F , , (43) 
 

where ( ) ( )2 21n n nf i C Z i C Zε εω = − ω − ω  is a switching 

on function or load characteristic of the output ring 
electrode of the piezoelectric transformer. 

In the short-circuit mode ( 0nZ = ) function 
( ) 0nf ω =  and 2 0U = . This fact is very clear and does 

not require any mathematical calculations to prove its 
validity. In idle mode, when → ∞nZ , switching on 
function ( )nf ω  if 0ω =  is equal to zero, and at an 
arbitrarily small 0ω >  ( ) 1nf ω = , i.e. in this mode 
switching on function is a function of Heaviside. It 
follows that the piezoelectric receiver of elastic vibrations 
is not capable to register the static pressures and 
deformations. This statement is not so obvious to 
practitioners actually cancels a large group of devices of 
piezoelectronics, which are presented in [22]. 

The rate of change of the switching on function 
( )nf ω  is determined by the time constant 2

ετ =n nC Z  of 
the circuit that connects the receiver electrode to an 
electrical load. The function module values ( )nf ω , 
depending on the value of the dimensionless quantity 

n nΩ = ωτ  are shown in Fig. 2. 
 

 
Figure 2 – Changing of switching on function module of the 

acoustic waves piezoelectric receiver 

13
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After substituting (29) into (43), we can write the 
following definition of the transformation ( )K ω,Π  of 
the piezoelectric transformer 

 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 22

1 1 1 11 ε

ω ω Π
ω Π = =

− ω ω Π
n

i

f FU
K

U i C F Z

,
,

,
. (44) 

 
In the case of very thin piezoceramic disk, when a 

strong inequality 1Rα <<  takes place an expression 
(44) can be written as follows 

 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

00
0 222

0
1 1 111 ε

ω ω Π
ω Π = =

− ω ω Π

n

i

f FU
K

U i C F Z

,
,

,
. (45) 

 
where ( ) ( ) ( )0

2 21n n nf i C Z i C Zσ σω = − ω − ω ; 

2 2 2 334C d Rσ σ= π χ α ; 

( ) ( ) ( ) ( )0 231 2
2 2 2 2

233 2

1
2

∗

ρσ

⎡⎛ ⎞α
ω Π = + + −⎢⎜ ⎟

χ ⎢⎝ ⎠⎣
,

e d
F F R d

Rd

( ) ( )22
2 2

2
1 ρ

⎤⎛ ⎞
− − − ⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠ ⎦

d
F R d

R
; ( ) ( )0

1 1ω,ΠF  is defined by 

(39). 
Expressions (44) and (45), which have a sense of 

mathematical models of piezoelectric transformers 
operating on axially symmetric radial oscillations of 
piezoceramic disks, are built with a minimal number of 
simplifying assumptions.  

To fill the definition (44) or (45) by a specific physical 
meaning, it is necessary to determine the components of 
the material particles displacement vector of the 
oscillating piezoceramic disk. This procedure is the 
subject of a separate investigation. 

 
4 EXPERIMENTS 

Let us consider a disk piezoelectric transformer 
(Fig. 3), primary electrical circuit of which consists of 
electric potential difference generator 1

ωi tU e  (where 1U  
is an amplitude value of electric potential difference) with 
output electrical impedance gZ  and ring electrode 
(position 1 in Fig. 3). The secondary electrical circuit 
consists of an electrode in the form of a circle (position 2) 
with connected electronic circuit to it with input electrical 
impedance nZ , on which an electric potential difference 

2
ωi tU e  is formed. The primary and secondary circuits of 

piezoelectric transformer do not have a galvanic 
connection. The energy exchange between the primary 
and secondary circuits is carried out by means of 
axisymmetric radial vibrations of the piezoceramics 
material particles in the volume of thickness polarized 
disk (position 3 in Fig. 3). 

 

 
Figure 3 – Calculation scheme of disk piezoelectric transformer  

 
It is obvious that the work of function piezoelectronic 

element, which is schematically shown in Fig. 3, is fully 
described by transformation ratio ( ) 2 1ω,Π =K U U , 
which is a mathematical model of the device under 
consideration. Scheme of construction of piezoelectric 
transformer’s mathematical model is outlined in [23]. 

The elastic stresses and displacements of material 
particles of piezoelectric ceramics in the areas under the 
electrodes, and in the areas where there are no electrodes 
are determined in [24]. Following the method which is 
described in [24] we can write that 

 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 2
11 12 31

ρ ρ ∗
ρρ

∂ ρ ρ
σ ρ = + +

∂ ρ ρ α

u u U
c c e , (46) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
11 12

ρ ρ
ρρ

∂ ρ ρ
σ ρ = +

∂ ρ ρ
D Du u

c c , (47) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 0
11 12 31

ρ ρ ∗
ρρ

∂ ρ ρ
σ ρ = + +

∂ ρ ρ α

u u U
c c e , (48) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )4 4

4
11 12

ρ ρ
ρρ

∂ ρ ρ
σ ρ = +

∂ ρ ρ
D Du u

c c , (49) 

 

where ( )211 11 12 33= −E E Ec c c c ; ( )12 12 12 331= −E E Ec c c c ; 

( )2
11 11 31 33

∗ σ= + χDc c e ; ( )212 12 31 33
∗ σ= + χDc c e  are 

moduli of elasticity for the mode of axially symmetric 
radial oscillations of the piezoceramic disk material 
particles in the areas under the electrodes (area No.1, 
where 10ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R , and area No.3, where 2 3ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R ) 
and in the areas where there are no electrodes (area No.2, 
where 1 2ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R , and area No.4, where 

3ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R ). 
The amplitude values of the radial components of the 

material particles displacements vectors in the areas No.1, 
…, No.4, are defined as follows: 

 
 ( ) ( ) ( )1

1 1ρ ρ = γρu A J , (50) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 1 3 1 1ρ ρ = γ ρ + γ ρu A J A N , (51) 

14
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 ( ) ( ) ( ) ( )3
4 1 5 1ρ ρ = γρ + γρu A J A N , (52) 

 ( ) ( ) ( ) ( )4
6 1 1 7 1 1ρ ρ = γ ρ + γ ρu A J A N , (53) 

 
where 1A , …, 7A  are frequency-dependent constants of 
the radial displacements of material particles in various 
areas; ( )1J z , ( )1N z  ( = γρz ; 1= γ ρz ) are Bessel and 
Neumann functions [25] of the first order; 

11 0γ = ω ρc  and 1 11 0γ = ω ρDc  are wave numbers 
of the radial oscillations in the areas under the electrodes, 
and in the areas where there are no electrodes; 0ρ  is a 
piezoceramics density. 

In the conditional separation boundaries the 
amplitudes of displacements and stresses should satisfy 
the conditions of dynamic and kinematic coupling, which 
can be written as follows: 

 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 1 0ρρ ρρσ − σ =R R , (54) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 0ρ ρ− =u R u R , (55) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 2 0ρρ ρρσ − σ =R R , (56) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 2 0ρ ρ− =u R u R , (57) 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 4
3 3 0ρρ ρρσ − σ =R R , (58) 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 4
3 3 0ρ ρ− =u R u R . (59) 

 
If boundary ρ= R  of the piezoceramic disk is free 

from mechanical contacts with other material objects, 
then on the contour ρ= R  next condition should be 
satisfied 

 
 ( ) ( )4 0ρρσ =R . (60) 

 
Substituting expressions (46)–(53) into conditions 

(54)–(60), we obtain an inhomogeneous system of linear 
algebraic equations, which consists of seven equations, 
that contain seven sought constants 1A , …, 7A . It is 
obvious that this system of equations is solved in one 
way. In general terms, mentioned system of equations can 
be written as follows: 

 

 
7

1=
=∑ ik k j

k
m A P , ( 1 2 7, = , , ... ,j k ). (61) 

 
The coefficients jkm  and right-hand parts jP  of 

equations (61) have the following form: 
 

( ) ( ) ( ) ( )11 0 1 1 1 11= γ − − γ γm J R k J R R ; 12 11=k c c ;  
 

( ) ( ) ( ) ( )12 0 1 1 1 1 1 1 1 11⎡ ⎤= ξ γ − − γ γ⎣ ⎦m J R k J R R ;  

2
311ξ= + K ; ( ) ( )22

31 31 33 11
∗ σ= χK e c ; 1 12 11= D Dk c c ; 

( ) ( ) ( ) ( )13 0 1 1 1 1 1 1 1 11⎡ ⎤= ξ γ − − γ γ⎣ ⎦m N R k N R R ; 

14 15 16 17 0= = = =m m m m ; 1 2= − ΩP qU ; 

( )31 11
∗= αq e R c ; Ω= γR ; ( )21 1 1= γm J R ; 

( )22 1 1 1= γm J R ; 31 0=m ; ( )23 1 1 1= γm N R ; 

24 25 26 27 0= = = =m m m m ; 2 0=P ; 

( ) ( ) ( ) ( )32 0 1 2 1 1 1 2 1 21⎡ ⎤= ξ γ − − γ γ⎣ ⎦m J R k J R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )33 0 1 2 1 1 1 2 1 21⎡= ξ γ − − γ γ⎣m N R k N R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )34 0 2 1 2 21= γ − − γ γm J R k J R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )35 0 2 1 2 21= γ − − γ γm N R k N R R ; 

36 37 0= =m m ; 3 0= ΩP qU ; 41 0=m ; ( )42 1 1 2= γm J R ; 

( )43 1 1 2= γm N R ; ( )44 1 2= γm J R ; ( )45 1 2= γm N R ; 

46 47 0= =m m ; 4 0=P ; 51 52 53 0= = =m m m ; 

( ) ( ) ( ) ( )54 0 3 1 3 31= γ − − γ γm J R k J R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )55 0 3 1 3 31= γ − − γ γm N R k N R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )56 0 1 3 1 1 1 3 1 31⎡ ⎤= ξ γ − − γ γ⎣ ⎦m J R k J R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )57 0 1 3 1 1 1 3 1 31⎡= ξ γ − − γ γ⎣m N R k N R R ; 

5 0= − ΩP qU ; 61 62 63 0= = =m m m ; ( )64 1 3= γm J R ; 

( )65 1 2= γm N R ; ( )66 1 1 3= γm J R ; ( )67 1 1 3= γm N R ; 

6 0=P ; 71 72 73 74 75 0= = = = =m m m m m ; 

( ) ( ) ( ) ( )76 0 1 1 1 1 11= γ − − γ γm J R k J R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )77 0 1 1 1 1 11= γ − − γ γm N R k N R R ; 7 0=P . 

 
Solutions for constants 1A , 4A  and 5A , that define 

the radial displacements of disk material particles under 
the electrodes of primary and secondary electrical circuits 
of piezoelectric transformer are as follows: 

 

 ( )1 2 11 0 12= − +
Ω
qA U A U A ; 11

11
0

=
B

A
D

; 12
12

0
=

B
A

D
; (62) 

 ( )4 2 41 0 42= +
Ω
qA U A U A ; 41

41
0

=
B

A
D

; 42
42

0
=

B
A

D
; (63) 

 ( )5 2 51 0 52=− +
Ω
qA U A U A ; 51

51
0

=
B

A
D

; 52
52

0
=

B
A

D
; (64) 

 
where 0D  is a determinant of the system of equations 
(61), and 11B , …, 52B  are determinants of the following 
matrices: 
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22 23

32 33 34 35

42 43 44 45
11

54 55 56 57

64 65 66 67

76 77

0 0 0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0 0 0

− −
− −
− −

=
− −
− −

m m
m m m m
m m m m

B
m m m m
m m m m

m m

; 

12 13

22 23

32 33 34 54 35 55 56 57
12

42 43 44 45

64 65 66 67

76 77

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
0 0
0 0 0 0

− −
− −

− + − + − −
=

− −
− −

m m
m m

m m m m m m m m
B

m m m m
m m m m

m m

; 

21 22 23

32 33 35

42 43 45
41

55 56 57

65 66 67

76 77

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

− −
−
−

=
− −
− −

m m m
m m m
m m m

B
m m m
m m m

m m

; 

11 12 13

21 22 23

32 33 35 55 56 57
42

42 43 45

65 66 67

76 77

0 0 0
0 0 0

0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

− −
− −

− + − −
=

−
− −

m m m
m m m

m m m m m m
B

m m m
m m m

m m

; 

21 22 23

32 33 34

42 43 44
51

54 56 57

64 66 67

76 77

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

− −
−
−

=
− −
− −

m m m
m m m
m m m

B
m m m
m m m

m m

; 

11 12 13

21 22 23

32 33 34 54 56 57
52

42 43 44

64 66 67

76 77

0 0 0
0 0 0

0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

− −
− −

− + − −
=

−
− −

m m m
m m m

m m m m m m
B

m m m
m m m

m m

. 

 
Substituting definition (62) of the constant 1A  into the 

equation (50), and obtained result into the formula for 
potential calculating 2U  we can come to the conclusion 
that 

( ) ( ) ( )31
2 2 11 0 12 1 1

33 1

2
∗

σ

α
= ω + γ

χ Ω
e

e q
U f U A U A J R

R
, 

which implies that 

 ( )2 0 2= Ω,ΠU U K ; (65) 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
31 12 1 1 1

2 2
31 11 1 1 1

2

1 2

⎡ ⎤ω Ω Ω⎣ ⎦Ω,Π =
⎡ ⎤− ω Ω Ω⎣ ⎦

e

e

f K A J R R R R
K

f K A J R R R R
; 

 

where ( ) ( )22
31 31 11 33

∗ σ= χK e c  is a squared 

electromechanical coupling coefficient for the mode of 
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radial oscillations of thickness polarized piezoceramic 
disk material particles. 

Let us define the amplitude value 0U  of electric 
potential difference on the electrode of the piezoelectric 
transformer’s primary electric circuit. 

It is obvious that 
 

 1 3
0

3
=

+g

U Z
U

Z Z
, (66) 

 
where 3Z  is an electric impedance of the area No.3 under 
the ring electrode of the piezoelectric transformer’s 
primary electric circuit. In accordance with Ohm’s law for 
the electrical circuit section 3 0 3=Z U I , where 3I  is an 
amplitude of the alternating current in the conductor, 
which connects the generator of electrical potential 
difference with the ring electrode. As before, we assume 
that 3 3= − ωI i Q , where 3Q  is an amplitude value of 
polarization charge under the ring electrode, which is 
defined as follows:  
 

 ( ) ( )
3

2

3
3 2= π ρ ρ ρ =∫

R

z
R

Q D d  (67) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )3 331

3 0 3 22
3 33 0

2
1

1

∗
σ

ρ ρσ

⎧ ⎫α⎪ ⎪⎡ ⎤= − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦χ − β⎪ ⎪⎩ ⎭

e
C U u R u R

R U
, 

 
where ( )2 2

3 33 3 2
σ σ= πχ − αC R R  is a static electrical 

capacitance of the ring electrode; 2 3β = R R  is a 
geometrical parameter of the ring. 

Substituting (63) and (64) for the calculation of 
constants 4A  and 5A  into definition (52), and taking into 
account the expression (65), we obtain the following 
formula for the calculation of displacements ( ) ( )3

ρ ρu : 
 

( ) ( ) ( ) ( ){3 0 31
2 41 42 1

11

U
u K A A J R

c

∗

ρ ⎡ ⎤ρ = Ω,Π + Ωρ +⎣ ⎦Ω α
Re

 

 ( ) ( )}2 51 52 1⎡ ⎤+ Ω ,Π + Ωρ⎣ ⎦K A A N R . (68) 

 
After calculating the values ( ) ( )3

2ρu R  and ( ) ( )3
3ρu R  

according to the formula (68) it can be written that 
( )3 3 0 3

σ= Ω ,ΠQ C U K , where 

( ) ( ) ( ){
2

31
3 2 41 422

2
1

⎡ ⎤Ω ,Π = Ω,Π + Ω +⎣ ⎦− β

K
K K A A J  

( ) ( )}2 51 52 1⎡ ⎤+ Ω,Π + Ω −⎣ ⎦K A A N ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3 3⎡ ⎤Ω = Ω − β βΩ Ω⎣ ⎦J J R R J R R R R ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3 3⎡ ⎤Ω = Ω − β βΩ Ω⎣ ⎦N N R R N R R R R . 

After charge determining 3Q  the electrical impedance 

3Z  is determined by the expression 

( )3 3 31 ε⎡ ⎤= − ω Ω ,Π⎣ ⎦Z i C K , from which the definition of 

potential difference on the ring electrode follows 
 

 
( )

1
0

0 31 σ
=

− ω Ω Πg

U
U

i C Z K ,
. (69) 

 
Substituting (69) into (65) we can come to the 

conclusion that  
 

( )
( )

2
2 1

0 31

,
,g

K
U U

i C Z Kσ

Ω Π
=

− ω Ω Π
, 

 
from which the formula for the transfer ratio calculation 
follows 
 

 ( ) ( )
( )

22

1 0 31

,
,

,g

KU
K

U i C Z Kσ

Ω Π
ω Π = =

− ω Ω Π
. (70) 

 
Analytical structure (70) is a mathematical model of 

piezoelectric ring-dot transformer with ring electrode in 
the primary circuit. 

 
5 RESULTS 

Expression (70), which determines the transfer ratio of 
piezoelectric device, has a structure which is typical for 
electronic devices with negative feedback. It is clearly 
seen that the depth of feedback is directly proportional to 
the value of the signal source output impedance gZ . If 
the value of 0gZ =  the feedback disappears and transfer 
ratio is completely determined by a frequency dependent 
function ( )2K Ω,Π . 

Feedback physical content which exists in 
piezoelectric transformers is practically obvious. 
Displacements levels of piezoelectric disk material 
particles increases significantly at a frequency of 
electromechanical resonance of radial oscillations. This is 
accompanied by an increase of deformations and as a 
consequence, by an increase of levels of polarization 
charges on the electrodes of the primary electrical circuit. 
Because of this the amplitude of the electric current in the 
primary circuit increases, which is accompanied by an 
increase of voltage drop on the resistance gZ  and, 

accordingly, by a decrease of potential difference 0U  
(see. Fig. 3). 

The transfer ratio modeling of piezoelectric 
transformer according to (70) have been conducted, the 
results of which are shown in Fig. 4. As follows from the 
results shown in Fig. 4, the parameter change gZ  is 
accompanied by significant changes in the frequency 
characteristic of piezoceramic disk transformer. 
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Fig. 5 illustrates an influence of mechanical ìQ -
factor of disk material on a change of transformation ratio 
in a narrow band near the first electro-mechanical 
resonance of the radial oscillations of free (not fixed) 
piezoceramic disk. The numerical values of quality factor 
are indicated near the corresponding curves. 

All calculations were performed for piezoceramic disk 
with radius 333 10R m−= ⋅  and thickness 

33 10−α = ⋅ m , made of thickness polarized PZT type 
piezoceramics with following parameters: 

3
0 7400 kg mρ = ; 11 112Ec GPa= ; 12 62=Ec GPa ; 

33 100Ec GPa= ; 2
33 20e C m= ; 2

31 9e C m= − ; 

33 01800εχ χ= ; 12
0 8 85 10, F mχ −= ⋅  is a dielectric 

constant; 100ìQ =  is a quality factor of piezoceramics; 
10=nZ kOhms  is an electrical load value; 0Ω = ωτ  is a 

dimensionless quantity, where 0 11 0τ = ρR c  is a 
piezoceramic disk time constant. The frequency 

15206f Hz=  corresponds to the value 1Ω = . The 
value of the electrical impedance module of the electrical 
signal source is shown in the figures field.  

 

  
 a b 

  
 c d 
Figure 4 – Influence of the signal source output impedance gZ  

on a frequency-dependent change of the transfer ratio module, 
when 1 12 25=R R , 2 15 25=R R  and 3 0 999= .R R : 

a – Zg = 5 Ohms; b – Zg = 10 Ohms; 
c – Zg = 20 Ohms; d – Zg = 50 Ohms 

 
 a b 

 
 c d 
Figure 5 – Influence of the signal source output impedance gZ  on 

a frequency-dependent change of the transfer ratio module, when 
1 12 25=R R , 2 15 25=R R  and 3 0 999= .R R : 

a – Zg = 5 Ohms; b – Zg = 10 Ohms; 
c – Zg = 20 Ohms; d – Zg = 50 Ohms 

 

From the results shown in Fig. 4, 5 it can be concluded 
that each set of physical and mechanical piezoelectric 
parameters, each primary and secondary circuit electrodes 
configuration and fixed electrical load of piezoelectric 
transformer is corresponded to a fixed value of electrical 
signal source output impedance gZ , with which the 

maximum transfer ratio is realized in a specified frequency 
range. 

In Fig. 6 it is shown the calculated (solid line) and the 
experimentally obtained (dashed line) curves of the 
frequency dependence of the modulus of piezoceramic ring-
dot disk transformer’s transformation coefficient. The 
calculation is based on the same parameters as in the 
calculation of the curves ( )K Ω,Π  shown in Fig. 4. 

Naturally, the dimensions of the disk transformer in the 
calculation and experiment are chosen to be the same, i.e., 
the radius 333 10R −= ⋅ m, the thickness 33 10−α = ⋅ m and 

1 12 25=R R , 2 15 25=R R , 3 0 999R R = . . The values 
of the modulus of transformation coefficient of the 
piezoceramic disk transformer are plotted along the ordinate 
axis, and the frequency f (dimensionless value Ω ) – on the 
abscissa axis. The frequency 15206f Hz=  corresponds to 
the value 1Ω = . 
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Figure 6 – Calculated (solid line) and experimentally obtained 

(dashed line) curves of the frequency dependence of the 
modulus of piezoceramic ring-dot disk transformer’s 

transformation coefficient 
 

6 DISCUSSION 
When building the model, it was assumed that the 

thickness of the electrodes located on the surfaces of the 
disk is very small in comparison with the thickness of the 
disk α . In other words, the thickness of the electrodes, 
which, as a rule, does not exceed 15 μm, was not taken 
into account for constructing a mathematical model of 
piezoelectric transformer based on piezoceramic thin disk 
( 1α <<R ). It should also be noted that mathematical 
model (70) was built for ring-dot piezoelectric 
transformer (see Fig. 3) with surfaces partially covered by 
electrodes (area 1, 10ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R , and area 3, where 

2 3ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R ) and in the areas where there are no 

electrodes (area 2, where 1 2ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R , and area 4, 

where 3ρ ∈ ,⎡ ⎤⎣ ⎦R R ). 
As expected, the absolute values of the frequencies of 

resonances in calculation and experiment differ from each 
other. So, following the calculation, the frequencies of the 
first second and third electromechanical resonances are 
respectively equal to 1 37193rf Hz= , 2 88194rf Hz=  
and 3 135330rf Hz= ; the frequency ratio 

2
1

2 371ζ = =r
r

f
f . . 

The experimental values of the same quantities are, 
respectively, 1 34491rf Hz= , 2 83728rf Hz= , 

3 132325rf Hz=  and 2
1

2 428.r
r

f
fζ = = . If the 

experimental data are assumed to be true, the error in 
determining the frequency ratio is 2 3. %Δζ = . The 
obtained results are explained very simply. The numerical 
values of the frequencies of resonances s are determined 
by the dimensions and physicomechanical parameters of 
the material of disk element. The ratio of the resonances 
frequencies of the same disk is determined practically 
only by its dimensions. For this reason, a very satisfactory 
match between the theoretically and experimentally 

determined resonance frequency ratios is observed. The 
discrepancy between the absolute values of the resonance 
frequencies is explained by the discrepancy between the 
physicomechanical parameters of the piezoceramics, 
which were incorporated into the calculation and which 
are inherent in the experimentally investigated object. 
Comparing the curves, we can conclude that the quality 
factor of the material of the experimentally investigated 
sample is at least 1.2 times larger than included in the 
quality factor calculation.  

Thus, it can be asserted that the character of the 
variation of both curves, shown in Fig. 6, in a fairly wide 
frequency range coincides with accuracy to details. This 
means that the qualitative content of the expression (70) is 
adequate to the processes that occur in real object. In 
other words, expression (70) is a mathematical model of 
piezoelectric ring-dot transformer with ring electrode in 
primary electrical circuit and sufficiently adequate to the 
real object and the processes occurring in it. The latter 
allows us to assume that the mathematical description of 
the stress-strain state of the disk transformer also 
corresponds quite well to the real state of things. 

 
CONCLUSIONS 

Physical processes in piezoelectric transformers, 
which operate using axially symmetric radial oscillations 
of the piezoceramic disk, are considered. The scheme of 
mathematical models constructing of the ring-dot 
piezoelectric transformer that is sufficiently adequate to 
real objects and occurring physical processes is proposed. 

Main results of this work can be formulated as 
follows: 

– mathematical model of piezoelectric transformer 
with ring electrode in the primary electrical circuit is 
constructed; 

– high sensitivity of frequency characteristic of 
piezoelectric transformer to the values of the output 
impedance of the electrical signal source in the primary 
electrical circuit is demonstrated. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Завдяки своїм унікальним властивостям п’єзокераміка знаходить застосування в різних областях техніки 

і технології. Дискові п’єзоелектричні пристрої широко використовуються в елементах інформаційних систем. Дослідження 
показали, що п’єзоелектричні трансформатори можуть конкурувати з традиційними електромагнітними трансформаторами 
як за ефективністю, так і за щільністю потужності. Кінцевою метою математичного моделювання фізичного стану 
коливальних п’єзокерамічних елементів є якісний і кількісний опис характеристик і параметрів існуючих в них електричних 
та еластичних полів.  

Мета роботи – запропонувати принципи побудови математичних моделей, які в достатній мірі адекватні реальним 
пристроям і фізичним процесам, що відбувається в них. 

Метод. Математичні моделі п’єзоелектричних трансформаторів, що працюють з використанням вісесиметричних 
радіальних коливань п’єзокерамичних дисків, побудовані з мінімальним числом припущень, що спрощують реальну 
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ситуацію. Це дозволяє стверджувати, що запропонована схема побудови доставляє математичні моделі, які в достатній мірі 
адекватно відповідають реальним об’єктам і фізичним процесам, які в них існують. 

Результати. Основні результати цієї роботи можна сформулювати наступним чином: побудована математична модель 
п’єзоелектричного трансформатора з кільцевим електродом в первинному електричному колі; показана висока чутливість 
частотної характеристики п’єзоелектричного трансформатора до змін значень вихідного опору джерела електричного 
сигналу в первинному електричному колі. 

Висновки. В результаті дослідження математичної моделі реального пристрою можна визначити той набір 
геометричних, фізико-механічних та електричних параметрів реального об’єкта, який забезпечує реалізацію технічних 
показників функціонального елемента п’єзоелектроніки, обумовлених в технічному завданні. Вартість збережених ресурсів 
становить комерційну ціну математичної моделі. Перспективи подальших досліджень можуть полягати в побудові 
математичної моделі п’єзоелектричного трансформатора з секторними електродами. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: п’єзоелектричний трансформатор, вісесиметричні коливання, фізичні процеси, математична 
модель. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Благодаря своим уникальным свойствам пьезокерамика находит применение в различных областях 

техники и технологии. Дисковые пьезоэлектрические устройства широко используются в элементах информационных 
систем. Исследования показали, что пьезоэлектрические трансформаторы могут конкурировать с традиционными 
электромагнитными трансформаторами как по эффективности, так и по плотности мощности. Конечной целью 
математического моделирования физического состояния колеблющихся пьезокерамических элементов является 
качественное и количественное описание характеристик и параметров существующих в них электрических и упругих полей.  

Цель работы – предложить принципы построения математических моделей, которые в достаточной мере адекватны 
реальным устройствам и происходящим в них физическим процессам. 

Метод. Математические модели пьезоэлектрических трансформаторов, работающих с использованием 
осесимметричных радиальных колебаний пьезокерамических дисков, построены с минимальным числом упрощающих 
реальную ситуацию предположений. Это позволяет утверждать, что предложенная схема построения доставляет 
математические модели, которые в достаточной мере адекватны реальным объектам и физическим процессам, которые в 
них существуют. 

Результаты. Основные результаты настоящей работы можно сформулировать следующим образом: построена 
математическая модель пьезоэлектрического трансформатора с кольцевым электродом в первичной электрической цепи; 
показана высокая чувствительность частотной характеристики пьезоэлектрического трансформатора к изменениям 
значений выходного сопротивления источника электрического сигнала в первичной электрической цепи. 

Выводы. В результате исследования математической модели реального устройства можно определить тот набор 
геометрических, физико-механических и электрических параметров реального объекта, который обеспечивает реализацию 
технических показателей функционального элемента пьезоелектроники, оговоренных в техническом задании. Стоимость 
сохраненных ресурсов составляет коммерческую цену математической модели. Перспективы дальнейших исследований 
могут заключаться в построении математической модели пьезоэлектрического трансформатора с секторными электродами. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пьезоэлектрический трансформатор, осесимметричные колебания, физические процессы, 
математическая модель. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Преимуществом кольцевых антенных решеток является возможность кругового электронного сканиро-
вания лучом без искажения характеристик диаграммы направленности за счет изменения распределения тока на ее элемен-
тах. Данная особенность, в сочетании с современными технологиями и цифровыми методами диаграммообразования от-
крывает перспективу применения кольцевых антенных решеток в обзорных РЛС военного и гражданского назначения вме-
сто антенных систем с механическим вращением. 

Цель. Исследование возможностей уменьшения уровня боковых лепестков диаграммы направленности однокольцевой 
приемо-передающей антенной решетки при использовании известных амплитудных распределений, применяемых для ли-
нейных антенных решеток.  

Метод. Для проведения исследования использован метод фазовых мод, при котором произвольная функция возбужде-
ния кольцевой антенной решетки представляется в виде суммы компонент (мод) фазового возбуждения, а диаграмма на-
правленности кольцевой антенной решетки являет собой суперпозицию диаграмм направленности, создаваемых отдельны-
ми фазовыми модами возбуждения. Данный метод позволяет применять к кольцевым антенным решеткам методы, исполь-
зуемые для синтеза диаграмм направленности и уменьшения уровня боковых лепестков линейных антенных решеток за 
счет использования специальной трансформационной матрицы.  

Результаты. Разработана имитационная математическая модель дискретной однокольцевой антенной решетки, которая 
обеспечивает возможность исследования эффективности использования амплитудных распределений, известных для ли-
нейных антенных решеток, для уменьшения ее уровня боковых лепестков.  

Выводы. Проведенные вычислительные эксперименты подтвердили возможность применения метода фазовых мод для 
формирования диаграммы направленности с малым уровнем боковых лепестков в приемо-передающих кольцевых антенных 
решетках. Показан вариант практического применения амплитудного распределения Дольфа-Чебышева для формирования 
диаграммы направленности кольцевой решетки. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: кольцевая антенная решетка, теория фазового возбуждения, уровень боковых лепестков, диа-
грамма направленности Дольфа-Чебышева. 

 

АББРЕВИАТУРЫ 
ДН – диаграмма направленности; 
КАР – кольцевая антенная решетка; 
ЛАР – линейная антенная решетка; 
УБЛ – уровень боковых лепестков. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
b() – вектор амплитуд y1…yM фазовых мод поля 

эквивалентной ЛАР в дальней зоне; 
D() – ДН дискретной КАР в азимутальной плоско-

сти; 
Daz() – ДН непрерывной КАР в азимутальной 

плоскости; 
Dn() – поле n-го элемента КАР в направлении nϕ ; 

()DRX  – ДН дискретной КАР в режиме приема; 
()DTX  – ДН дискретной КАР в режиме передачи; 

fEULA() – множитель системы эквивалентной ЛАР; 
[ ]kJ •  – функция Бесселя 1-го рода k-го порядка; 

k – волновое число в свободном пространстве; 
M – максимальное число мод тока, используемых 

для возбуждения КАР; 
n – порядковый номер элемента антенной решетки 

от 1 до N; 
R – радиус окружности КАР; 
sUCA() – комплексный вектор возбуждения КАР, 

сфокусированной в направлении 0ϕ , с элементами 
x1…xN; 

T – трансформационная матрица, описывающая 
взаимосвязь между векторами sUCA() и b(); 

w – вектор амплитудных весовых множителей  
w1…wM; 

α – параметр, определяемый требуемый УБЛ для 
распределения Дольфа-Чебышева; 

λ  – рабочая длина волны; 
nϕ  – угловое положение n-го элемента КАР; 

[ ]D  – символ произведения Адамара. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Частным случаем конформных антенных решеток 

с осевой симметрией являются КАР, излучатели кото-
рых расположены вдоль одной (однокольцевые КАР) 
или нескольких концентрических окружностей. Про-
рывом в вопросах анализа и синтеза КАР считается 
создание теории фазового возбуждения [1–5]. Это 
позволило применять к КАР известные методы синте-
за ДН и УБЛ, разработанные для ЛАР. 

Указанные преимущества в сочетании с современ-
ными методами и технологиями диаграммообразова-
ния [3, 6–8] позволяют реализовать быстрое круговое 
электронное сканирование лучом [9] и обеспечивают 
перспективу применения КАР в обзорных РЛС и сис-
темах связи. Наибольший интерес представляют од-
нокольцевые КАР, позволяющие получить требуемые 
характеристики ДН при габаритных и весовых огра-
ничениях. 

Исследования алгоритмов диаграммообразования 
для однокольцевых КАР, основанных на применении 
положений теории фазового возбуждения, указывают 
на существующие различия в формировании ДН в 
режимах приема и передачи [1, 3, 4]. Применение од-
ного и того же алгоритма приводит к различию пара-
метров ДН КАР в различных режимах. При оценива-
нии возможности создания совмещенных РЛС на ос-
нове КАР интерес представляет исследование взаимо-
связи параметров КАР и характеристик ДН в режимах 
приема и передачи при использовании общего алго-
ритма. Критерием оптимальности в этом случае мо-
жет быть наименьший УБЛ суммарной ДН приемо-
передающей КАР. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим однокольцевую КАР (рис. 1), состоя-
щую из N изотропных излучателей. Положение каж-
дого n-го элемента задано в местной полярной систе-
ме координат радиусом окружности R и углом 

( )2 1 / ,n n Nϕ π= − 1,n N= . Множитель системы та-
кой КАР определяется соотношением [3]: 

 

( ) ( )
1
exp cos

N
UCA n

n
f jkR

=
⎡ ⎤ϕ = − ϕ−ϕ⎣ ⎦∑ , (1)

 
где 2 /k = π λ  – волновое число в свободном про-
странстве; λ  – длина волны. 

Соотношение для расчета комплексного вектора 
возбуждения сфокусированной КАР имеет вид [3]: 

 

( ) ( )0 0
1
exp cos ,

N
UCA n

n
jkR

=
⎡ ⎤ϕ = − ϕ −ϕ⎣ ⎦∑s  (2)

где 0ϕ  – направление главного максимума ДН КАР в 
горизонтальной плоскости. 

 
 

Формула для расчета сфокусированной ДН дис-
кретной однокольцевой КАР в азимутальной плоско-
сти может быть представлена в виде: 

 

( ) ( ) ( )0
1

( )
N

el UCA UCA n n
n

D D f D
=

ϕ = ⋅ ϕ ⋅ ϕ = ϕ−ϕ ×∑s

( ) ( )( )0exp cos cosn njkR⎡ ⎤× ϕ−ϕ − ϕ −ϕ⎣ ⎦ , 
(3)

 

где ( )n nD ϕ−ϕ  – поле n-го элемента решетки в на-
правлении nϕ . 

Потенциально возможная (идеальная) ДН КАР, 
состоящей из бесконечно большого числа изотропных 
элементов, в горизонтальной плоскости выражается 
формулой [1–3]: 

 

( ) 0
az 0 0 2 sin

2
D J kR

ϕ⎡ ⎤ϕ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

 

где [ ]0J •  – функция Бесселя 1-го рода 0-го порядка. 
Графики ДН непрерывной КАР и дискретной КАР 

при расстоянии между элементами 0,4λ  и 0,6λ  и 
прямом применении амплитудного распределения 
Дольфа-Чебышева1 для требуемого УБЛ –20  дБα =  
представлены на рис. 2. 

Полученные результаты позволяют выделить сле-
дующие особенности формирования ДН КАР в гори-
зонтальной плоскости: 

1) использование известных амплитудных распре-
делений, применяемых в ЛАР, для уменьшения УБЛ 
ДН дискретной КАР не обеспечивает желаемый ре-
зультат. УБЛ составляет только минус 8 дБ вместо 
ожидаемых минус 20 дБ; 

3) незначительное уменьшение количества эле-
ментов КАР (увеличение расстояния между ними) 
приводит к значительному возрастанию УБЛ ДН дис-
кретной КАР. 
                                                           
1 Использовалась встроенная функция MATLAB ( , )chebwin N α , 
где α – требуемый УБЛ для ЛАР 

x

y 

z

R

nϕ

1 n 
2

Δϕ

0ϕ

0θ

Рисунок 1 – Геометрия однокольцевой КАР 
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Рисунок 2 – Диаграммы направленности непрерывной и дискретной КАР 

 
Задача заключается в поиске метода уменьшения 

УБЛ в КАР при использовании известных амплитуд-
ных распределений, применяемых в ЛАР. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

В работе [5] Дейвисом впервые предложен метод 
фазовых мод, который обеспечивает возможность 
применения в приемных КАР все методы, используе-
мые для синтеза ДН и уменьшения УБЛ ЛАР. 

В работах [1, 3] получил дальнейшее развитие ме-
тод анализа и синтеза КАР, основанный на представ-
лении ДН КАР в виде суммы фазовых мод (угловых 
гармоник). В основе метода лежит допущение о не-
прерывном распределении токов вдоль кольца. По-
скольку распределение тока в кольце является перио-
дической функцией угла с периодом 2π , то оно мо-
жет быть разложено в обобщенный ряд Фурье по лю-
бой удобной системе ортогональных функций. 

Каждый член ряда представляет собой гармонику 
(моду) тока с постоянной амплитудой и линейно из-
меняющейся по углу фазой. Каждой гармонике соот-
ветствует парциальная ДН (диаграмма, определяемая 
модой тока соответствующего порядка) с независя-
щей от угла амплитудой и фазой, являющейся линей-
ной функцией угла наблюдения. Парциальные диа-
граммы представляют собой Фурье-компоненты сум-
марной ДН КАР, являющейся периодической функ-
цией угла в плоскости кольца. 

Представление ДН КАР в виде суммы мод аналогич-
но суммированию вкладов, вносимых в ДН ЛАР от-
дельными ее излучателями. Такой подход обеспечивает 
возможность описания работы кольцевой многомодовой 
решетки можно с помощью эквивалентной ЛАР. 

В работах [1, 4] приведены результаты практиче-
ских исследований дискретных однокольцевых КАР, 
которые доказали возможность одновременного воз-
буждения всех независимых мод (как положительных, 
так и отрицательных) от нуля до / 2N  путем под-
ключения КАР из N элементов к выходам матричной 
схемы и определен общий вид трансформационной 
матрицы. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Рассмотрим дискретную однокольцевую приемо-
передающую КАР, элементы которой подключены к 

разъемам матричной схемы (рис. 3). Для общности 
анализа допустим, что элементы КАР являются изо-
тропными излучателями. 

На рис. 3 показаны: 

( ) [ ]0 1
T

UCA Nx xϕ =s …  – комплексный вектор 
возбуждения КАР; 

( ) [ ]0 1
T

My yϕ =b …  – вектор амплитуд фазо-
вых мод поля эквивалентной ЛАР в дальней зоне, где 

( )0, ±1,…, ± 1 /2M N= −  если N нечетное или 

( )0, ±1,…, ± 2 /2, / 2M N N= −  если N четное ; 

[ ]1
T

Mw w=w …  – вектор амплитудных весо-
вых множителей. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 3 – Структура приемо-передающей КАР 

Пусть комплексный вектор возбуждения КАР в 
режиме приема для узкополосного сигнала с частотой 

0 /f c= λ  задан в азимутальной плоскости вектор-

столбцом ( )0UCA ϕs  размерности 1N× . Тогда, в со-
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ответствии с (1.2), n-й элемент вектора ( )0UCA ϕs , 

1,n N= , определяется следующим выражением: 
 

( ) ( )0 0exp cosUCA nn
jkR⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ = − ϕ −ϕ⎣ ⎦ ⎣ ⎦s . 

 
Трансформационная матрица Т , описывающая 

взаимосвязь между комплексным вектором возбужде-
ния КАР ( )0UCA ϕs  и вектором амплитуд фазовых 

мод поля эквивалентной ЛАР в дальней зоне ( )0ϕb , в 
общем виде определяется как [1, 3]: 

 
= ⋅T C D . (4)

 
Матрицы C  и D  размерностей N N×  могут быть 

рассчитаны по следующим выражениям: 
1

1
1

2diag m H
m H

Rj J
−

− −
− −

⎧ ⎫⎛ π ⎞⎪ ⎪⎡ ⎤= ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥λ⎣ ⎦⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
C ; 

[ ]
( ) ( )2 1

1
exp

n
m H

N
mn j

π −
− − ⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D , 

где 1,m N= ; [ ]kJ •  – функция Бесселя 1-го рода k-го 

порядка; ( )1 / 2H N= −  – если N нечетное или 

/ 2H N=  – если N четное. 
Вектор амплитуд фазовых мод поля эквивалент-

ной ЛАР в дальней зоне находится как: 
 

( ) ( )0 0UCAϕ = ⋅ ϕb T s . (5)
 

Каждый m-й элемент вектора ( )0ϕb  представляет 
собой гармонику (моду) тока с постоянной амплиту-
дой и линейно изменяющейся в пределах 2π  фазой.  

Используя метод фазовых мод [1…5], проведем 
анализ возможности синтеза ДН КАР с заданным 
УБЛ путем использования известного для ЛАР ам-
плитудного распределения Дольфа-Чебышева. При 
этом ДН КАР в режиме приема будет описываться 
матричным выражением вида: 

 

( ) ( ) ( )0RX EULAf ⎡ ⎤ϕ = ϕ ⋅ ϕ⎣ ⎦D b wD , (6)
 

где ( ) ( )
1
exp 1

N
EULA

m
f j m H

=
ϕ = − − − ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦∑  – множитель 

системы эквивалентной ЛАР; [ ]D  – символ произве-
дения Адамара. 

Свойства результирующей ДН (3) будут идентич-
ны свойствам ЛАР, но теперь данная функция опре-
делена в диапазоне углов 0 360D…  и пропорциональна 
переменной ϕ . 

При синтезе ДН КАР в режиме передачи сначала 
необходимо найти распределение тока на входах мат-
ричной схемы. Для решения данной задачи целесооб-
разно использовать известные методы синтеза ДН 
ЛАР. В этом случае необходимое распределение тока 
на входах матричной схемы может быть найдено как: 

 

( ) ( )0 0EULAϕ = ϕb s wD , 
 

где ( ) ( )0 0
1
exp 1 sin

N
EULA

m
j m H kR

=
ϕ = − − ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦∑s  – ска-

нирующий вектор эквивалентной ЛАР; w  – вектор 
амплитудных весовых множителей, соответствующий 
оптимальной ДН ЛАР. 

В соответствии с теорией фазового возбуждения, 
полученный вектор амплитудного распределения эк-
вивалентной ЛАР представляет собой вектор ампли-
туд фазовых мод поля КАР в дальней зоне. Примене-
ние метода фазовых мод позволяет установить связь 
между полем КАР в дальней зоне и комплексным век-
тором возбуждения КАР. В соответствии с этим век-
тор, получаемый после прохождения сигналов через 
матричную схему, имеет вид: 

 

( ) ( )1
0 0UCA

−ϕ = ⋅ ϕs T b . 
 

Полученное распределение токов является ком-
плексным вектором возбуждения сфокусированной 
КАР. При этом следует отметить, что использование 
всех M  доступных мод тока для формирования вектора 
возбуждения дискретной КАР может привести к появ-
лению различий от потенциальной ДН непрерывной 
КАР [4]. Особенно большие различия будут иметь место 
в области дальних лепестков. Поэтому для получения 
наиболее близкой к потенциальной ДН КАР в режиме 
передачи максимальное число используемых мод тока 
M  должно выбираться из условия [3]: 

 
2 1M kR N< + < . 

 
Выражение для расчета сфокусированной ДН КАР 

в режиме передачи примет вид: 
 

( ) ( ) ( )0TX UCA UCAfϕ = ϕ ⋅ ϕD s . 
 

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
На основе описанных процедур с использованием 

пакета Phased Array System Toolbox системы Matlab 
была разработана имитационная математическая мо-
дель дискретной однокольцевой антенной решетки, 
позволяющая проводить анализ эффективности при-
менения метода фазовых мод для синтеза ДН КАР с 
малым УБЛ. 

Анализ эффективности применения метода фазо-
вых мод для синтеза ДН КАР с малым УБЛ при ис-
пользовании амплитудных весовых множителей про-
водился для следующих исходных данных: рассмат-
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ривалась решетка из 32N =  изотропных излучателей; 
расстояние между элементами составляло 0,4, 0,5 и 
0,6λ; для расчета амплитудных весовых множителей 
применялось амплитудное распределение Дольфа-
Чебышева с УБЛ –20,  30 и 40  дБ= − −α ; для воз-
буждения элементов КАР использовались моды с но-
мерами ( )0, ±1,…, ± 2 /2, / 2M N N= − . 

 
5 РЕЗУЛЬТАТЫ 

Результаты расчетов представлены в виде графи-
ков ДН КАР в режимах приема (рис. 4–6, а), передачи 
(рис. 4–6, б), а также результирующей ДН приемо-
передающей КАР (рис. 4 – 6, в), полученной путем 
перемножения ДН в режимах приема и передачи. 

Полученные результаты позволили выявить сле-
дующие закономерности: 

1) при расстоянии между элементами 
2 / 0, 4R Nπ = λ : ДН КАР как в режиме передачи 
(рис. 4, а), так и в режиме приема (рис. 4 б) имеют 
практически равномерный УБЛ, то есть максимально 
приближены к потенциальной ДН непрерывной КАР; 
реализуемый УБЛ в режиме передачи для всех задан-
ных значений параметра α остается одинаковым и 
составляет порядка –20 дБ; УБЛ в режиме прием не 
превышает заданных значений параметра 

–20,  30 и 40  дБ= − −α , соответственно; для 

–20  дБα =  ширина ДН соответствует потенциаль-
ной ДН непрерывной КАР (рис. 2), в то время как для 
значений –30 и 40  дБ−α =  имеет место расширение 
ДН соответственно на 10% и 20% в режиме передачи 
и на 20% и 40% в режиме приема; 

2) при расстоянии между элементами 
2 / 0,5R Nπ = λ : по мере уменьшения значений пара-
метра α уровень ближних боковых лепестков ДН КАР 
в режиме передачи (рис. 5, а) плавно меняется от рав-
номерно спадающего ( )–15 – 30 дБ для –20 дБα =…  до 
равномерно возрастающего ( )–39 – 28 дБ для 40  дБ= −… α  
в диапазоне углов 90ϕ = ± °  относительно направле-
ния главного максимума; в области дальних лепест-
ков наблюдается резкое возрастание УБЛ до значений 
–15…–20 дБ; имеет место незначительное искажение 
формы боковых лепестков в режиме приема 
(рис. 5, б), интенсивность которых усиливается по 
мере уменьшения значений параметра α; при этом 
УБЛ ДН КАР в режиме приема остается в пределах 
заданных значений параметра –20 и 30  дБ−α =  и 
лишь незначительно превышает заданное значение в 
области дальних лепестков для 40  дБ−α = ; характер 
изменения ширины ДН КАР остается такой же, как и 
при расстоянии между элементами 0, 4λ ; 

 
Рисунок 4 – Диаграммы направленности дискретной КАР ( 32N = , 2 / 0, 4R Nπ = λ ) 
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3) при расстоянии между элементами 
2 / 0, 6R Nπ = λ : ДН КАР в режиме передачи 
(рис. 6, а) характеризуется равномерно спадающим 
УБЛ –12 –14 дБ… , –19 – 23 дБ…  и –27 – 37 дБ…  
для –20,  30 и 40 дБ− −α = , соответственно, в диа-
пазоне углов 80ϕ = ± °  относительно направления 
главного максимума; в области дальних лепестков 
УБЛ в режиме передачи возрастает до –10…–17 дБ; 

ДН КАР в режиме приема (рис. 6, б) характеризуется 
практически равномерным УБЛ со значениями выше, 
чем для случая синфазного возбуждении КАР (рис. 2); 
ширина ДН КАР в обеих режимах соответствует по-
тенциальной ДН непрерывной КАР и лишь незначи-
тельно расширяется в режиме передачи (~10%) при 

40  дБ−α = . 

 
Рисунок 5 – Диаграммы направленности дискретной КАР ( 32N = , 2 / 0,5R Nπ = λ ) 

 
Рисунок 6 – Диаграммы направленности дискретной КАР ( 32N = , 2 / 0, 6R Nπ = λ ) 
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6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Графики диаграмм направленности кольцевой ан-

тенной решетки, представленные на рис. 4–6, показы-
вают, что изменение расстояния между элементами 
дискретной КАР при использовании общего алгорит-
ма формирования ДН оказывает различное влияние на 
параметры ДН КАР в режимах приема и передачи. 
Это, в свою очередь, дает возможность поиска рацио-
нальных соотношений между диаметром КАР и длин-
ной волны, а также выбора вида амплитудного рас-
пределения, которое обеспечит требуемые параметры 
суммарной ДН приемо-передающей КАР. 

Пути улучшения параметров суммарной ДН прие-
мо-передающей КАР связанны с поиском алгоритмов, 
обеспечивающих обратимость преобразования, осно-
ванного на использовании метода фазовых мод. 

 
ВЫВОДЫ 

В статье методами имитационного математическо-
го моделирования проведено исследование характе-
ристик направленности дискретной однокольцевой 
антенной решетки при использовании метода фазовых 
мод и общего алгоритма формирования диаграммы 
направленности в режимах приема и передачи. На 
примере амплитудного распределения Дольфа-
Чебышева, используемого для линейных антенных 
решеток, показан подход к синтезу диаграммы на-
правленности кольцевой антенной решетки в режимах 
приема и передачи, а также суммарной диаграммы 
направленности приемо-передающей решетки.  

Научная новизна состоит в разработке имитацион-
ной модели дискретной однокольцевой антенной решет-
ки, реализующей алгоритм формирования диаграммы 
направленности с малым уровнем боковых лепестков в 
режимах приема и передачи за счет использования ме-
тода фазовых мод и известных для линейных антенных 
решеток амплитудных распределений. 

Практическая значимость определяется проведен-
ными экспериментальными исследованиями эффек-
тивности использования амплитудного распределения 
Дольфа-Чебышева для синтеза диаграммы направ-
ленности кольцевых антенных решеток с заданным 
уровнем боковых лепестков. Получены графики диа-

грамм направленности дискретной однокольцевой 
антенной решетки в режимах приема и передачи при 
различных параметрах решетки.  
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Перевагою кільцевих антенних решіток є можливість кругового електронного сканування променем без спо-

творення характеристик діаграми напрвленості за рахунок зміни розподілу струму на її елементах. Дана особливість, в поєднанні з 
сучасними технологіями і цифровими методами діаграмоутворення відкриває перспективу застосування кільцевих антенних реші-
ток в оглядових РЛС військового і цивільного призначення замість антенних систем з механічним обертанням. 
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Ціль. Дослідження можливостей зменшення рівня бічних пелюсток діаграми направленості однокільцевої приймально-
передавальної антенної решітки при використанні відомих амплітудних розподілів, що застосовуються для лінійних антен-
них решіток. 

Метод. Для проведення дослідження використано метод фазових мод, при якому довільна функція збудження кільцевої 
антеної решітки представляється у вигляді суми компонент (мод) фазового збудження, а діаграма направленості кільцевої 
антеної решітки являє собою суперпозицію діаграм направленості, що створюються окремими фазовими модами збудження. 
Даний метод дозволяє застосовувати до кільцевих антенних решіток методи, що використовуються для синтезу діаграм 
направленості і зменшення рівня бічних пелюсток лінійних антенних решіток за рахунок використання спеціальної транс-
формаційної матриці. 

Результати. Розроблено імітаційну математична модель дискретної однокільцевої антенної решітки, яка забезпечує мо-
жливість дослідження ефективності використання амплітудних розподілів, відомих для лінійних антенних решіток, для 
зменшення її рівня бічних пелюсток. 

Висновки. Проведені обчислювальні експерименти підтвердили можливість застосування методу фазових мод для фор-
мування діаграми направленості з малим рівнем бічних пелюсток в приймально-передавальних кільцевих антенних решіт-
ках. Показаний варіант практичного застосування амплітудного розподілу Дольфа-Чебишева для формування діаграми на-
правленості кільцевої решітки. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: кільцева антенна решітка, теорія фазового збудження, рівень бічних пелюсток, діаграма направ-
леності Дольфа-Чебишева. 
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ABSTRACT 

Context. A particular advantage of uniform circular arrays is the possibility of scanning the beam within 360° in azimuth without 
distorting the characteristics of the directivity pattern only by changing the amplitude-phase distribution of the current on its ele-
ments. This feature, combined with modern beamforming techniques and digital methods of beamforming opens the prospect of us-
ing circular arrays in surveillance radars for military and civil purposes instead of antenna systems with mechanical rotation. 

Objective. Investigation of the possibility of reducing the sidelobe level of a uniform circular transmit-receive array using known 
amplitude distributions used for linear arrays. 

Methods. For the study, a phase-mode excitation technique is used in which an arbitrary excitation function of a uniform circular 
array is represented as a sum of phase excitation components (modes), and the circular array antenna pattern is a superposition of 
patterns produced by individual phase excitation modes. This technique makes it possible to apply for circular arrays the methods 
used to pattern synthesis and reduce the side lobe level in linear arrays due to the use of a special transformation matrix. 

Results. An imitation mathematical model of a discrete uniform circular array has been developed that provides an opportunity to 
study the efficiency of using amplitude distributions, known for linear arrays, to reduce its side lobe level. 

Conclusions. The computational experiments have confirmed the possibility of using the phase-mode excitation technique for a 
pattern synthesis with low sidelobe level in the uniform circular transmits-receive array. A variant of the practical application of the 
Dolph-Chebyshev amplitude distribution for the synthesis of a circular array pattern is shown. 

KEYWORDS: uniform circular array (UCA), phase mode excitation theory, side lobe level (SLL), Dolph-Chebyshev array pat-
tern. 
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ВЕРИФИКАЦИЯ ПРОТОКОЛОВ ТРЕУГОЛЬНЫХ 
КОММУНИКАЦИОННЫХ РЕШЕТОК БЕСКОНЕЧНЫМИ СЕТЯМИ 

ПЕТРИ 
 
Шмелева Т. Р. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры коммутационных систем Одесской националь-

ной академии связи им. А. С. Попова, Одесса, Украина.  
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Вычислительные и коммуникационные решетки являются мощным средством повышения производи-
тельности и качества обслуживания современных сетей. В двумерных решетках основными формами ячейки являются тре-
угольник, четырехугольник и шестиугольник. Треугольные решетки применяются при решении краевых задач с треуголь-
ными конечными элементами в системах радиовещания и телевидения. Наиболее простые и эффективные способы реализа-
ции решеток могут обладать скрытыми дефектами и уязвимостями с точки зрения безопасного обмена информации. Таким 
образом, верификация решеток является актуальной задачей.  

Цель работы – построение моделей треугольных коммуникационных решеток в форме бесконечных сетей Петри и ис-
следование их свойств для доказательства корректности (верификации) протоколов. 

Методы исследований базируются на основных положениях теории графов, линейной алгебры, теоретических основах 
сетей Петри, математического и имитационного моделирования. 

Результаты. Построено параметрическое описание треугольной коммуникационной решетки на плоскости в прямой и 
двойственной форме. Узел коммутации реализует полнодуплексный режим работы и буферизацию пакетов с ограниченным 
размером внутреннего буфера. Получены аналитические выражения для оценки числа компонентов модели. Решение бес-
конечных системы линейных уравнений в параметрической форме позволило доказать инвариантность модели произволь-
ного размера. Инвариантность является одним из основных свойств модели идеального протокола, определяющих безопас-
ность работы сети. Практическая значимость полученных результатов заключается в построении схем безопасных решеток 
для дальнейшей программной и аппаратной реализации, что официально подтверждено включением моделей треугольных 
решеток в архив моделей сетей Петри Лаборатории Информатики университета Париж 6. 

Выводы. Впервые построена математическая модель треугольных коммуникационных решеток с регулярной структу-
рой произвольного размера в форме бесконечных сетей Петри для верификации протоколов передачи информации в решет-
ках. Применение методики для верификации треугольных коммуникационных структур позволяет выполнить дальнейшее 
развитие теории бесконечных сетей Петри для построения и исследования моделей произвольных решеток с регулярной 
структурой. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: вычислительные решетки, треугольная коммуникационная структура, бесконечная сеть Петри, 
параметрическое представление, линейный инвариант, верификация протоколов. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

i – номер уровня (строки) в треугольной решетке; 
j – номер столбца в i-м уровне треугольной решет-

ки; 
k – размер треугольной решетки; 
Narc – количество дуг в треугольной решетке раз-

мера k; 
Nmax– максимальное количество фишек в любой 

маркировке; 
Np – количество позиций в треугольной решетке 

размера k; 
Nt – количество переходов в треугольной решетке 

размера k; 
pmax – максимальное количество фишек в буфере 

коммутатора; 
jiR , – узел треугольной решетки; 

Sk – общее число ячеек в решетке с уровнями;  
Sk1 – общее число основных ячеек в решетке с   

уровнями; 
Sk2 – общее число дополнительных ячеек в решет-

ке с   уровнями; 
u – номер текущего порта узла; 
v – номер порта назначения для передачи пакетов 

в сети; 

Wi – число ячеек на уровне i; 
Wi1 – число основных ячеек на уровне i; 
Wi2 – число дополнительных ячеек на уровне i. 
 

ВВЕДЕНИЕ  
Конечные сети Петри являются традиционным 

средством верификации телекоммуникационных про-
токолов. Общие вопросы спецификации протоколов 
изучены в [1]; основные методы верификации, осно-
ванные на пространстве состояний и линейных инва-
риантах сети Петри, представлены в [2]. Решетчатые 
структуры, организация которых исследована в [3], 
требуют верификации сети произвольного размера с 
неограниченным числом взаимодействующих узлов. 
Для решения таких задач был предложен формализм 
бесконечных сетей Петри. Параметризация структуры 
решетки и решение бесконечных систем уравнений в 
параметрической форме позволяют находить свойства 
решеток произвольного размера. В работах [5, 7] ис-
следованы свойства прямоугольных решеток на плос-
кости и в многомерных пространствах. Практическое 
использование треугольных решеток в системах связи 
делает актуальной задачу построения и верификации 
моделей треугольных решеток, решению которой по-
священа настоящая работа.   
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Пусть рассматриваются методы верификации те-

лекоммуникационных протоколов бесконечными се-
тями Петри. Модель идеального телекоммуникацион-
ного протокола должна обладать свойствами ограни-
ченности и консервативности, безопасности,  живости 
и стационарной повторяемости.  Исследуем треуголь-
ные коммуникационные решетки произвольного раз-
мера с регулярной структурой. 

Тогда задача доказательства корректности прото-
колов треугольных коммуникационных решеток за-
ключается в нахождения инвариантов позиций и пе-
реходов (для анализа ограниченности и живости соот-
ветственно) моделей треугольных коммуникационных 
решеток, представленных в форме бесконечных сетей 
Петри. Построение моделей базируется на правилах 
композиции треугольной решетки произвольного 
размера. Для расчета инвариантов сети Петри исполь-
зуем прямое и двойственное параметрические пред-
ставления.  

 
2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

Телекоммуникационные системы и сети, общая 
организация которых изучена в [1], занимают ведущее 
место в современном информационном пространстве. 
Надежность, скорость и достоверность передаваемой 
информации обеспечивается сложнейшими аппарат-
ными и программными средствами. Безопасность ис-
пользуемых средств подтверждается специальными 
процедурами проверки корректности телекоммуника-
ционных протоколов [2] и оборудования. Новый этап 
развития телевидения и радиовещания [4], повсемест-
ное использование, внедрение и разработка очеред-
ных поколений мобильной связи [6], вычисления на 
решетках [3] требуют развития методов верификации 
протоколов сложных телекоммуникационных систем 
с неограниченным количеством взаимодействующих 
узлов [5].  

В общем случае коммуникационную сеть можно 
представить в виде решетки [3] с коммутирующим 
(вычислительным) узлом [5, 7]. Вопросы построения и 
верификации моделей протоколов в форме сетей Петри 
[9] исследовано для современных сетевых протоколов 
в [2] и для структур решеток в [7] с различными гра-
ничными условиями [8]. Ранее были изучены четырех-
угольные решетки [7] на плоскости и n-мерном про-
странстве с помощью бесконечных сетей Петри. Для 
построения моделей указанного размера в формате 
моделирующей системы Tina [10] были предложены 
генераторы [11] моделей сетей Петри, используемые 
для проверки параметрических решений. 

В настоящей работе построено прямое и двойст-
венное параметрическое описание модели треуголь-
ной коммуникационной решетки, которое позволяет 
автоматизировать генерацию [12] модели решетки 
произвольного размера и в дальнейшем провести ис-
следование [10, 13] структурных и поведенческих 
свойств [9] модели.  

 

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
Статья развивает новую методологию верифика-

ции протоколов бесконечными сетями Петри, которая 
является решением научной проблемы верификации 
протоколов с неограниченным количеством взаимо-
действующих систем. В статье показано практическое 
применение методологии для верификации треуголь-
ных решеток и указана связь таких структур с дейст-
вующими и перспективными сетевыми решениями. 

Для решения поставленных задач введены правила 
композиции треугольной коммуникационной решетки 
произвольного размера, определены типы узлов и их 
количество на разных уровнях решетки. Построены 
прямое и двойственное параметрические представле-
ния треугольной коммуникационной решетки.  

Рассмотрим композицию треугольной решетки в 
соответствии с рис. 1а; для композиции использованы 
две разновидности устройств, изображенных на 
рис. 1б и 1в, отличающиеся нумерацией портов и гра-
фическим расположением, что в дальнейшем влияет 
лишь на порядок соединения портов. 

Выполним композицию треугольной решетки. За-
нумеруем ячейки (узлы) сверху вниз и слева направо. 
Для композиции решетки необходимо ввести обозна-
чение двух разновидностей ячеек: основной ячейкой 
будем называть начальную ячейку решетки с номером 

1,1R ; дополнительной ячейкой будем называть ее 
нижнего соседа с номером 2,2R .  

Утверждение 1. Число ячеек на уровне i  (1) рав-
няется: 

 
12 −⋅= iWi . (1) 

 
Доказательство. Количество ячеек на первом 

уровне равно единице, 11121 =−⋅=W ; количество 
ячеек на втором уровне равно трем, 31222 =−⋅=W ; 
количество ячеек на третьем уровне равно пяти, 

51323 =−⋅=W . Далее выполним доказательство по 
индукции, предположим, что количество ячеек на i -м 
уровне равно 12 −⋅= iWi . Подсчитаем количество 
ячеек на уровне (i+1). По построению треугольной 
решетки на каждом последующем уровне добавляют-
ся две новые ячейки, 

1)1(221221 −+=+−⋅=+=+ iiWW ii . 
Утверждение 2. Общее число ячеек в решетке с k  

уровнями (2) равняется: 
 

2

11 1
2)12( kkiiWS

k

i

k

i

k

i
ik ∑∑ ∑

== =
=−⋅=−⋅== . 

 
(2) 

 
Доказательство. Количество ячеек в одноуровне-

вой решетке k=1 равно 1=12=k2.  
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Рисунок 1 – Схема композиции треугольной решетки: 

а – композиция решетки; б – основной узел; в – дополнительный узел 

Количество ячеек в двухуровневой решетке k=2 
равно 4=22= k2; количество ячеек в трехуровневой 
решетке k=3 равно 9=32= k2. Далее выполним доказа-
тельство по индукции, предположим, что количество 
ячеек на k-м уровне равно (2).  Подсчитаем количест-
во ячеек на уровне (k+1). На следующем уровне в ре-
шетку добавляется количество ячеек в соответствии с 
(1), тогда 

222
11 )1(121)1(2 +=++=−++=+= ++ kkkkkWSS kkk .  

Утверждение 3. Число основных и дополнитель-
ных ячеек на уровне i (3) равняется: 

 
iWi =1 , 12 −= iWi . (3) 

 
Доказательство. На первом уровне решетки i=1 

число основных ячеек равно iW ==111  и дополни-
тельных 1012 −== iW ; на втором уровне i=2 число 
основных ячеек равно iW == 221  и дополнительных 

1122 −== iW ; количество ячеек на третьем уровне i=3 
равно основных iW == 331  и дополнительных 

1232 −== iW . Далее выполним доказательство по 
индукции, предположим, что количество основных и 
дополнительных ячеек на уровне i  равняется iWi =1 , 

12 −= iWi . Подсчитаем количество ячеек на уровне 
(i+1). По построению треугольной решетки на каждом 
последующем уровне добавляются одна основная и 

одна дополнительная ячейки, тогда 
1111)1( +=+=+ iWW ii , iiWW ii =−+=+=+ 11122)1( . То-

гда общее число основных и дополнительных ячеек 
(4) в решетке с k  уровнями равняется: 

 
( )
2

1)(
1 1

11
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= =
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i
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1)1(
11 1
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=−=−== ∑∑ ∑
== =

kkkiiWS
k

i

k

i

k

i
ik . 

 
 

(4) 

 
Для описания композиции решетки занумеруем 

порты двух указанных типов ячеек: основной и до-
полнительной в соответствии с рис. 1 и [5, 12]. При 
такой нумерации портов в композиции соседних яче-
ек всегда соединяется пара портов с одинаковыми 
номерами. Таким образом, для формального описания 
композиции необходимо указать индексы соседних 
узлов произвольного заданного узла решетки jiR , .  

Если j  нечетное )02mod( ≠j , то это текущий 
узел основного типа, он может иметь соседей справа, 
снизу, слева. Если j  четное )02mod( =j , то текущий 
узел дополнительного типа и может иметь соседей 
справа, слева, сверху. 

Итак, для ячейки jiR , )02mod( ≠j  соседними 

ячейками являются 1, −jiR , 1, +jiR , 1,1 ++ jiR , все до-
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полнительного типа. Для ячейки jiR ,  )02mod( =j  

соседними ячейками являются 1, −jiR , 1, +jiR , 
1,1 −− jiR , все основного типа. Заметим, что в случае 

11<−i , 11<−j , ki >+1 , kj >+1  соответствующие 
соседние ячейки отсутствуют; возможно, лишь при-
соединение терминальных ячеек на границах.  

Заметим, что в треугольной решетке достаточно 
лишь использование имен контактных позиций узлов 
основного типа, поскольку они окружают узлы до-
полнительного типа. Таким образом, мы избегает 
двойной нумерации позиций, которые объединяются 
при образовании решетки. Кроме того, на границах 
решетки находятся только узлы основного типа. Опи-
сание композиции (5) открытой треугольной решетки 
размера k : 
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В представленном описании (5) не используются 

функции, возвращающие значение индекса для сосед-
него устройства или номер соседнего порта, не тре-
буются специальные соглашения по именованию по-
зиций портов в отличии от [5]. 

Построим прямое параметрическое представление 
треугольной решетки. На основании композиции ре-
шетки (5) прямое параметрическое представление от-
крытой треугольной решетки размера   имеет вид (6). 

Для структурного анализа модели решетки в фор-
ме сети Петри и исследования свойств модели иде-
ального телекоммуникационного протокола добавим 
в модель терминальные устройства [8], которые вы-
полняют простейшую обработку сообщений. Прямое 
параметрическое представление закрытой треуголь-
ной решетки размера k состоит из представления (6) к 
которому добавлено параметрическое описание тер-
минальных устройств (7). 
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На рис. 2 представлены модели узлов треугольной 
решетки в форме сети Петри. Графические изображе-
ния модели основного узла с терминальными перехо-
дами показано на рис. 2а; модели дополнительного 
узла на рис. 2б. 
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Прямое параметрическое представление использу-
ется для расчета инвариантов переходов (p-
инвариантов) сети Петри и нахождения свойств огра-
ниченности и консервативности. 

Построим двойственное параметрическое пред-
ставление [5, 7] треугольной решетки в форме беско-
нечных сетей Петри с регулярной структурой, по мо-
дели узла и правилам композиции решетки. Двойст-
венное параметрическое представление используется 
для расчета t-инвариантов (или инвариантов перехо-
дов) сети Петри и нахождения свойства стационарной 
повторяемости.  Описание состоит из строк следую-
щего вида: 

rangeindicesatouttoutatintinp
llkk iiiij _,...;*,...*: → , 
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а б 
 

Рисунок 2 – Модели узлов треугольной решетки: 
а – основной узел с терминальными переходами; б – дополнительный  

где jp  – описываемая позиция; 
ki

tin – ее входные пе-

реходы; 
li

tout – ее выходные переходы; величины 

lk ii atoutatin ,  определяют кратность соответствующих 
дуг; indices_range – диапазон изменения индексов; если 
вес дуги равен единице, то величины не указываются и 
такая сеть называется ординарной сетью Петри.   

Двойственное параметрическое описание замкну-
того узла основного типа, представленного на рис. 2а,  
треугольной решетки имеет форму (8): 
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 (8) 

 

 
Представление (8) является также спецификацией 

решетки при k=1, где tu граничные переходы, индекс u 
это номер текущего порта узла, индекс v – номер пор-
та назначения для передачи пакетов в сети. Опишем 
двойственное параметрическое представление замк-
нутой треугольной решетки, показанной на рис. 1а, 
используя последовательность выражений (9)–(13). 
В (9) показано представление всех внутренних допол-
нительных и основных узлов решетки:  
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(9) 

 
Левые основные граничные узлы (10) без узлов 

первого и последнего уровня: 
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(10) 

 
Правые основного типа граничные узлы (11) без 

узлов первого и последнего уровня: 
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Основные узлы решетки k-го уровня (12) без пер-
вого и последнего элементов: 

 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )

( )( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=≠=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

=≠=

→=

=→≠=

→=

=→

→

→

→≠=

≠=→

→≠=

≠=→

→=

=→

→=

=→

+

+

+

+

+

+

+

+

−

−

−

−

2,3,02mod,

,

3,1,,3,1,

3,1,:

,3,1,,3,1,:

,2,1,:

,2,1,:

,:

,:

,2,3,1,:

,2,3,1,:

,2,3,1,:

,2,3,1,:

,3,2,:

,3,2,:

,3,2,:

,3,2,:

,
,

,,

,,
,

,

,1,
,3

,
3

,
,3

,1,
3

,
3

,1,
3

,1,
3

,
3

1,
2

,
,2

,
2

,
,2

1,
2

,
2

,
2

1,
,2

,
2

1,
,2

,
2

,
2

1,
1

,
,1

,
1

,
,1

1,
1

,
1

,
1

1,
,1

,
1

1,
,1

,
1

,
1

i

ji
uv

ji
u

ji

ji
u

ji
uv

ji
u

jiji
v

ji

ji
v

jiji

jijiji

jijiji

jiji
v

ji

ji
v

jiji

jiji
v

ji

ji
v

jiji

jiji
v

ji

ji
v

jiji

jiji
v

ji

ji
v

jiji

Wjjki

uuvvti

utopbl

utouvvtipb

tvtipil

vtitpi

totpol

ttopo

tovvtipil

vvtitopi

tovvtipol

vvtitopo

tovtipil

vtitopi

tovtipol

vtitopo

 

(12) 

 
Три вершины треугольной решетки (13), которым 

соответствуют узлы с индексами (1,1) – описание 
(13.1), (k,1) – описание (13.2), (k,Wk) – описание (13.3): 
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Узел с индексами (k,Wk) – (13.3): 
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Параметрические описания (9)-(13) могут быть аг-
регированы в одно общее описание, с введением и 
использованием дополнительных внутренних пара-
метров, но такое усложненное описание лишает есте-
ственности форму представления. 

Для вычисления инвариантов позиций или p-
инвариантов используется прямое параметрическое 
представление решетки и правило [9] по которому 
каждому уравнению соответствует переход из пара-
метрического представления, уравнение содержит 
равные суммы для его входящих и исходящих дуг. 
Общее представление уравнения имеет следующий 
вид: 

... ... 0;

_ ,
k k l lj j j japin xpin apout xpout

indices range

− ⋅ − + ⋅ + =
 

где 
lk jj xpoutxpin ,  – неизвестные величины, соответст-

вующие позициям сети Петри; величины 
lk jj apoutapin ,  определяют кратность соответствую-

щих дуг, если кратность дуги равна единице, то вели-
чины не указываются; indices_range – диапазон изме-
нения индексов. Система (14) для вычисления p-
инвариантов для (6) показана в параметрическом виде:    
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(14) 

 
Для открытой треугольной решетки размера k ре-

шение (15) системы (14) получено в параметрической 
форме. 

Каждая строка (15) является решением системы 
(14), доказательство этого утверждения аналогично 
приведенному в [4, 6] для прямоугольной решетки 
произвольного размера. Тогда сеть Петри является p-
инвариантной и, следовательно, обладает свойствами 
консервативности и ограниченности для произволь-
ного натурального числа k. 
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Лемма 1: в любой маркировке µ сети Петри мак-
симальное количество фишек pmax в одной позиции 
pbu, описывающей буфер коммутатора, и в ограничи-
теле буфера коммутатора позиции pbl равно: 

 

pmax = b0 + p10 + p20 + p30, 
 

где p10, p20, p30 – количество фишек в позициях pbu 
( 3,1=u ) одного узла при начальной маркировке µ0, 
b0 – количество фишек в позиции pbl этого же узла 
при начальной маркировке. 

Доказательство. Позиции pbu и pbl одного узла яв-
ляются комплементарными. Тогда максимальное ко-
личество фишек в позиции pbl равно b0 + p10, и pb1=0; 
максимальное количество фишек в позиции pbl равно 
(b0 + p10) + p20, и pb2=0, при pb1=0; максимальное ко-
личество фишек в позиции pbl равно ((b0 + p10) + p20) 
+ p30, и pb3=0, при pb1=0, pb2=0. 

Лемма 2: максимальное количество фишек в лю-
бой маркировке равно: 

Nmax = 6·Sk1 + pmax·Sk. 
Доказательство. Так как сеть строго консерватив-

на, то количество фишек в любой маркировке µ равно 
количеству фишек в начальной маркировке µ0. Коли-
чество фишек в начальной маркировке µ0 равно сум-
ме: количества фишек в ограничителях портов, умно-
женных на количество основных узлов, и количества 
всех узлов решетки умноженных, на максимальный 
размер ограничителя буфера коммутатора.  

Лемма 3: количество позиций в бесконечной тре-
угольной решетке размера k равно:   

 

Np = 10k2 + 6k. 
 

Доказательство. По построению треугольной ре-
шетки количество позиций в узле основного типа 16 
(три порта по четыре позиции и четыре позиции, опи-
сывающие буфер), в узле дополнительного типа 4 
позиции. Количество ячеек основного типа Sk1, до-
полнительного Sk2, тогда количество позиций равно: 

( ) ( )
=−⋅++⋅=

−⋅
⋅+

+⋅
⋅= )1(2)1(8

2
14

2
116 kkkkkkkkN p

=10k2 + 6k. 

Лемма 4: количество переходов в бесконечной 
треугольной решетке размера k равно:   

Nt = 9k2 + 3k. 
Доказательство. По построению треугольной ре-

шетки количество переходов в узле любого типа рав-
но 9, всего количество узлов Sk. Количество ячеек 
основного типа, к которым присоединяют терминаль-
ные переходы, на k-м уровне равно Wk1, всего сторон 
три, тогда количество переходов равно: 

Nt = 9Sk + 3Wk1 = 9k2 + 3k. 
Лемма 5: количество дуг в бесконечной треуголь-

ной решетке размера k равно:   
Narc = 36k2 + 12k. 

Доказательство. По построению треугольной ре-
шетки количество дуг в узле любого типа 36 (три пор-
та в каждом 12 дуг), всего количество узлов Sk. Коли-
чество дуг для присоединения терминального перехо-
да четыре, ячеек основного типа, к которым присое-
диняют терминальные переходы, на k-м уровне равно 
Wk1, всего сторон три, тогда количество дуг равно: 

Narc = 3·12Sk + 3·4Wk1 = 36Sk + 12Wk1 = 36k2 + 12k. 
Подсчитанные характеристики размера модели 

(количество узлов, позиций, переходов и дуг) являют-
ся вспомогательными и используются в дальнейших 
доказательствах вычислительной сложности методов. 
Также, полученные результаты учитывались в ходе 
тестирования моделей, методически дополнившего 
теоретические исследования.  

 

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
Для построения модели треугольной коммуника-

ционной решетки произвольного размера предложено 
использовать программный генератор решеток [11, 
12]. При генерации моделей решеток используется 
прямое параметрическое описание сети Петри, учи-
тываются характеристики модели: размер решетки, 
емкость буфера коммутатора и количество сообщений 
в каждом буфере коммутатора. Программный генера-
тор моделей Петри [12] написан на алгоритмическом 
языке Си, тип выходного формата формируемого 
файла представлен в графическом формате модели-
рующей системы Tina [10]. С помощью моделирую-
щей системы Tina выполняется верификация прото-
колов треугольных коммуникационных решеток, 
представленных в форме сетей Петри, вычисляется 
статистическая информация (количество позиций, 
переходов, дуг в решетке размера k). 

 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Результаты проведенных экспериментов представ-

лены в табл. 1, изучены и проверены в [13] для разных 
значений параметров решетки: k – размер решетки, 
b – емкость буфера коммутатора, p – количество со-
общений в каждом буфере коммутатора. 

Полученные значения статистических характери-
стик моделей треугольной коммуникационной решет-
ки совпали со значениями, полученными при иссле-
довании свойств моделей с помощью моделирующей 
системы Tina [10].  
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Таблица 1 – Характеристики моделей треугольной коммуникационной решетки 

Параметры решетки Количество по-
зиций 

Количество пе-
реходов Количество дуг Max  кол-во  

фишек в позиции 
Max  кол-во фишек 

в маркировке 
k = 1, p = 20, b = 0  16 12 48 60 66 
k = 1, p = 50, b = 0  16 12 48 150 156 
k = 3, p = 1, b = 1  108 90 360 4 72 
k = 3, p = 2, b = 6  108 90 360 12 144 
k = 5, p = 2, b = 0  280 240 960 6 240 
k = 5, p = 4, b = 6  280 240 960 18 540 

 
6 ОБСУЖДЕНИЕ 

Предложенные правила композиции треугольной 
решетки позволили построить прямое и двойственное 
параметрические представления треугольной комму-
никационной решетки произвольного размера, оце-
нить статистические характеристики моделей. 

Как видно из табл. 1, количество позиций, перехо-
дов и дуг для решеток одного размера одинаково. 
Максимальное количество фишек в позиции и в мар-
кировке разное, в зависимости от значений емкости 
буфера коммутатора и количества сообщений в каж-
дом буфере. 

Прямое параметрическое представление примене-
но для вычисления инвариантов позиций и анализа 
свойств моделей треугольных коммутационных реше-
ток в форме бесконечных сетей Петри с регулярной 
структурой. Показано, что построенная модель в 
форме сети Петри консервативна и ограничена. Как 
подтверждение достоверности полученных результа-
тов рассматривается следующий факт: при подста-
новке конкретных размеров сетей в параметрическое 
решение (15), базисы совпадают с результатами вы-
числений системы Tina.  

Двойственное параметрическое представление ис-
пользуется для нахождения свойства стационарной 
повторяемости, что является направлением дальней-
ших исследований.  

 
ВЫВОДЫ 

В работе рассмотрена актуальная задача верифи-
кации протоколов треугольных коммуникационных 
решеток бесконечными сетями Петри. Модель иде-
ального телекоммуникационного протокола должна 
быть p- и  t-инвариантной, и, следовательно, обладать 
свойствами консервативности и стационарной повто-
ряемости.  

Научная новизна полученных результатов заклю-
чается в том, что впервые предложены двойственное 
и прямое параметрические представления моделей 
треугольных коммуникационных решеток. На основе 
прямого параметрического представления проведен 
расчет и анализ инвариантов позиций, сделан вывод о 
корректности протоколов коммуникационной решет-
ки произвольного размера. Предложены правила ком-
позиции треугольных решеток, на основании которых 
получены формулы для оценки статистических харак-
теристик моделей треугольной коммуникационной 
решетки.  

Практическая значимость полученных результатов 
заключается в том, что разработанное программное 
обеспечение генерирует модель треугольной решетки 
произвольного размера для дальнейшей верификации 
с помощью известных моделирующих систем и про-
граммно-аппаратной реализации. Модели протести-
рованы, апробированы и приняты в архив моделей 
сетей Петри.   

Перспектива дальнейших исследований состоит в 
применении двойственного параметрического описа-
ния бесконечных сетей Петри с регулярной структу-
рой для композиции бесконечных систем и вычисле-
ния t-инвариантов на примере модели замкнутой тре-
угольной решетки.  
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ВЕРИФІКАЦІЯ ПРОТОКОЛІВ ТРИКУТНИХ КОМУНІКАЦІЙНИХ ҐРАТОК  
НЕСКІНЧЕННИМИ СІТКАМИ ПЕТРІ 

 
Шмельова Т. Р. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедри комутаційних систем Одеської національної академії 

зв’язку ім. О.С. Попова, Одеса, Україна.  
AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Обчислювальні та комунікаційні ґратки є потужним засобом підвищення продуктивності і якості обслу-
говування сучасних мереж. У двовимірних ґратках основними формами осередку є трикутник, чотирикутник і шестикутник. 
Трикутні гратки застосовуються при вирішенні крайових задач з трикутними кінцевими елементами, в системах радіомов-
лення і телебачення. Найбільш прості та ефективні способи реалізації ґраток можуть володіти схованими дефектами і ураз-
ливостями з точки зору безпечного обміну інформацією. Таким чином, верифікація ґраток є актуальним завданням. Мета 
роботи – побудова моделей трикутних комунікаційних ґраток в формі нескінченних сітей Петрі та дослідження їх властиво-
стей, для доказу коректності (верифікації) протоколів. 

Метод. Методи досліджень базуються на основних положеннях теорії графів, лінійної алгебри, теоретичних основах сі-
тей Петрі, математичного та імітаційного моделювання.   

Результати. Побудовано параметричний опис трикутної комунікаційної ґратки на площині в прямій і двоїстої формі. 
Вузол комутації реалізує повнодуплексний режим роботи та буферизацію пакетів з обмеженим розміром внутрішнього бу-
фера. Отримано аналітичні вирази для оцінки числа компонентів моделі. Рішення нескінченних системи лінійних рівнянь в 
параметричної формі дозволило довести інваріантність моделі довільного розміру. Інваріантність є одною з основних влас-
тивостей моделі ідеального протоколу, що визначає безпеку роботи мережі. Практична значимість отриманих результатів 
полягає в побудові схем безпечних ґраток для подальшої програмної і апаратної реалізації, що офіційно підтверджено вклю-
ченням моделей трикутних ґраток в архів моделей сітей Петрі Лабораторії Інформатики університету Париж 6.  

Висновки. Вперше побудована математична модель трикутних комунікаційних ґраток з регулярною структурою дові-
льного розміру в формі нескінченних сітей Петрі для верифікації протоколів передачі інформації в ґратках. Застосування 
методики для верифікації трикутних комунікаційних структур дозволяє виконати подальший розвиток теорії нескінченних 
сітей Петрі для побудови та дослідження моделей довільних ґраток з регулярною структурою.   

КЛЮЧОВІ СЛОВА: обчислювальні ґратки, трикутна комунікаційна структура, нескінченна сіть Петрі, параметричне 
представлення, лінійний інваріант, верифікація протоколів.  
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VERIFICATION OF THE TRIANGULAR COMMUNICATION GRIDS PROTOCOLS BY INFINITE PETRI NETS 
 

Shmeleva T. R. – PhD, Associate Professor, Associate Professor of Switched System department, A. S. Popov National Acad-
emy of Telecommunications, Odessa, Ukraine.  

ABSTRACT 
Context. Computing and communication grids are a powerful means of increasing the performance and quality of service of 

modern networks. In two-dimensional grids the basic cell forms are a triangle, a square, and a hexagon. Triangular grids are used in 
solving boundary value problems with triangular finite elements, in broadcasting systems and in television. The simplest and most 
efficient implementations of grids can possess hidden defects and vulnerabilities in terms of secure information exchange. Thus, the 
verification of grids is an urgent task.  

Objective. The goal of the paper is to construct the models of triangular communication grids in the form of infinite Petri nets 
and to investigate their properties for proving the protocols (verification) correctness.  

Method. Research methods are based on the basics of graph theory, linear algebra, the theoretical foundations of Petri nets, 
mathematical modeling and simulation.   

40



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Шмелева Т. Р., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-3 

Results. A parametric description of the triangular communication grid on the plane, in a direct and a dual form, is constructed. 
The switching node implements full-duplex transmission and buffering of packets with a limited capacity of the internal buffer. Ana-
lytic expressions are obtained for estimating the number of model components. Solving infinite systems of linear equations in para-
metric form allowed us to prove the invariance of a model of arbitrary size. Invariance is one of the basic properties of the ideal pro-
tocol model which determines the safety of the network. The practical significance of the results obtained lies in the construction of 
safe grid schemes for further software and hardware implementation, which is officially confirmed by the inclusion of triangular grid 
models in the archive of Petri net models of the University Paris 6 Informatics Laboratory.  

Conclusions. For the first time, a mathematical model of triangular communication grids with a regular structure and an arbitrary 
size in the form of infinite Petri nets was constructed for verification of information transmit protocols in grids. The application of the 
technique for verification of triangular communication structures allows the further development of the infinite Petri nets theory for 
constructing and investigating models of arbitrary grids with a regular structure.   

KEYWORDS: computing grids, triangular communication structure, infinite Petri net, parametric specification, linear invariant, 
verification of protocols.  
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ABSTRACT 

Context. We consider a Volterra integral equation of the first kind which may be applied to the data filtration and forecast of 
fractal random processes, for example, in information-telecommunication systems and in control of complex technological processes.   

Objective. The aim of the work is to obtain an exact analytical solution to a Volterra integral equation of the first kind. The 
kernel of the corresponding integral equation is the correlation function of a fractal random process with a power-law structure 
function. 

Method. The Volterra integral equation of the first kind is solved with the help of the standard Laplace transform method. The 
inverse Laplace transform leads to the calculation of the line integral of the function of complex variable. This integral is calculated 
as a sum of a residue part and integrals over the banks of cut. The corresponding integrals are obtained on the basis of the known 
expansions of special functions. 

Results. We obtained an exact analytical solution of the Volterra integral equation the kernel of which is the correlation function 
of a fractal random process. The paper is based on a model where the structure function of the corresponding process is a power-law 
function. It is shown that the part of the solution that does not contain delta-function is convergent at any point if the Hurst exponent 
is larger than 0.5, i.e. if the process has fractal properties. It is shown that the obtained solution is a real-valued function. The 
obtained solution is verified numerically; it is also shown that our solution gives the correct asymptotic behavior. Although the 
solution contains an exponentially growing function of time, at large times the integral of the obtained solution asymptotically 
behaves as a power-law function.  

Conclusions. It is important to stress that we obtained an exact solution of the Volterra integral equation under consideration 
rather than an approximate one. The obtained solution may be applied to the data filtration and forecast of fractal random processes. 
As is known, fractal processes take place in a huge variety of different systems, so the results of this paper may have a wide field of 
application. 

KEYWORDS: Volterra equation of the first kind, Hurst exponent, Laplace transform, fractal process, exact analytical solution. 
 

NOMENCLATURE 
( )c t  is a structure function of the fractal random 

process; 
( , )h t k  is a unknown function for which the solution 

of the integral equation is obtained, 0t ≥ ; 
H  is a Hurst exponent; 
i  is a complex unity; 

( )R t  is a correlation function of the fractal random 
process; 

( )x t  is а fractal random process under consideration; 
( , )zΓ α  is а incomplete Gamma function; 
( )zΓ  is а Gamma function; 
2σ  is а process variance; 
( )

t
a t  is а time average of a random process ( )a t ; 

( , )H p k  is а Laplace transform of the function 
( , )h t k ; 

42



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Gorev V. N., Gusev A. Yu., Korniienko V. I., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-4 

( , )r p k  is a Laplace transform of the function 
( )R t k+ ; 

( )r p  is a Laplace transform of the function ( )R t ; 

1 1 ( , , )F zα β  is a confluent hypergeometric function; 
( , )B μ ν  is a Beta-function. 

 
INTRODUCTION 

This paper is devoted to the obtaining of an analytical 
solution to a Volterra equation of the first kind which may 
be applied to the data filtration and forecast of fractal 
random processes. The kernel of the corresponding 
integral equation is the correlation function of a fractal 
random process with a power-law structure function. 

The model of the power-law structure function is a 
very popular model for the description of fractal 
processes. For example, it is used in the description of 
plasma fluctuations [1], in the description of the financial 
market data on the basis of the statistical physics methods 
[2–4], etc. 

Self-similar processes take place in a huge variety of 
different systems: industry applications, control systems 
(see, for example, [5, 6]), information-telecommunication 
systems, financial markets, physical systems (Brownian 
motion, non-equilibrium fluctuations, etc.), geophysical 
time series, etc., see [7] and references therein.   

In this paper we consider only continuous random 
processes. The problem of the solution of the Volterra 
integral equation under consideration was discussed in [8] 
where this problem was investigated in the framework of 
the Kolmogorov-Wiener filter. We should stress that,  to 
obtain the weight function and the output of the 
Kolmogorov-Wiener filter, a Fredholm integral equation 
of the first kind should be solved rather than the Voterra 
one (see, for example, [9]). But the Volterra integral 
equation is of mathematical interest by itself. As is also 
known, the Volterra integral equation is a special case of 
the Fredholm integral equation, so it may be applied to 
practical investigations of fractal processes. 

In this paper the idea of the solution of the Volterra 
integral equation is similar to that of [8], but the results of 
paper [8] should be refined in some places, see the 
corresponding discussion in Sec. 2. 

The object of study is the Volterra integral equation 
of the first kind, the kernel of which is the correlation 
function of a fractal random process with a power-law 
structure function. 

The subject of study is the analytic solution of the 
system under consideration. 

The aim of the work is to obtain an exact analytical 
solution to the integral equation under consideration and 
to investigate its asymptotic behavior. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

We consider the following Volterra integral equation 
of the first kind   

 

( ) ( ) ( )
0

,
T

R T k d h k R T+ = τ τ − τ∫ , (1)

 

where k T<  is a finite positive constant,    
 

( ) 2 2

2
HR t tα

= σ − , (2)
 

and ( , )h kτ  is the unknown function. The problem is to 
obtain an analytical solution to  eq. (1) . 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The models with a power-law structure function are 
widely used to describe fractal processes (see, for 
example, [1–4]).  Fractal processes are widely used in 
investigations of different systems (see [5–7] and 
references therein). 

In paper [8] a continuous random process ( )x t  is 
given for [0, ]t T∈ . The process is assumed to be a 
stationary and ergodic one. The structure function ( )c t is 
assumed to be a power-law function: 

 

( )2 2( ) ( ) ( ) H

t
c x t x tτ ≡ − − τ = α ⋅ τ . (3)

 

where α  is a positive constant, and H  is the Hurst 
exponent. 

In the model (3) the corresponding correlation 
function is 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

R x t x t x t x tτ ≡ + τ − − =  

2 2

2
Hα

= σ − τ . 
(4)

 

 
The Voterra integral equation of the first kind (1) is 

considered in [8] in the framework of the Kolmogorov–
Wiener filter. Of course, it should be stressed that, in 
order to obtain the Kolmogorov–Wiener filter output, the 
Fredholm integral equation should be solved rather than 
the Volterra one. Nevertheless, the Volterra integral 
equation discussed in [8] is of mathematical interest by 
itself. The Volterra integral equation is also a special case 
of the Fredholm integral equation, so it may be applied to 
data filtration and forecast in some cases (maybe even not 
necessarily in the framework of the Kolmogorov-Wiener 
problem).  

The problem of the solution of the integral equation 
under consideration is investigated in [8] with the help of 
the standard Laplace transform method [10]. The authors 
of [8] carefully divided the solution into two parts, one of 
which contains the Dirac delta-function. However, the 
results of paper [8] should be significantly refined. First 
of all, eq. (19) in [8] contains a complex function as a 
result because the incomplete Gamma-function 

(2 1, )H xΓ + −λ  is complex-valued (see eq. (19) in [8]). 
Besides, a pole residue is not taken into account in [8] 
either. 
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In this paper the integral equation (1) is analytically 
solved and the results of paper [8] are refined.    

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Let us introduce the following Laplace transforms: 
 

( ) ( ) ( )

0

, p T kr p k dTR T k e
∞

− += +∫ , 

( ) ( )
0

pTr p dTR T e
∞

−= ∫ , 

( ) ( )
0

, , pTH p k dTh T k e
∞

−= ∫ . 

(5) 

 
Substituting Tξ = − τ  into the right-hand side of (1), 

multiplying the both sides of (1) by exp( ( ))p t k− +  and 
taking the integral over T , with account for (5) we obtain 

 

( ) ( ) ( )( )

0 0

, ,
T

p T kdT d e h T k R r p k
∞

− +ξ − ξ ξ =∫ ∫ . (6) 

 
Multiplying the integrand on the left-hand side of (6) 

by exp( ) exp( )p p− ξ ξ  and substituting x T= − ξ , y = ξ  
into (6), with account for (5) we obtain 

 
( ) ( ) ( ), ,pke H p k r p r p k− = , (7) 

 
which with account for (5) leads to 

 

( )
( )

( )

0

0

,

pT

pT

dTR T k e
H p k

dTR T e

∞
−

∞
−

+
=
∫

∫
. (8) 

 
The standard definitions and tabulated integrals for  

The Gamma and incomplete Gamma functions are [11]: 
 

( ) 1, t

x

x dte t
∞

− α−Γ α = ∫ ,  ( ) 1

0

tdte t
∞

− α−Γ α = ∫ , 

( )1 ,x

u

dxx e u
∞

ν− −μ −ν= μ Γ ν μ∫ , 

( )1

0

xdxx e
∞

ν− −μ −ν= μ Γ ν∫ . 

(9) 

 
On the basis of (9) and (2) the integrals in the 

numerator and the denominator of (8) are calculated: 
   

( ) ( )2

2 1
0

2 1
2

pT
H

H
dTR T e

p p

∞
−

+

αΓ +σ
= −∫ , (10) 

( ) ( )2

2 1
0

2 1,
2

pk
pT

H

e H pk
dTR T k e

p p

∞
−

+

α Γ +σ
+ = −∫ .  

 
With account for (10) and (8) the following expression 

for  ( , )H p k  can be obtained: 
 

( ) ( )
( )

2 2

2 2

2 2 1,
,

2 2 1

H pk

H

p e H pk
H p k

p H
σ −α Γ +

=
σ −αΓ +

.  (11) 

 
Let us investigate the behavior of ( , )H p k  when 

p →∞ . As is known [11], if x →∞ , then ( , )xΓ α  can 
be represented as a series: 
  

( ) ( ) ( )
( )

1

0

1 1
,

1

m
x

mx
m

m
x x e

x

∞
α− −

→∞
=

− Γ −α +
Γ α =

Γ −α∑ .  (12) 

 
On the basis of (12) and (11) we obtain 

 

( ) ( )
2

1
2, 1

2

H

p

kH p k O p−

→∞

α
= − +

σ
.  (13) 

 
According to (13), let us split (11) into two parts: 

 

 ( ) ( )
2

2, 1 ,
2

HkH p k H p kα ′= − +
σ

, 

( , ) 0
p

H p k
→∞

′ = . 
(14) 

 
As is known [10], the inverse Laplace transform can 

be calculated as 
 

( ) ( )1, ,
2

c i
pt

c i

h t k dpH p k e
i

+ ∞

− ∞

= =
π ∫  

( ) ( )
2

21 ,
2

Hk t h t k
⎛ ⎞α ′= − δ +⎜ ⎟σ⎝ ⎠

  
(15) 

 
(here we use the fact that the inverse Laplace transform of 
a constant is the delta-function). 

The function ( ),h t k′  in (15) is the inverse Laplace 

transform of the function ( ),H p k′ : 
 

( ) ( )1, ,
2

c i
pt

c i

h t k dpH p k e
i

+ ∞

− ∞

′ ′=
π ∫  (16) 

 
and in what follows we calculate it. It should be stressed that 
up to this point all the results coincide with [8], but the 
following result for ( , )h t k′  significantly differs from [8]. 

The singular points of the function ( , )H p k′ are the 
branch point 0p =  and the poles. The function ( , )H p k′  
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satisfies the conditions of the Jordan lemma (see (13)),  so 
the integral (16) is 

 
( ) ( ) ( ), , ,h t k I t k J t k′ = + , (17) 

 
where ( , )I t k  is the sum of the integrals over the banks of 
cut and ( , )J t k is the pole residue part (see, for example, 
[12]).  

The following banks of cut should be chosen: 
ip xe π= and ip xe− π= , so 
 

( ) ( ) ( )1 2, , ,I t k I t k I t k= + , 

( ) ( ) ( )1
0

, , exp
2

i
i ieI t k dxH xe k xe t

i

∞π
π π′=

π ∫ , 

( ) ( ) ( )
0

2 , , exp
2

i
i ieI t k dxH xe k xe t

i

− π
− π − π

∞

′=
π ∫ . 

(18) 

 
As can be seen from (14) and (11), the function 
( , )H p k′  contains the functions 2Hp , exp( )pk  and 

(2 1, )H pkΓ + . Obviously, 
 

1ie± π = − , ( ) ( )exp expixe t xt± π = − , 

( ) ( ) ( )( )2 2 cos 2 sin 2
Hi Hxe x H i H± π = π ± π . 

(19) 

 
As is known [11], the function (2 1, )H pkΓ +  can be 

expanded into a series: 
 

( ) ( ) ( )
( )0

1
,

!

n n

n

x
x

n n

α+∞

=

−
Γ α = Γ α −

α +∑ . (20) 

 
With account for (20) and (19) one can obtain 

 

( )( ) ( )Re 2 1, 2 1iH kxe HπΓ + = Γ + +  

( ) ( ) ( )
( )

1
2

0

cos 2
! 2 1

n
H

n

kx
kx H

n H n

+
∞

=

+ π
+ +∑ ; 

( )( )Im 2 1, iH kxe πΓ + =  

( ) ( ) ( )
( )

1
2

0

sin 2
! 2 1

n
H

n

kx
kx H

n H n

+
∞

=

= π
+ +∑ , 

( )( ) ( )( )Re 2 1, Re 2 1,i iH kxe H kxe− π πΓ + = Γ + , 

( )( ) ( )( )Im 2 1, Im 2 1,i iH kxe H kxe− π πΓ + = − Γ + . 

(21) 

  
It should be noticed that we consider processes with 

fractal properties, i.e. we consider cases where 
(0.5;1)H ∈ . In this range of parameters we have 

sin(2 ) 0Hπ < , Im( (2 1, )) 0iH kxe− πΓ + > . On the basis of 
(18)–(21) the following result for ( , )I t k  is obtained: 
 

( ) ( )
0

1, ,txI t k dxe f x k
∞

−=
π ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

, ,
,

x x k x x k
f x k

x x
Ψ Θ −Λ Ω

=
Λ +Ψ

, 

( ) ( ) ( )2 2, 2 cos 2 ,H kxx k x H e A x k−Θ = σ π −α , 

( ) ( ) ( )2 2, 2 sin 2 ,H kxx k x H e B x k−Ω = σ π + α , 

( ) ( ) ( )2 22 cos 2 2 1Hx x H HΛ = σ π −αΓ + , 

( ) ( )2 22 sin 2Hx x HΨ = σ π , 

( ) ( )( ), Re 2 1, iA x k H xke− π= Γ + , 

( ) ( )( ), Im 2 1, 0iB x k H xke− π= Γ + > . 

(22) 

 
We should stress that in contrast to [8] our result (22) 

is a real-valued function. Let us investigate the 
convergence of the integral in (22). On the basis of (22), 
(20) and the property ( 1) ( )Γ α + = αΓ α  one can obtain  
 

( ) ( ) ( )
4

2 1 sin 2
,

4x

H H
f x k

→∞

αΓ + π
= ×

σ
 

( ) ( )2 2 2 2 12 H H Hk x O x− − −× σ −α ⋅ +  
(23) 

 
so 2( , ) H

x
f x k x−

→∞
∼  from which it follows that (0, )I k  

is convergent if  (0.5;1)H ∈ . Obviously, ( , )I t k  is 
convergent for 0t > . So ( , )I t k  is convergent for any 

0t ≥  if the process has fractal properties. 
Let us calculate the poles of the function ( , ) ptH p k e′ . 

Obviously, to calculate the poles, we should equate the 
denominator of (11) to zero because of (14). The solutions 
of the corresponding equations are 

  

( )
1

2

2
2 1

2

niH
Hz H e
πα⎛ ⎞= Γ +⎜ ⎟σ⎝ ⎠

, n∈] . (24) 

 
According to [12], only the poles with 

arg( ) [ , ]z ∈ −π π  contribute to ( , )J t k  in (17). We 
consider the case where (0.5;1)H ∈ , so from (24) we can 
see that the only pole that contributes to ( , )J t k  is  

 

( )
1

2

0 2 2 1
2

H
p Hα⎛ ⎞= Γ +⎜ ⎟σ⎝ ⎠

. (25) 

 
Let us investigate the function ( , ) ptH p k e′  in the 

vicinity of the point 0p p= . Let us introduce the 
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parameter 0p pξ = − . As is known [11], if | | | |y x< , then 
the following expansion is true:  

 
( ) ( ), ,x y xΓ α + = Γ α −  

( )
( )

1

0 0

( 1) 1
1

!1

m lm
x y

m
m l

m y
e x e

lx

∞
− α− −

= =

⎡ ⎤− Γ −α + ⎛ ⎞
− −⎢ ⎥⎜ ⎟

Γ −α⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ . 

(26) 

 
On the basis of (11), (14), (25) and (26) one can 

obtain that in the vicinity of the point 0p p=  (i.e. in the 
vicinity of the point 0ξ = ) 
 

( ) ( ) ( )0
0' , ' , p tptH p k e H p k e +ξ= + ξ =  

( ) ( )
( )
0

0 0 1
0

2 1 2 1,
2 2 1

p k
p t H e H p k

p e
H H

−Γ + − Γ +
= ξ +

Γ +
 

( ) ( ) ( )
( )
0

00 2 1 2 1,
2 2 1

p kH e H p k
O

H H
Γ + − Γ +

+ ξ = ×
Γ +

 

( ) ( )( )0
1 0

0 0 0
p tp e p p O p p−× − + − . 

(27) 

 
As can be seen from (27), the expansion of 
( , ) ptH p k e′  into a Laurent series of 0p p−  begins with 

the minus first term, so 0p  is a simple pole and  
 

( ) ( ) 0

0
0, Res ' , p tpt

p p
J t k H p k e e p

=
= = ×  

( ) ( )
( )
0

02 1 2 1,
2 2 1

p kH e H p k
H H

Γ + − Γ +
×

Γ +
, 

 

(28) 

it should be noticed that ( , )J t k  is not taken into account 
in [8].  

So, the following solution is obtained: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2, 1 , ,
2

Hkh t k t I t k J t k
⎛ ⎞α

= − δ + +⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

, (29) 

 
where the explicit expressions for ( , )I t k and ( , )J t k  are 
given in (22) and (28); the expression for 0p  from (28) is 
given in (25).  
  

4 EXPERIMENTS 
Numerical calculations for some parameters are made 

in order to verify the solution (29). The  integral  
 

( ) ( ) ( )
2

2
0

, 1
2

T Hkd h k R T R T
⎛ ⎞α

τ τ − τ = − +⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
T T

d I k R T d J k R T+ τ τ − τ + τ τ − τ∫ ∫  
(30) 

 

is compared to ( )R t k+ , i.e. the right-hand side of (1) is 
compared to the left-hand side of (1). The calculations are 
made on the basis of Mathcad 14 package. 

The incomplete Gamma function, which is a built-in 
Mathcad function, is not defined for a negative second 
argument. So the functions ( , )A x k  and ( , )B x k  in (22) 
are introduced as 

 

( )
0

2 2

0

2 1, x H x H

z

H z dxe x dxe x
∞

− −Γ + = +∫ ∫ , 

( ) ( )( ), Re 2 1,A x k H xk= Γ + − , 

( ) ( )( ), Im 2 1,B x k H xk= − Γ + − , 

(31) 

 
the sign “–” in ( , )B x k  in (31) is due to the fact that 
Mathcad interprets (2 1, )H xkΓ + −  from (31) as 

(2 1, )iH xke πΓ + ; see (21). 
We should notice that Mathcad fails to calculate the 

function ( , )I t k  as the integral from 0 to ∞ ,  so ( , )I t k  is 
treated as 

 

( ) ( )
233

2
0 233

1 1, ,tx tx
H

CI t k dxe f x k dxe
x

+∞
− −≈ +

π π∫ ∫ , 

( ) ( ) ( )2 2
4

2 1 sin 2
2

4
HH H

C k
αΓ + π

= σ −α
σ

, 
(32) 

 
i.e. if 233x > , then ( , )f x k  is replaced with its 
asymptotics for x →∞ ; see (32) and (23). Mathcad is 
able to calculate the first integral on the right-hand side of 
(32) in the range of parameters which is given in table 1. 

The following results were obtained. 
 

 
Table 1 – Verification of the obtained solution 

 

3k = , 0.8H = , 1α = σ =  
 ( )R T k+  the integral (30) 

4T =  –10.24934 –10.24935 
5T =  –12.92881 –12.92884 
10T =  –29.28861 –29.28809 
30T =  –133.4598 –133.4534 

3k = , 0.8H = , 2α = π , 0.8σ =  
 ( )R T k+  the integral (30) 

4T =  –17.03041 –17.03042 
10T =  –46.93724 –46.93725 
15T =  –79.43844 –79.44034 
20T =  –117.89713 –117.89911 

3k = , 0.7H = , 2α = π , 1.2σ =  
 ( )R T k+  the integral (30) 

4T =  –10.53367 –10.53367 
10T =  –27.04465 –27.04475 
20T =  –61.87533 –61.87372 

30T =  –103.51651 –103.51531 

40T =  –150.5975 –150.61689 
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As can be seen from the table 1, ( )R T k+  is in good 
agreement with the integral (30), so the solution (29) is 
true. In our opinion, the slight difference of the second 
and the third columns in table 1 is due to machine errors.  

Of course, Mathcad could not adequately calculate the 
integral (30) at large values of T , i.e. at 310T = , 410 , 
etc. In order to verify the solution (29) for large values of 
T , we seek the asymptotics of the integrals in (30) if 
T →∞ . 

Let us denote 
 

( ) ( )
( )
0

0
0

2 1 2 1,
2 2 1

p kH e H p k
A p

H H
Γ + − Γ +

=
Γ +

, (33) 

 

then  
 

( ) ( ) ( )0
22

0 0

,
2

T T
Hp td J k R T A dte T tα⎛ ⎞τ τ − τ = σ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ . (34) 
 

As is known [11], 
 

( ) 11

0

u
xx u x e dxμ−ν− β− =∫  

( ) ( )1
1 1, , ,B u F uν+μ−= μ ν ⋅ ν μ + ν β . 

(35) 

 

On the basis of (35) and (34) we have  
 

( ) ( ) ( )0

2

00

, 1
T

p Td J k R T A e
p

⎛ σ
τ τ − τ = − −⎜

⎝
∫  

( )
( ) ( )2 1

1 1 0

2 1
1, 2 2,

2 2 2
H H

T F H p T
H

+ ⎞Γ +α
− ⋅ + ⎟⎟Γ + ⎠

. 
(36) 

As is known [13], the function ( )1 1 , ,F zα β  has the 
following asymptotics: 
 

( ) 31 1 , arg
2 2

, ,
z z

F z π π
→∞ − < <

α β ∼  

( )
( )

( ) ( )
0

1
!

z
ss s

s

e z
z

s

α−β ∞
−

=

−α β−αΓ β
+

Γ α ∑∼  

( ) ( )
( )

( )
0

1
!

i
ss s

s

z e z
s

−α πα ∞
−

=

α α −β+
+ Γ β −
Γ β−α ∑ , 

( ) ( ) ( )1 2 ... 1sa a a a a s≡ + + + − , 0 1a ≡ . 

(37) 

 
On the basis on (37) it can be seen that 

 

( ) 31 1 , arg
2 2

1, ,
z z

F z π π
→∞ − < <

β =  

( ) ( )
( )

1
2

1
1

ze z O
z z

−β Γ β ⎛ ⎞= Γ β − + ⎜ ⎟Γ β − ⎝ ⎠
. 

(38) 

 
On the basis of (38), (36) and (25) we obtain 

 

( ) 2

00

( , )
2

T
H

T

AdtR T t J t k T
p

→∞

α
−∫ ∼ . (39) 

 

It should be noticed that for T →∞  the integral in (39) 
behaves as a power-law rather than an exponent function! 
The integral of ( , )I t k  is as follows: 

  

( ) ( ) 1 2
0

,
T

dtR T t I t k I I− = −∫ , 

( )2
1

0

,
T

I dtI t k= σ ∫ , ( ) ( )2
2

0

,
2

T
HI dtI t k T tα

= −∫ . 
(40) 

 
After substituting T tξ = −  into 2I  we obtain 
 

( ) 2
2

0 0

1 ,
2

T
Tx x HI dx f x k e d e

∞
− ξα

= ξ ξ
π ∫ ∫ . (41) 

 
With the help of the tabulated integral 
 

( )1

0

,
u

xdxx e uν− −μ −ν= μ γ ν μ∫ , 

( ) ( ) ( ), ,x xγ α ≡ Γ α −Γ α  
(42) 

 
and eqs. (41) and (20) we obtain 

 
( ) ( )2

2
0

,1 ,
2

H f x k
I T dx g x T

x

∞α
=

π ∫ , 

( ) ( )
( )

1

0

,
! 2 1

n
Tx

n

xT
g x T e

n H n

+
∞

−

=

=
+ +∑ . 

(43) 

It should be noticed that 
 

( ) ( )
( )

1

0

,
! 2 1

n
Tx

n

xT
g x T e

n H n

+
∞

−

=

= ≤
+ +∑  

( )
( ) ( )

1

0

1 1 1
1 !

n
Tx Tx Tx Tx

n

xT
e e e e

n

+
∞

− − −

=

≤ = − = − ≤
+∑ , 

(44) 

 
so with account for (23) the integral in (43) is convergent; 
and the asymptotics of (43) for  T →∞  is not larger than 

2HaT  where a  is a constant. We assume that 
2

2
H

T
I T

→∞
∼ , this assumption is confirmed numerically 

in what follows. 
As for  1I , we have  
 

( )2
1

0

,
T

I dtI t k= σ =∫  

( )2

0

1,
xTedx f x k

x

∞ −−
= σ ∫ ; 1 1xTe−− ≤ , 

(45) 

 
so obviously 1I  is bounded by a constant and ( )1 2I o I=  
if T →∞ . 

Obviously 
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( )
2 2

2
2 2

1 1
22 2

H H
H

T

k kR T T
→∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α α α
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∼ , 

( ) 2

2
H

T
R T k T

→∞

α
+ −∼ . 

(46) 

 
So, the asymptotic behavior of the left-hand and right-

hand sides of (1) on the basis of (29) for T →∞  are  
 

( ) 2

2
H

T
R T k T

→∞

α
+ −∼ , 

( ) ( ) 2

00

,
2

T
H

T

Ad h k R T T
p

→∞

⎛α
τ τ − τ −⎜

⎝
∫ ∼  

( ) ( )
2

2
0

,11 lim ,
2

H

T

f x kk dx g x T
x

∞

→∞

⎞⎛ ⎞α
− − − ⎟⎜ ⎟ ⎟πσ⎝ ⎠ ⎠

∫ ; 

(47) 

 
 see also (39), (43) and (46). So if  
 

 
( ) ( )

2

2
0 0

,11 lim ,
2

H

T

f x kA k dx g x T
p x

∞

→∞

⎛ ⎞α
− − − =⎜ ⎟ πσ⎝ ⎠

∫  

1= − , 

(48) 

 
then our solution (29) is true for T →∞ . 

The validity of (48) is checked numerically with the 
help of the Wolfram Mathematica 11 package, which is 
able to calculate the integral on the left-hand side of (48). 
The following results are obtained. 

 

Table 2 – Verification of the obtained assymptotics 
 

3k = , 0.7H = , 2α = π , 1.2σ =  

T  
( ) ( )

2

2
0 0

,11 ,
2

H f x kA k dx g x T
p x

∞⎛ ⎞α
− − −⎜ ⎟ πσ⎝ ⎠

∫  

310  –0.999798 
410  –0.9998 
510  –0.999998 

4k = , 0.8H = , 2α = π , 0.8σ =  

T  
( ) ( )

2

2
0 0

,11 ,
2

H f x kA k dx g x T
p x

∞⎛ ⎞α
− − −⎜ ⎟ πσ⎝ ⎠

∫  

310  –0.996715 
410  –0.999671 
510  –0.999967 

 
As can be seen from table 2, eq. (48) is valid, which 

justifies our solution. 
 

5 RESULTS 
An exact analytical solution to the Volterra integral 

equation (1) is obtained, see (29). The kernel of the 
corresponding Volterra integral equation is the correlation 
function of the continuous fractal process with the power-
law structure function (3). Only the cases where the Hurst 
exponent (0.5;1)H ∈  are considered. The obtained 
solution (29) is verified numerically. The asymptotic 

behavior of both sides of (1) for T →∞  is investigated. It 
is shown that our solution gives the correct asymptotic 
behavior. 

 
6 DISCUSSION 

The corresponding Volterra integral equation was 
discussed in [8] in the framework of the Kolmogorov–
Wiener filter for the rather popular model with the structure 
function (3). It seems that the use of the Volterra integral 
equation in the framework of the Kolmogorov-Wiener filter 
is in some sense inadequate because the Fredholm integral 
equation of the first kind should be solved in order to obtain 
the Kolmogorov-Wiener filter output.  

Nevertheless, the Volterra integral equation is of 
mathematical interest. It should also be noted that the 
Volterra integral equation is a special case of the 
Fredholm integral equation, which is rather popular in 
investigations of fractal processes, so the Volterra integral 
equation may be applied to some investigations of fractal 
processes. 

An exact analytical solution to eq. (1) is obtained. It is 
shown that the term ( , )I t k  in (29) which comes from the 
integrals over the banks of cut is convergent for any 0t ≥  
if the Hurst exponent (0.5;1)H ∈ . In contrast to [8], 

( , )I t k  is a real-valued function. Also in contrast to [8], 
the residue part of (29) is taken into account. The 
obtained solution (29) is verified numerically on the basis 
of Mathcad 14 package.  

The asymptotic behavior of both sides of (1) for 
T →∞  is also investigated on the basis of (29). It is 
shown that our solution gives the correct asymptotic 
behavior; the corresponding integral in (48) was taken 
numerically with the help of Wolfram Mathematica 11 
package.   

 
CONCLUSIONS 

The Volterra integral equation (1) of the first kind the 
kernel of which is the correlation function (4) is solved. 

The scientific novelty of the obtained results is that 
an exact analytic solution to the corresponding integral 
equation is obtained. The solution is verified numerically, 
it is also shown that our solution the gives correct 
asymptotic behavior. The results of the previous papers 
devoted to the integral equation under consideration are 
refined.  

The practical significance is that the obtained results 
may be applied to investigations of fractal random 
processes.  

Prospects for further research are to apply the 
obtained results to practical problems. 
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технічний університет Дніпровська Політехніка, Дніпро, Україна. 
Корнієнко В. І. – д-р техн. наук, доцент, завідувач кафедри безпеки інформації та телекомунікацій, Національний 

технічний університет Дніпровська Політехніка, Дніпро, Україна. 
 

AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто інтегральне рівняння Вольтери першого роду, яке може бути застосовним до фільтрації та 

прогнозування випадкових фрактальних процесів, наприклад, у інформаційно-телекомунікаційних мережах та при 
керуванні складними технологічними процесами. 

Метою роботи  є отримати точний аналітичний розв’язок інтегрального рівняння Вольтери першого роду. Ядром 
відповідного інтегрального рівняння є кореляційна функція фрактального випадкового процесу, структурна функція якого є 
степеневою. 

Метод. Інтегральне рівняння Вольтери першого роду розв’язано за допомогою стандартного методу перетворення 
Лапласа. Зворотне перетворення Лапласа приводить до контурного інтегралу від функції комплексної змінної. Цей інтеграл 
обчислено як суму частини, що містить лишок, та інтегралів вздовж берегів розрізу. Відповідні інтеграли пораховано за 
допомогою відомих розвинень спеціальних функцій.  

Результати. Нами отримано точний аналітичний розв’язок інтегрального рівняння Вольтери, ядром якого є кореляційна 
функція фрактального випадкового процесу. Робота базується на моделі, в якій структурна функція відповідного 
фрактального процесу є степеневою функцією. Показано, що та частина розв’язку, яка не містить дельта-функції, є збіжною 
в будь-якій точці, якщо показник Херста є більшим за 0,5, тобто якщо процес має фрактальні властивості. Показано, що 
отриманий розв’язок є дійсною функцією. Отриманий розв’язок перевірено чисельно; також показано, що наш розв’язок дає 
правильну асимптотичну поведінку. Xоча отриманий розв’язок містить експоненційно зростаючу функцію часу, при 
великих часах інтеграл від отриманого розв’язку асимптотично веде себе як степенева функція. 

Висновки. Важливо підкреслити, що нами отримано точний, а не наближений розв’язок інтегрального рівняння 
Вольтери, яке досліджується. Отриманий розв’язок може бути застосовним до фільтрації та прогнозування даних 
випадкового фрактального процесу. Як відомо, фрактальні процеси мають місце у величезній кількості різноманітних 
систем, тому результати цієї статті можуть мати широку область застосувань. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інтегральне рівняння Вольтери першого роду, показник Херста, перетворення Лапласа, 
фрактальний процес, точний аналітичний розв’язок.   
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Национальный технический университет Днепровская Политехника, Днепр, Украина. 
AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Рассмотрено интегральное уравнение Вольтерры первого рода, которое может быть применено к 
фильтрации и прогнозированию случайных фрактальных процессов, например, в информационно-телекоммуникационных 
сетях и при управлении сложными технологическими процессами. 

Целью работы является точное аналитическое решение интегрального уравнения Вольтерры первого рода. Ядром 
соответствующего интегрального уравнения является корреляционная функция фрактального случайного процесса, 
структурная функция которого является степенной. 

Метод. Интегральное уравнение Вольтерры первого рода решено с помощью стандартного метода преобразования 
Лапласа. Обратное преобразование Лапласа приводит к контурному интегралу от функции комплексной переменной. Этот 
интеграл посчитан как сумма части, содержащей вычет, и интегралов вдоль берегов разреза. Соответствующие интегралы 
получены на основе известных разложений специальных функций. 

Результаты. Нами получено точное аналитическое решение интегрального уравнения Вольтерры, ядром которого есть 
корреляционная функция фрактального случайного процесса. Работа основывается на модели, в которой структурная 
функция соответствующего фрактального процесса является степенной функцией. Показано, что та часть решения, которая 
не содержит дельта-функции, сходится в любой точке, если показатель Херста больше 0,5, то есть если процесс имеет 
фрактальные свойства. Показано, что полученное решение является действительной функцией. Полученное решение 
проверено численно; также показано, что наше решение дает правильное асимптотическое поведение. Хотя полученное 
решение содержит экспоненциально возрастающую функцию времени, при больших временах интеграл от полученного 
решения асимптотически ведет себя как степенная функция. 

Выводы. Следует подчеркнуть, что нами получено точное, а не приближенное решение исследуемого интегрального 
уравнения Вольтерры. Полученное аналитическое решение может быть применено к фильтрации и прогнозированию 
данных случайного фрактального процесса. Как известно, фрактальные процессы имеют место в огромном количестве 
разных систем, поэтому результаты этой статьи могут иметь широкую область применения. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интегральное уравнение Вольтерры первого рода, показатель Херста, преобразование Лапласа, 
фрактальный процесс, точное аналитическое решение. 
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ABSTRACT 
Context. The problem of justifying methods for constructing models of optimization procedures as dynamic objects, taking into 

account the features of the training procedures, is considered. The object of the study were models of the dynamics of training 
procedures. 

Objective. The goal of the work is to solve the tasks of formalizing the training procedures, developing methods for constructing 
mathematical models of the learning processes, the processes of searching for the optimum of the learning tasks, and for evaluating 
dynamic training procedures. 

Method. The learning process is a totality of sequential and interrelated actions of a teacher and learners, aimed at providing a 
conscious and durable assimilation of knowledge, abilities, and skills. As a result of systematic analysis, main, basic patterns of 
training procedures are defined. The notion of “information flow” is justified as the sequence of messages carrying information for 
building models of interactions in information systems. The important property of the information flow is determined – the direction 
from the source to the receiver. Two possible variants of information interaction of objects are singled out – information transfer and 
information compensation. The use of optimality principle for information processes of learning is offered. It is shown that the 
dynamics of learning processes is determined by the characteristics of the used optimization procedure. The gradient procedure for 
finding the extremum of the goal function is described by the autonomous motion of the dynamic system. For a strictly convex goal 
function, according to sufficient optimality conditions, the optimization procedure is described by the dynamics of the autonomous 
motion of a stationary linear unbound dynamic object. The choice of the multiplier for the gradient significantly affects the dynamics 
of the process, and for a strictly convex goal function the multiplier is equal to the increment vector. The use of a dynamic model 
determines the number of steps required to achieve the given accuracy. 

Results. The created models received software implementation and were investigated in practice when solving the tasks of 
modeling the dynamics of training procedures in the teaching process of the Information Technologies Department of Kherson 
National Technical University. 

Conclusions. The carried out experimental researches have allowed to confirm practically operability of the created 
mathematical apparatus and to consider it expedient for application with the purpose of increase of efficiency of modeling and 
realization of training procedures. Further perspectives of the research are seen in the coverage of more types of dynamic training 
procedures, optimizing approaches to their software implementations, and increasing the scale of their coverage with confirmatory 
experiments. 

KEYWORDS: training, formalization of training procedures, teacher, student, information flow, optimization procedures. 
 

ABBREVIATIONS 
GDP is a gross domestic product; 
IT are information technologies; 
KhNTU is Kherson National Technical University. 

 
NOMENCLATURE 

A is a matrix of the partial differentials ∂fi/∂yi|y*; 
B is a control matrix that leads to correction of the 

optimization procedure; 
C is some object of the information interaction; 
D is another object of the information interaction; 
dW is a differential for the resulting learning 

effectiveness; 
dx is a differential for the variable x of the function 

f(); 
dy  is a differential for the variable y of the function 

f(); 
dε is a differential for the costs of training; 
f() is an integrated function associated with the 

dynamic learning procedure; 
f* is a specified value of the goal function; 
f0 is an initial value of the goal function; 
gradf() is a gradient calculation function associated 

with the function f(); 

IC is an information flow of the object C; 
ID is an information flow of the object D; 
IE is a difference of the information flows; 
ln is a mathematical calculation of the natural 

logarithm; 
min is an operation for determining the minimum of 

the goal function; 
R is a remainder of the power series representing the 

function f(); 
tm is a time for finding the optimal solution for the 

number of steps m; 
u is a control leading to correction of the optimization 

procedure; 
W is a resulting effectiveness of training; 
W0 is a initial learning effectiveness; 
х is an integrated input variable of function f(); 
y is an integrated output variable of function f(); 
y* is the specified value of the variable y of the 

function f(); 
yn is a n-th unordered value of the variable y*; 
yn+1 is a (n + 1)-th increment value of the variable y*. 
∂f/∂y|y* is a partial differential of the function f() with 

respect to the variable y at the local point y*; 
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∂fi/∂yi|y* is a partial differential of the i-th local 
function fi() on the i-th variable yi at the local point y*; 

∆x is an increment of the variable x of the function f(); 
∆y is an increment of the variable y of the function f(); 
∆ε is an increment of training costs; 
α is an integrated speed for the dynamic training 

procedure; 
αi is a local speed associated with the fi() function of 

the dynamic training procedure; 
ε is a training costs; 
η is a sensitivity of the effectiveness of education to 

the costs of it; 
λ is a specified accuracy of determining the minimum 

value of the target function; 
χ is an other costs. 

 
INTRODUCTION 

Knowledge is the basis of modern technologies 
including teaching ones. 

Preservation and accumulation of knowledge is an 
indispensable element of the development of society. 

A reliable way to save and gain knowledge is the 
learning process. 

Training is a kind of educational activity in which the 
quantity and quality of the elements of knowledge and 
skills of a trainee are brought to the proper level (average, 
standard, possible) by a teacher that makes up the learning 
goal. 

The activity of training is considered complete, and its 
goal is achieved if quantity and quality of the educational 
material in the re-manufactured product of a trainee will 
correspond to the objectives of the training or form the 
proper level (average, standard, possible) presented for 
the training purpose. 

The learning process is a set of sequential and 
interrelated actions of an instructor and learner aimed at 
providing a conscious and lasting assimilation of the 
system of scientific knowledge, skills, the ability to use 
them in life, to develop independent thinking, observation 
and other cognitive abilities of trainees, mastering the 
elements of culture and mental work as well as formation 
of the worldview foundations. 

The object of study is a set of the models for the 
dynamics of the training procedures. 

The subject of study is a set of the conceptual 
approaches and ways for modeling dynamic learning 
procedures. 

The purpose of the work is to solve the tasks of 
formalizing the training procedures, developing methods 
for constructing mathematical models of the learning 
processes, the processes of searching for the optimum of 
the learning tasks, and for evaluating dynamic training 
procedures. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Despite the existence of certain results of studies of 
convergence rates of search procedures of optimal [22], 

the question of justifying the methods for constructing 
models of optimization procedures as dynamic objects at 
the moment has not been sufficiently developed. 

In accordance with the above, the main problematic 
issue of this work is the solution of the problems of 
formalization of training procedures, the development of 
methods for constructing mathematical models of 
learning processes, the processes of searching for optimal 
learning tasks and evaluating dynamic training 
procedures. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Let’s start with the question of tasks and 
characteristics of education. 

Considering education as a holistic, purposeful 
process it is possible to distinguish four stages of 
formation and implementation of the learning objectives: 

a) study of objective factors and definition of the 
general goal of education (requirements of the society to 
education, the level of development of fundamental 
sciences, etc.); 

b) embodiment of the general goal of education in 
curricula, textbooks, technical means of teaching, 
methodological aids; 

c) implementation of the goals and objectives of 
training in the actions of teachers while training students; 

d) awareness of the goals and objectives of education 
and self-training of  the students and their conscious 
desire to adjust their education accordingly. 

In the specific cycle of the educational process the 
goals and objectives of the training are determined on the 
basis of the requirements of the curriculum taking into 
account the characteristics of the given class (group), the 
level of its preliminary preparation, education, upbringing 
and development as well as considering the possibilities 
of a teacher, a classroom equipment, didactic teaching 
aids. 

Teaching methods use information and 
communication technologies [1–3] the essence of which 
is to use modern high-tech means of information transfer 
such as computers, laptops, digital projectors, simulators. 
Information is presented in the form of a visual-shaped 
series to students, and the phenomenon or process can be 
detailed and presented in dynamics. 

A significant difference of modern computer learning 
technologies is their interactivity achieved by simulating 
situations and feedback of a learner with the information 
support system of a teacher. 

The principle of feedback in pedagogy and of 
scientific teaching methods is presented in [4–6] which 
emphasizes that learning is the process of transferring 
knowledge and skills from a teacher to a student until the 
student acquires the ability to independently reproduce 
the teacher’s activity. 

Negative feedback is emphasized in the training 
system. 

Next we consider the question about characteristics of 
teaching technologies. 
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Generalized modern teaching technologies are based 
on advances in information technology [7, 8]. 

To build models we use the concept of information 
flow. 

As the information flow we will understand the 
sequence of messages carrying information. 

Actually, this is the simplest definition, and in this 
case the information stream has only one property which 
is directed from the source to the receiver. 

We denote the information flow by an arrow 
indicating the flow direction, emphasizing the flow 
belonging to a particular source. 

With this approach we get only four possible cases for 
two objects C and D, namely: C – source, D – receiver; 
C – receiver, D – source; C – source and D – source; and, 
in the latter case, C is the receiver and D is the receiver. 

It is obvious that only case C is a source, D is a 
receiver where information is transmitted from source C 
to receiver D, and the case when C and D are sources is 
the case of compensation or comparison of information 
flows when a “difference” information stream carrying 
information about the difference of information in streams 
C and D. 

To denote the operation of comparing flows we use 
the symbol of algebraic summation and in this case we 
can obtain two elements for constructing the scheme 
which we call the conditional model depicting interaction 
of information flows (Fig. 1, Fig. 2): 

 

 
Figure 1 – The transmission of information by IC stream from 

source C to receiver D 
 

 
Figure 2 – Compensation of information flow IC by information 
flow ID and formation of information difference flow in IC and 

ID streams or “difference of the flows” IE 
 
Actually, these are two “bricks” from which the 

description of information flows can be constructed. 
The processes in the source or the receiver can be 

complex but within the accepted definition of the 
information flow the information interaction is limited 
only by these two processes. 

The model is important in the training system as a 
means of describing the outside world. 

But when constructing a model the most important is 
the notion of an adequate model – its correspondence to 
an object. 

The model constructed with the smallest possible error 
is optimal in the sense of its construction based on the 
implementation of the procedure for finding conditions 
for which a minimal estimate of the deviation in the 
model from the object is characteristic. 

To describe the learning processes it is advisable to 
use the principle of optimality – the processes of 
information processing while training are described by 
optimization procedures. 

Proceeding from the above we have a simple scheme 
of the system structure – the conditional structural model 
(Fig. 3). 

 
Figure 3 – Enlarged system structure 

 
The above enlarged structure (Fig. 3) takes into 

account the compensation of the information flow created 
by the object from the information flow side in 
accordance with the created modelling algorithm which is 
determined by the procedure for minimizing the 
“difference” information flow. 

Thus, we have the ability to represent information 
flows in the system. 

Let’s call it the structural modelling of information 
systems – learning systems. 

For all its simplicity, the proposed method allows to 
obtain an algorithm for processing information in the 
learning system on the basis of a “structural” model. 

For various objects and transformations of algorithm 
steps into a model compared to an object, the general 
requirement is the requirement of optimality to achieve a 
minimum deviation of the model from the object. 

Transferring the principle of optimality to the training 
system, we can evaluate the dynamics of the training 
procedure. 

Modern information technology is largely based on 
the use of optimization procedures that ensure high 
efficiency of their implementation [9]. 

At the same time the complexity and coherence of the 
tasks being solved causes the appearance of significant 
time-consuming optimization which is manifested as the 
effect of the dynamics in optimization procedures [10]. 

It should be borne in mind that with the development 
and improvement of information technology the task to 
find the best solutions takes an increasing share among all 
processes. 

The desire to increase the productivity and accuracy of 
information processing processes led to a revision of the 
approach in determining the amount of information and 
the transition to the analysis and synthesis of information 
systems in the information space [11]. 

The dynamic properties of the optimization procedure 
are manifested with decreasing step of the procedure. 
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It is obvious that with the development of information 
technology optimization procedures will acquire the 
properties of an independent dynamic object. 

As a consequence it becomes necessary to build 
mathematical models of the dynamics for the optimization 
procedure. 

We conclude with the question of the research 
purpose. 

Nowadays there is the number of studies on the rate of 
convergence of a procedure for finding an optimum [22], 
but the question of justifying the methods for constructing 
an optimization procedure model as a dynamic object is 
poorly illuminated. 

Thus, the goal of the study is to solve the problems of 
formalizing the training procedures, developing methods 
for constructing mathematical models of the learning 
processes, the processes of searching for the optimum of 
the learning tasks, and for evaluating dynamic training 
procedures. 

 

3 MATERIALS AND METHODS 
To construct a model for the time behavior of the 

gradient procedure, let us consider an autonomous 
stationary nonlinear dynamical object of the first order 
[13] by the formula (1): 
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We perform the linearization of the right-hand side of 
the equation (1). To do this we assume that the function 
on the right-hand side of the equation (1) can be 
represented by a power series [13] around point y* by the 
formula (2): 
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After transferring the origin to point y* we obtain in 

(2) the first approximation of the right-hand side function 
in (2) by the formula (3): 
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Using the linear approximation (3), we obtain the 

formula (4): 
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Taking into account (4) and returning to increments, 
we have the formula (5): 
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Moving the origin to the point y* and going to 
increments in (5), we obtain the formula (6): 
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Denoting y* = yn and y*+Δy = yn+1 in (6), we obtain the 
model of the Runge-Kutta method of the first order [14] 
by the formula (7): 
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Linearization is performed at each point of the 
trajectory. 

We have the case of transition to new variables and 
the product Δxyn = α determines the speed of movement 
for the procedure. 

Introducing α into (7), we obtain the expression (7) in 
the form of the formula (8): 
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Replacing the derivative in gradf(y) in (8), which is 
true for (1), we obtain (7) as a gradient procedure [14] by 
the formula (9): 
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Therefore, the dynamics in the free movement of an 
object described by the linear differential equation (1) 
corresponds to the motion of the gradient optimization 
procedure with a correction factor before the gradient α = 
= Δxyn. 

Similarly, as for a one-dimensional object (1) a 
multidimensional linear dynamic object can be 
represented by the formula (10): 
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Matrix A in (10) can be regarded as the matrix of a 
linearized object by the formula (11), consisting of the 
functions gradients in the right-hand side: 
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The Runge-Kutta method of the first order gives the 
procedure in the form of the formula (12): 
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In the vector notation procedure (12) has the form of 
the formula (13): 
 

.*1 xyAyy y Δ+=+ kkk  (13)
 

On the other hand, in the problem of finding the 
minimum of a target function that depends on the vector 
of the formula (14): 
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the gradient procedure (9) takes the form of the formula 
(15): 
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In componentwise recording, the gradient procedure 
(15) has the form of the formula (16): 
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Thus, first-order Runge-Kutta procedure for system 
(12) differs from the gradient procedure for problem (16), 
first, in that matrix A for the gradient procedure is 
diagonal and, secondly, by the fact that the factor α in the 
gradient procedure is chosen from considerations of 
convergence, and in (12) the factor is defined. 

Proceeding from this, it can be asserted that the model 
for the dynamics of the gradient procedure is the model of 
free motion of a disconnected linear object if the 
following condition in the formula (17) is true: 
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In the general case, taking into account (17) the model 
for the dynamics of the gradient procedure (16) is 
described by the Runge-Kutta procedure of first order, 
and correction of the optimization procedure is described 
as the control u with the matrix B by the formula (18): 
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For the identity control matrix procedure (18) takes 

the form of the formula (19): 
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Consequently the dynamics of a simple gradient 
procedure with a factor α satisfying condition (17) is 
described by the system with a next structure (Fig. 4). 

 
Figure 4 – Model for the dynamics of the gradient procedure 

 

In this case, the sequence of transitions in the gradient 
procedure that determines the motion of the system is 
associated with transitions in the space of variables and 
the change of state – the value of the goal function. 

Actually, the change of the value in the target function 
determines the transient process in the model (Fig. 5, 6): 

 

 
Figure 5 – The process of minimizing the function  

 

 
Figure 6 – The transient process of the dynamic model 
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As it can be seen from Fig. 5, 6 the transient process 
in the dynamic system coincides with the process of 
changing the value of the objective function in the 
gradient procedure. 

We can perform an analysis of the assumptions made 
using the standard quadratic goal function. 

Thus, for the processes shown in Fig. 3, 4 the 
objective function f(x,y) is chosen to be convex by the 
formula (20): 

.),( 22 yxyx +=f  (20)
The gradient procedure was used with the formula 

(21): 
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For the chosen target function (20) and constant step 
Δx we obtain the formula (22): 
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In this case it gives the model for the dynamics of the 
gradient procedure in the form of a discrete Runge-Kutta 
model of the first order for the autonomous motion of an 
object by the formula (23): 
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The solution of the disconnected system (23) gives a 
combination of exponentials by the formula (24): 
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After substituting the coordinates in (20) we obtain the 
trajectory of the objective function by the formula (25): 
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Thus, taking into account the sufficient conditions of 
the optimum [10] around the optimum point the dynamics 
of the gradient procedure is described by the free motion 
of the linear dynamical system. 

For the factor α containing the coordinate, we obtain a 
procedure with nonlinearity and, as a consequence, the 
transient process loses exponentiality. 

Let’s consider the procedure with the formula (26): 
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We obtain a transient process with the approximation 
of the transient process by the fractional function a) and 
the exponent function b) by the formula (27): 
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The graphs of the transient process are shown in 
Fig. 7, 8. 

 
Figure 7 – Approximations of the transient process by the power 

function 

 
Figure 8 – Approximations of the transient process by the 

exponent function 
 

As it can be seen from these graphs, the transient 
process is described by a fractional-rational function for 
the procedure (26). 

An essential advantage of this approach is the ability 
to determine the required number of steps to achieve 
specified accuracy in determining the minimum value of 
the goal function. Indeed, it follows from (25) that for the 
initial value of the target function f = f0 and the given 
value f = f* for a given λ we obtain the formula (28): 

 

.ln1[]
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λ
−=  (28)

The obtained expression allows us to estimate the time 
of finding the optimal solution. 

Thus, it is possible to estimate the time of “learning” 
which is essential in planning the learning process. 
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The second essential point in the learning task is the 
concept of effective learning. 

There are methods for evaluating learning outcomes, 
from simple assessments based on desirability scales to 
elaborate calculations, e.g., the ratio of the average score 
of trainees. 

To have a true assessment, we use the following: 
suppose that the gross domestic product (GDP) depends 
on many factors, including the costs of education. 

Then, having designated GDP as W and education 
costs as ε, we can determine the efficiency of education as 
a component of the series taking into account other costs χ 
by the formula (29): 
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Thus, we have the current value of GDP and the GDP 
derivative for educational expenditures, while other 
expenditures are constant, in fact, the assessment of the 
effectiveness of education is determined by the sensitivity 
of GDP to the costs of education by the formula (30): 
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4 EXPERIMENTS 
To carry out experimental studies, computer software 

was created, supplementing existing standard software, 
which allowed to implement the developed models of 
training procedures in practice and perform their expert 
evaluation. 

The proposed software was applied consistently to all 
developed key models of training procedures. 

The output test data for each key model of training 
procedures contained 100 data sets, as well as the values 
of the allowable number of steps and errors.  

On the basis of the output test data, validity estimates 
of the models of the training procedures were obtained. 

It was found that the real and reference values of the 
validity estimates for the developed models of dynamic 
training procedures coincide, taking into account the 
permissible errors. 

 
5 RESULTS 

After having completed the studies the following 
results were obtained. 

1. The notion of “information flow” is justified as the 
sequence of messages carrying information, for building 
models of interactions in information systems. 

2. The important property of the information flow is 
determined – the direction from the source to the receiver. 

3. There are two possible options for information 
interaction of objects – the transfer and compensation of 
information. 

4. The use of the principle of optimality for 
information learning processes is proposed. 

5. It is shown that the dynamics of learning processes 
is determined by the characteristics of the used 
optimization procedure. 

6. The gradient procedure for finding the extremum of 
the goal function is described by the autonomous motion 
of the dynamic system. 

7. For a strictly convex goal function, according to 
sufficient optimality conditions, the optimization 
procedure is described by the dynamics of the 
autonomous motion of a stationary linear disconnected 
dynamic object. 

8. The choice of the multiplier for the gradient 
significantly affects the dynamics of the process, and for a 
strictly convex target function the factor is equal to the 
increment vector. 

9. The use of a dynamic model determines the number 
of steps required to achieve the given accuracy. 

The created models received software implementation 
and were investigated in practice when solving the tasks 
of modeling the dynamics of training procedures in the 
teaching process of the Information Technologies 
Department of Kherson National Technical University. 

Let’s analyze the obtained demonstrative experimental 
data presented in Table 1, where the following types of 
trainees target categories are considered, depending on 
their academic performance: category A – “very strong”;  
category B – “strong”; category C – “medium”; category 
D – “weak”; category E – “very weak”; category F – 
“unsuccessful (receiving positive assessments only after 
retake)”. 

As results, in Table 1 are presented: increment 1 – 
increment of saving time for passing training procedures 
by trainees; increment 2 – increment in the amount of 
learning by the trainee learning information; increment 
3 – improving the quality of learners’ learning 
information; increment 4 – increment of the integral 
indicator of the training procedures effectiveness (in 
scoring points). 

 

Table 1 – Indicative fragment of the summary experimental 
data on the results of the research and development performed 

(with a sample size of 100) 
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1 Category A 10 92 3 5 4 4 
2 Category B 20 86 4 6 5 5 
3 Category С 20 78 6 8 7 7 
4 Category D 20 69 11 11 8 10 
5 Category E 20 62 16 14 12 14 
6 Category F 10 40 20 16 24 20 
 Average 

for all 
categories 

16,6 83.5 10 10 10 10 
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As can be seen from Table 1, the tendencies of the 
training success after applying the proposed modeling 
methods progress in a positive direction for all trainees 
target categories, while the improvement of the learning 
success is most pronounced for the more “weak” trainees. 

 

6 DISCUSSION 
It is important to note that the modeling methods 

proposed by the authors and the corresponding 
mathematical apparatus on the basis of information theory 
should be considered as complementary to existing ones, 
which we combine into an integral system for 
optimization modeling methodology of the activities 
procedures dynamics related to educational processes and 
training, in particular. 

Questions on optimization modeling for the activity 
procedures dynamics in educational processes were 
considered by a number of other authors from the point of 
view of separately singled out aspects, such as: didactic 
and psychological-pedagogical, connected with the 
processes for feeding portions of teaching material and 
controlling the results of their assimilation; cognitive-
communicative, using modern network computer 
technologies; socio-economic, etc. 

Let’s characterize some of the most revealing works 
that can be classified as research on optimization of 
activity procedures in the educational sphere, taking into 
account the dynamics factor. 

The paper [15] raises the questions on dynamic 
modeling for the controlled process of competences 
acquisition by trainees on the basis of the cognitive 
modeling methodology, based on a valid assessment for 
the level of formation in the trainees competence. 

In [16], carried out research and development in the 
field of mathematical modeling on professional 
orientation and knowledge control, taking into account the 
dynamics factor, based on the mathematical apparatus of 
deductive logical conclusion, fuzzy estimation methods, 
boundary-value problems for second-order differential 
equations such as Kolmogorov equations, probability 
theory, self-organization theory. 

A complex of economic and mathematical models for 
mapping the demand dynamics on higher education 
institutions services based on logistic approaches, 
forecasting models, closed-loop control methodology, 
nonlinear dynamic modeling using iterative equations, 
reflexive control modeling using graph theory, is 
described in [17]. 

The peculiarity and uniqueness of this work is as 
follows. 

The basis of the methods and mathematical models 
proposed by the authors is the concept of a 
comprehensive study of the learning process as an 
integral, purposeful dynamic information process that 
encompasses the entire spectrum for classes of 
interconnected activity procedures that form the given 
level of trainees knowledge, skills and habits as their 
“information richness” level. 

Proceeding from the revealed specific features of the 
subject area corresponding to the chosen conceptual 
approach, the authors step-by-step selected and formed 
the mathematical modeling apparatus. 

Thus, there is a situation where: 
– in the works of several authors, the set of local 

aspects and aspects tied to individual parties of the 
education sector, for the general problem on modeling 
educational processes and procedures, taking into account 
the dynamics factor, is studied; 

– a similar consideration for certain partial criteria at 
the moment does not give a sufficiently complete 
approximation to the general model; 

– the methods and models proposed by the authors 
supplement the existing approaches, contributing a certain 
significant part, and, accordingly, contribute to a 
significant increase in the effectiveness of the educational 
process  in accordance with Table 1, the integral indicator 
of the learning processes effectiveness increases by 10%. 

As evidenced by the results of the experiments, with the 
increase in the dynamics of the training procedures within 
the established (allowed) situations of their 
implementation, the validity estimates of the proposed 
models remain within the established interval reference 
values (taking into account the permissible errors). 

Along with the above, non-standard (force majeure) 
situations of learning processes and their dynamics require 
additional research and refinement of models. 

 
CONCLUSIONS 

The carried out experimental researches have allowed 
to confirm practically operability of the created 
mathematical apparatus and to consider it expedient for 
application with the purpose of increase of efficiency of 
modeling and realization of procedures of training. 

The scientific novelty of the results is that for the first 
time the method in optimization modeling of the activity-
based learning procedures dynamics on the basis of the 
information theory is proposed, which is based on the 
conceptual model of the learning process as an integral, 
purposeful dynamic information process represented by a 
full-scale complex of interrelated activity information 
procedures that form, on the whole, at a given level, the 
information base of knowledge, abilities and skills of 
trainees. The method makes it possible to obtain optimal, 
in accordance with a given accuracy, models for the 
behavior over time of gradient training procedures; in this 
case, it is possible to determine the number of steps 
necessary to achieve a given accuracy in obtaining the 
minimum for the objective function, as well as the time to 
find the optimal solution. This makes it possible: to 
shorten the time for students to undergo training 
procedures; increase the volume and improve the quality 
of assimilation by the trainee learning information. In 
turn, this allows students to receive higher scores. 

Within the framework of the proposed method, basiс 
principles and main mathematical models of dynamic 
training procedures are defined. 
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The practical significance of obtained results is that 
they allow to increase the productivity of training 
procedures. 

Prospects for further research are seen in the 
coverage of more types of dynamic training procedures, 
optimizing approaches to their software implementations, 
and increasing the scale of their coverage with 
confirmatory experiments. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто задачу обґрунтування методів побудови моделей оптимізаційних процедур, як динамічних об’єктів, 

із урахуванням особливостей процедур навчання. Об’єктом дослідження є моделі динаміки процедур навчання. Мета роботи – 
розв’язування задач формалізації процедур навчання, розробки методів побудови математичних моделей процесів навчання, 
процесів пошуку оптимуму задач навчання, для оцінки динамічних процедур навчання. 

Метод. Процес навчання – це сукупність послідовних і взаємопов’язаних дій того, хто навчає, та тих, кого навчають, 
спрямованих на забезпечення свідомого та міцного засвоєння знань, умінь, навичок. У результаті систематичного аналізу, 
визначені основні, базові закономірності процедур навчання. Обґрунтоване поняття «інформаційний потік», як послідовність 
повідомлень, що несуть інформацію, для побудови моделей взаємодій в інформаційних системах. Визначено важливу властивість 
інформаційного потоку – напрямок від джерела до приймача. Виділені два можливих варіанти інформаційної взаємодії об’єктів – 
передача та компенсація інформації. Запропоноване використання принципу оптимальності для інформаційних процесів навчання. 
Показано, що динаміка процесів навчання визначається характеристиками використовуваної оптимізаційної процедури. Градієнтна 
процедура пошуку екстремуму функції мети описується автономним рухом динамічної системи. Для строго опуклої функції мети, 
згідно достатніх умов оптимальності, процедура оптимізації описується динамікою автономного руху стаціонарного лінійного 
незв’язаного динамічного об’єкту. Вибір множника для градієнту істотно впливає на динаміку процесу, та для строго опуклої 
функції мети множник дорівнює вектору збільшень. Використання динамічної моделі визначає необхідну кількість кроків 
досягнення заданої точності. 

Результати. Створені моделі отримали програмну реалізацію та були досліджені на практиці при розв’язуванні задач 
моделювання динаміки процедур навчання в навчальному процесі кафедри інформаційних технологій Херсонського національного 
технічного університету. 

Висновки. Виконані експериментальні дослідження дозволили практично підтвердити працездатність створеного 
математичного апарату та вважати його доцільним для застосування з метою підвищення ефективності моделювання та реалізації 
процедур навчання. Подальші перспективи проведених досліджень бачаться в охопленні більшої кількості видів динамічних 
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процедур навчання, оптимізації підходів до їхніх програмних реалізацій, збільшенню масштабності їхнього охоплення 
підтверджувальними експериментами.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: навчання, формалізація процедур навчання, вчитель, той, хто навчається, інформаційний потік, 
оптимізаційні процедури. 
 

УДК 510.6 
МОДЕЛИ ПРОЦЕДУР ОБУЧЕНИЯ 

Ходаков В. Е. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой информационных технологий Херсонского национального 
технического университета, Херсон, Украина. 

Соколов А. Е. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры информационных технологий Херсонского национального 
технического университета, Херсон, Украина. 

Веселовская Г. В. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры информационных технологий Херсонского национального 
технического университета, Херсон, Украина. 

AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрена задача обоснования методов построения моделей оптимизационных процедур, как динамических 

объектов, с учетом особенностей процедур обучения. Объектом исследования являлись модели динамики процедур обучения. Цель 
работы – решение задач формализации процедур обучения, разработки методов построения математических моделей процессов 
обучения, процессов поиска оптимума задач обучения, для оценки динамических процедур обучения. 

Метод. Процесс обучения – это совокупность последовательных и взаимосвязанных действий обучающего и обучаемых, 
направленных на обеспечение сознательного и прочного усвоения знаний, умений, навыков. В результате систематического 
анализа, определены основные, базовые закономерности процедур обучения. Обосновано понятие «информационный поток», как 
последовательность сообщений, несущих информацию, для построения моделей взаимодействий в информационных системах. 
Определено важное свойство информационного потока – направление от источника к приемнику. Выделены два возможных 
варианта информационного взаимодействия объектов – передача и компенсация информации. Предложено использование 
принципа оптимальности для информационных процессов обучения. Показано, что динамика процессов обучения определяется 
характеристиками используемой оптимизационной процедуры. Градиентная процедура поиска экстремума функции цели 
описывается автономным движением динамической системы. Для строго выпуклой функции цели, согласно достаточным условиям 
оптимальности, процедура оптимизации описывается динамикой автономного движения стационарного линейного несвязанного 
динамического  объекта. Выбор множителя для градиента существенно влияет на динамику процесса, и для строго выпуклой 
функции цели множитель равен вектору приращений. Использование динамической модели определяет необходимое число шагов 
достижения заданной точности. 

Результаты. Созданные модели получили программную реализацию и были исследованы на практике при решении задач 
моделирования динамики процедур обучения в учебном процессе кафедры информационных технологий Херсонского 
национального технического университета. 

Выводы. Выполненные экспериментальные исследования позволили практически подтвердить работоспособность созданного 
математического аппарата и считать его целесообразным для применения с целью повышения эффективности моделирования и 
реализации процедур обучения. Дальнейшие перспективы проведенных исследований видятся в охвате большего количества видов 
динамических процедур обучения, оптимизации подходов к их программным реализациям, увеличению масштабности их охвата 
подтверждающими экспериментами.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: обучение, формализация процедур обучения, учитель, учащийся, информационный поток, 
оптимизационные процедуры. 
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АНАЛИЗ И СРАВНЕНИЕ ДВУХ СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ГИПЕРЭРЛАНГОВСКИМИ ВХОДНЫМИ 
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Тарасов В. Н. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой программного обеспечения и управления 

в технических системах Поволжского государственного университета телекоммуникаций и информатики,  
Российская Федерация. 

 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Рассмотрена задача вывода решения для среднего времени ожидания в очереди в замкнутой форме для 
обычной системы с гиперэрланговскими входными распределениями второго порядка и системы со сдвинутыми гиперэр-
ланговскими входными распределениями. 

Цель работы. Получение решения для основной характеристики системы – среднего времени ожидания требований в 
очереди для системы массового обслуживания типа G/G/1 с обычными и со сдвинутыми с гиперэрланговскими входными 
распределениями второго порядка. 

Метод. Для решения поставленной задачи использован классический метод спектрального разложения решения инте-
грального уравнения Линдли, который позволяет получить решение для среднего времени ожидания для рассматриваемых 
систем в замкнутой форме. Метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли занимает важную 
часть теории систем G/G/1. Для практического применения полученных результатов использован известный метод момен-
тов теории вероятностей. 

Результаты. Впервые получены спектральные разложения решения интегрального уравнения Линдли для обеих систем, 
с помощью которых выведены расчетные выражения для среднего времени ожидания в очереди для вышеуказанных систем 
в замкнутой форме. Такой подход позволяет рассчитать среднее время ожидания для указанных систем в математических 
пакетах для широкого диапазона изменения параметров трафика. Все остальные характеристики систем являются произ-
водными от среднего времени ожидания. 

Выводы. Показано, что гиперэрланговский закон распределения второго порядка, как и гиперэкспоненциальный, яв-
ляющийся трехпараметрическим, может определяться как двумя первыми моментами, так и тремя первыми моментами. 
Выбор такого закона распределения вероятностей обусловлен тем, что его коэффициент вариации охватывает более широ-
кий диапазон, чем у гиперэкспоненциального распределения. Для сдвинутого гиперэрланговского закона распределения 
коэффициент вариации охватывает еще более широкий диапазон, чем у обычного. Введение сдвинутых во времени распре-
делений расширяет область применения СМО с учетом известного факта из теории массового обслуживания, что среднее 
время ожидания связано с коэффициентами вариаций интервалов поступлений и времени обслуживания квадратичной зави-
симостью. Метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли для системы массового обслужива-
ния с гиперэрланговскими входными распределениями второго порядка позволяет получить решение в замкнутой форме и 
это решение публикуется впервые Полученное решение дополняет и расширяет известную формулу теории массового об-
служивания для среднего времени ожидания требований в очереди для системы массового обслуживания типа G/G/1. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: гиперэрланговский закон распределения, интегральное уравнение Линдли, метод спектрально-
го разложения, преобразование Лапласа. 

 
АББРЕВИАТУРЫ 

ИУЛ – интегральное уравнение Линдли; 
СМО – система массового обслуживания; 
G/G/1 – СМО с произвольными законами распреде-

лений интервалов между поступлениями требований и 
времени обслуживания; 

ФРВ – функция распределения вероятностей. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
a(t) – функция плотности распределения интерва-

лов между поступлениями требований; 
( )A s∗ – преобразование Лапласа функции a(t); 

b(t) – функция плотности распределения времени 
обслуживания; 

( )B s∗  – преобразование Лапласа функции b(t); 
)(uC – ФРВ случайной величины txu ~~~ −= ; 

cλ  – коэффициент вариации интервалов поступ-
лений требований; 

cμ  – коэффициент вариации времени обслужива-
ния; 

λD  – дисперсия случайного интервала между по-
ступлениями; 

μD  – дисперсия времени обслуживания; 
HE2 – гиперэрланговский закон распределения 

второго порядка; 

2HE−  – сдвинутое гиперэрланговское распределе-
ние; 

H2 – гиперэкспоненциальный закон распределения 
второго порядка; 

I  – среднее значение периода простоя; 
2I  – второй начальный момент периода простоя; 

p – параметр гиперэрланговского закона распреде-
ления входного потока; 

q – параметр гиперэрланговского закона распреде-
ления времени обслуживания; 
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W  – среднее время ожидания в очереди; 
*( )W s  – преобразование Лапласа функции плотно-

сти времени ожидания; 
( )W y  – ФРВ времени ожидания требования в оче-

реди; 
x~  – случайное время обслуживания требования; 
t~  – случайный интервал времени между поступ-

лениями требований; 
z – любое число из интервала (–1, 1). 
λ  – интенсивность входного потока; 

1 2,λ λ  – параметры гиперэрланговского закона рас-
пределения входного потока; 

μ  – интенсивность обслуживания; 

1 2,μ μ  – параметры гиперэрланговского закона рас-
пределения времени обслуживания 

ρ  – коэффициент загрузки системы; 

λτ  – средний интервал между поступлениями тре-
бований; 

μτ  – среднее время обслуживания; 

( )s+Φ  – преобразование Лапласа ФРВ времени 
ожидания; 

( )ψ s+  – первая компонента спектрального разло-
жения; 

( )s−ψ  – вторая компонента спектрального разло-
жения; 

( )tχ  – характеристическая функция случайной ве-
личины ξ  с произвольной функцией распределения 
C(t). 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Для моделирования трафика современных сетей те-
лекоммуникаций широко используются экспоненциаль-
ные распределения, куда входят распределения Вейбул-
ла, гамма, логнормальное, гиперэкспоненциальное, ги-
перэрланговское и др., у которых при определенных 
значениях параметров коэффициенты вариации случай-
ных величин больше или равно 1 ( 1cτ ≥ ) или же мень-
ше 1 ( 1cτ < ). Коэффициент вариации, больший 1 сви-
детельствует о том, что вероятность появления больших 
значений случайной величины значительно выше, чем у 
классического экспоненциального распределения, а 
меньший 1 – наоборот.  

Как известно, например, из [1], для системы G/G/1 
среднее время ожидания определяется выражением  

 
2 2 2λ μ (1 ρ) / λ

22(1 ρ) / λ
D D IW

I
+ + −

−
= − . (1)

 

Следовательно, первое слагаемое в правой части (1) 
связано с коэффициентами вариаций интервалов по-
ступления и обслуживания квадратичной зависимо-
стью. Второе слагаемое в правой части (1) остается в 
общем случае неизвестным и вполне вероятно, что оно 
может зависеть от моментов интервалов поступления и 

времени обслуживания более высокого порядка, чем 
первые два. Поэтому при анализе СМО G/G/1 необхо-
димо учитывать не только первые два момента случай-
ных интервалов времен поступления и обслуживания, 
но и моменты более высокого порядка.  

Теперь перейдем к определению гиперэрланговско-
го закона распределения. Распределение с плотностью  

 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>
−
λλ

α= ∑ λ−
−

0,0

0,
)!1(
)( 1

t

te
k

tkk
tf

R

i

tk

i

k
iiii

i ii
i

, 
1

1
R

i
i=

α =∑   

 

называют гиперэрланговским порядка R и обозначают 
HER [1]. Гиперэрланговское распределение представ-
ляет собой вероятностную смесь нормированных рас-
пределений Эрланга порядка k с функцией плотности 

вида 
1( )( )

( 1)!

k
k t

k
k k tf t e

k

−
− λλ λ

=
−

 и является наиболее об-

щим распределением неотрицательных непрерывных 
случайных величин, поскольку имеет коэффициент 
вариации τc  в интервале от 0 до ∞ [5].  

В данной работе мы ограничимся гиперэрлангов-
ским распределением 2-го порядка при 2ik =  с функ-
цией плотности  

 
( ) ( )1 22 22 2

1 24 4 1t tf t p te p te− λ − λ= λ + − λ . (2)
 

в связи с тем, что при 3≥ik  дальнейщие выкладки 
становятся чрезвычайно трудоемкими. 

Как будет показано ниже, коэффициент вариации 
для такого распределения 1 / 2cτ > . Распределение 
(2) в научной литературе обозначают через НE2. Оно 
содержит три параметра 0<p<1, 1 2λ , λ 0>  и таким 
образом, позволяет аппроксимировать произвольные 
входные распределения на уровне трех первых мо-
ментов с использованием известного метода момен-
тов. Ниже будет показано, что распределение НE2, как 
и H2 однозначно может определяться как двумя, так и 
тремя первыми моментами.  

Объектом исследования является СМО типа 
G/G/1. 

Предметом исследования является среднее время 
ожидания в обычной системе HE2/HE2/1 и в системе 
HE2/HE2/1 со сдвинутыми гиперэрланговскими вход-
ными распределениями. 

Целью работы является получение решения в замк-
нутой форме для основной характеристики системы – 
среднего времени ожидания требований в очереди для 
обычной системы массового обслуживания HE2/HE2/1 и 
HE2/HE2/1 со сдвинутыми с гиперэрланговскими вход-
ными распределениями второго порядка. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В работе ставится задача нахождения решения для 
времени ожидания требований в очереди в СМО 
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HE2/HE2/1 и построения механизма аппроксимации про-
извольных законов распределений гиперэрланговским.  

Для исследования системы G/G/1 как известно, 
например, из [1–4], используется интегральное урав-
нение Линдли. Одна из форм уравнения Линдли вы-
глядит так: 

 

( ) ( ) ( )d , 0;

0, 0.

y
W y u C u y

W y

y
−∞

⎧
⎪ − ≥

= ⎨
⎪

<⎩

∫  

 
Важно заметить, что такая интегральная форма 

уравнения Линдли имеет место только для неотрица-
тельных значений аргумента y, т.к. для отрицатель-
ных значений аргумента функция ( ) 0W y ≡ .  

При кратком изложении метода решения ИУЛ бу-
дем придерживаться подхода и символики автора [1], 
как это было проделано в работах автора [6, 7] с ги-
перэкспоненциальными входными распределениями. 
Для этого через ( )A s∗  и ( )B s∗  обозначим преобразо-
вания Лапласа функций плотности распределения 
интервалов между поступлениями и времени обслу-
живания соответственно. Суть решения ИУЛ методом 
спектрального разложения состоит в нахождении для 
выражения ( ) ( )* * 1A s B s− ⋅ −  представления в виде 
произведения двух множителей, которое давало бы 
рациональную функцию от s. Следовательно, для на-
хождения закона распределения времени ожидания 
необходимо следующее спектральное разложение: 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s+ −− ⋅ − = ψ ψ , где ( )ψ s+  и ( )s−ψ  
некоторые рациональные функции от s, которые мож-
но разложить на множители. Функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  
должны удовлетворять следующим условиям соглас-
но [1]: 

 
1. для ( )Re s 0>  функция ( )s+ψ  является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости; 
2. для ( )Re s D<  функция ( )s−ψ  является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости, D –
некоторая положительная константа, опреде-
ляемая из условия: 

( )
lim Dtt

a t

e−→∞
< ∞ . 

  (3) 

 
Кроме того, функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  должны обла-

дать следующими свойствами: 
 

( )
( ) ;1lim

0Re,s
=

ψ+
>∞→ s

s
s

 
( )

( ) 1lim
Re,

−=
ψ−

<∞→ s
s

Dss
. (4)

 
Построение функций ( )s+ψ  и ( )s−ψ  с учетом ус-

ловий (3) и (4) будет продемонстрировано ниже. 
 

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 
Используемый в работе метод спектрального раз-

ложения решения ИУЛ впервые подробно представ-
лен в классике теории массового обслуживания [1], а 
впоследствии применялся во многих работах, включая 
[2, 3]. Другой подход к решению ИУЛ использован в 
[4]. Здесь вместо термина «спектральное разложение» 
использована факторизация, а вместо функций ( )s+ψ  
и ( )s−ψ  – компоненты факторизации ( ),z t+ω  и 

( ),z t−ω  функции 1 ( )z t− ⋅χ .  Такой подход для полу-
чения конечных результатов для системы HE2/HE2/1 
менее удобен, чем подход, описанный в [1] и проиллю-
стрированный многочисленными примерами. 

Метод спектрального разложения решения ИУЛ 
также применен для исследования систем с гиперэкспо-
ненциальными входными распределениями в работах 
[6–8]. В то же время, научной литературе, включая web-
ресурсы специализированных журналов [13, 14], автору 
не удалось обнаружить результаты по времени ожида-
ния для СМО с гиперэрланговскими входными распре-
делениями 2-го порядка общего вида (2). 

Кроме того, в научной литературе нет упоминаний о 
СМО со сдвинутыми входными распределениями, или 
же другими словами СМО с запаздыванием во времени. 
Впервые результаты по СМО с запаздыванием для клас-
сической системы M/M/1 со сдвинутыми экспоненци-
альными распределениями опубликованы в работе авто-
ра [9]. Результаты [9] позволили развить теорию метода 
спектрального разложения решения ИУЛ на смеси 
сдвинутых вправо от нулевой точки нормированных 
распределений Эрланга, т.е. на сдвинутое гиперэрлан-
говское распределение. Таким образом, в основу данной 
статьи легли работы [1, 6, 9]. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В СМО HE2/HE2/1, интервалы между соседними 
требованиями входного потока распределены по за-
кону: 

 
( ) ( )1 22 22 2

1 24 4 1t ta t p te p te− λ − λ= λ + − λ , (5)
 

а время обслуживания –  
 

( ) ( )1 22 22 2
1 24 4 1t tb t q te q te− μ − μ= μ + − μ . (6)

 
Преобразование Лапласа функции (5) имеет вид: 
 

( ) ( )
2 2

1 2

1 2

2 2
* 1

2 2
A s p p

s s
⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ + λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (7)

 
а функции (6) –  

( ) ( )
2 2

1 2

1 2

2 2
* 1

2 2
B s q q

s s
⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ μ + μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (8)
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Перейдем к определению спектрального разложе-
ния решения ИУЛ в виде отношения двух рациональ-
ных функций ( ) ( ) ( ) ( )sssBsA −+ ψψ=−⋅− /1**  в случае 
распределений (5) и (6) с учетом преобразований Ла-
пласа (7) и (8), а сами функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  в от-
дельности могут быть определены только после полу-
чения полного разложения. Получим следующее вы-
ражение для отношения: 

 
( )
( ) ( )

( )

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

2 2
1

2 2

2 2
1 1.

2 2

s
p p

s s s

q q
s s

+

−

⎡ ⎤ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ⎢ ⎥× + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ + μ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Первый сомножитель в правой части в квадратных 

скобках равен: 
 

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1

2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2
1 2

2
0 1 2

2 2
1 2

2 2
1

2 2

16 16 4

2 2

1 16 16 4

2 2

,
2 2

p p
s s

p s s

s s

p s s

s s

a a s a s

s s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

λ λ − λ λ + λ
= +

λ − λ −

− λ λ − λ λ + λ
+ =

λ − λ −

− +
=

λ − λ −

 

 
здесь использованы промежуточные параметры 

2 2
0 1 216a = λ λ , ( )1 1 2 1 216 [ 1 ]a p p= λ λ λ + − λ , 

( )2 2
2 1 24[ 1 ]a p p= λ + − λ . 
Аналогично представим второй сомножитель: 
 

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1

2 2
1 2
2 2 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2
1 2

2
0 1 2

2 2
1 2

2 2
1

2 2

16 16 4

2 2

1 16 16 4

2 2

,
2 2

q q
s s

q s s

s s

q s s

s s

b b s b s

s s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ⎢ ⎥+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ + μ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

μ μ + μ μ + μ
= +

μ + μ +

− μ μ + μ μ + μ
+ =

μ + μ +

+ +
=

μ − μ −

 

 
здесь использованы промежуточные параметры 

2 2
0 1 216b = μ μ , ( ) ]1[16 21211 μ−+μμμ= qqb , 

( )2 2
2 1 24[ 1 ]b q q= μ + − μ . 
Тогда искомое выражение для спектрального раз-

ложения будет иметь вид: 

( )
( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0 1 2 0 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2

2 2 2 2
.

2 2 2 2

a a s a s b b s b ss
s s s s s

s s s s

s s s s

+

−

− + + +ψ
= −

ψ λ − λ − μ + μ +

λ − λ − μ + μ +
−

λ − λ − μ + μ +

 
(9)

 
Многочлен в числителе в правой части разложения 

(9) как правило всегда имеет один нуль 0s =  [1]. 
В данном случае свободный член разложения также 
равен 0: 2 2 2 2

0 0 1 2 1 2256 0a b − λ λ μ μ ≡ . В числителе дроби в 
правой части разложения получили многочлен вось-
мой степени 

7 6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1 0( )s s c s c s c s c s c s c s c− − − − − − − − , коэф-

фициенты которого равны: 
 

0 0 1 1 0 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

256 [ ( )
( )],

c a b a b= − − λ λ μ μ λ λ μ +μ −

−μ μ λ + λ
 

( )
( )

2 2 2 2
1 0 2 1 1 2 0 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2

64[

] 256

( ),

c a b a b a b= − + − λ λ μ +μ +

+μ μ λ + λ − λ λ μ μ ×

× λ λ −λ μ −λ μ −λ μ −λ μ +μ μ

 

2 2 2 2
2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2
2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

64{[ ( )]

( ) ( )( )

( )]} 256 ( ),

c a b a b= − − λ λ +μ μ λ + λ ×

× μ +μ − λ λ + λ λ μ +μ +

+μ μ λ + λ + λ λ μ μ λ + λ −μ −μ

 

2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

16[ ( )( )]
64[( )( )( )

( ) ( ) 4 ],

c a b= − λ λ +μ μ + λ +λ μ +μ +

+ λ + λ μ +μ λ λ +μ μ −

−λ λ μ +μ −μ μ λ + λ − λ λ μ μ

  (10) 

4 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

16[( )( 4 ) ( )

( 4 ) ( )( )],

c = λ + λ λ λ + μ μ − μ +μ ×

× λ + λ + λ λ +μ μ + λ + λ μ +μ
 

5 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

16[( )( )

4( )],

c = λ + λ μ +μ −λ λ −μ μ −

− λ + λ +μ +μ
 

6 1 2 1 24( )c = λ + λ −μ −μ . 
 
Данные коэффициенты получены с помощью вы-

полнения символьных операций математического 
пакета Mathcad над числителем разложения (9), т.к. в 
числителе разложения получается 90 слагаемых, и 
вручную обработать и привести подобные члены по-
сле раскрытия скобок довольно проблематично. Воз-
можно поэтому эта задача решалась впервые. 

Выделим многочлен в числителе разложения 
 

7 6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1 0s c s c s c s c s c s c s c− − − − − − − ,      (11) 

 
т.к. определение его корней и работа с ними является 
важным моментом метода спектрального разложения 
решения ИУЛ.  

Исследование многочлена (11) с коэффициентами 
(9) с использованием формул Виетта подтверждает 
наличие четырех отрицательных действительных 
корней либо двух отрицательных действительных 
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корней и двух комплексно сопряженных корней с от-
рицательными вещественными частями, а также трех 
положительных действительных корней либо одного 
положительного и двух комплексно сопряженных 
корней с положительными вещественными частями. 
Исследуем знак младшего коэффициента многочлена 
(11). После несложных преобразований получим  

 
( )

( )
0 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1

256 { [ 1 ]

[ 1 ]},

c p p

q q

= λ λ μ μ μ μ λ + − λ +

+λ λ μ + − μ
 

следовательно, 0 0c > . С учетом знака минус в много-
члене перед коэффициентом 0c , формулы Виетта не 
противоречат факту наличия четырех отрицательных 
корней у многочлена (11). В общем же случае, нали-
чие таких корней следует из существования и единст-
венности спектрального разложения [1] или же фак-
торизации [4]. 

Обозначив корни многочлена (11) с отрицатель-
ными вещественными частями для удобства через 

1 2 3 4, , ,s s s s− − − − , а с положительными веществен-
ными частями через 5 6 7, ,s s s , отношение 

( ) ( )ss −+ ψψ /  окончательно можно разложить на сле-
дующие множители: 

 
1 2 3 4 5 6 7

2 2 2 2
1 2 1 2

( )( )( )( )( )( )( )( )
( ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )

s s s s s s s s s s s s s s ss
s s s s s

+

−

− + + + + − − −ψ
=

ψ λ − λ − μ + μ +
.  

 
Поэтому с учетом условий (3), (4) за функцию 

ψ ( )s+  примем  
 

1 2 3 4
2 2

1 2

( )( )( )( )
[( 2 ) ( 2 ) ]

ψ ( )
s s s s s s s

s
s s

s s+
+ + + +

+ + μ
=

μ
, 

 
т.к. нули многочлена (11): 0s = , 1 2 3 4, , ,s s s s− − − − , и 
полюсы 12μs = − , 22μs = −  лежат в области 
Re( 0)s ≤ , а за функцию 
 

( ) 2 2
1 2 5 6 7ψ (2 ) (2 ) / [( )( )( )]s s s s s s s s s− = − λ − λ − − − − . 

 
Теперь выполнение условия (3) для построенных 

функций ( )ψ s+  и ( )ψ s−  очевидно. Это подтверждает 
и рисунок, где отображены нули и полюсы отношения 

( ) ( )ψ /ψs s+ −
 на комплексной s – плоскости для ис-

ключения ошибок построения спектрального разло-
жения. На рисунке полюсы отмечены крестиками, а 
нули – кружками. 

Теперь остается проверить выполнение условий 

(4): имеем 
( )

s

ψ s
lim 1;

s
+

→∞
=  

( )
s

ψ s
lim lim 12

s
4

24s

s
s

−

→∞ →∞
=

−
= − , 

следовательно, условия (4) для построения спек-
трального разложения также выполнены. 

 

 
Рисунок 1 – Нули и полюсы функции ( ) ( )ψ / ψs s+ −   

для системы HE2/HE2/1 
Далее по методике спектрального разложения оп-

ределим постоянную  
( ) 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2 20 0 1 2 1 2

( )( )( )( )lim lim .
( 2 ) ( 2 ) 16s s

s s s s s s s s s s s s sK
s s s
+

→ →

ψ + + + +
= = =

+ μ + μ μ μ
 

 
Постоянная K определяет вероятность того, что 

поступающее в систему требование застает ее сво-
бодной. Функция ( )s+ψ  позволяет найти преобразо-
вание Лапласа ФРВ времени ожидания ( )yW :  

( ) ( )
2 2

1 2 3 4 1 2
2 2
1 2 1 2 3 4

( 2 ) ( 2 )
16 ( )( )( )( )

s s s s s sKs
s s s s s s s s s s+

+

+ μ + μ
Φ = =

ψ μ μ + + + +
. 

 
Следовательно, преобразованием Лапласа для 

функции плотности времени ожидания будет функция 
( )ss +Φ⋅ , т.е.  

( )
2 2

1 2 3 4 1 2
2 2
1 2 1 2 3 4

( 2 ) ( 2 )*
16 ( )( )( )( )

s s s s s sW s
s s s s s s s s

+ μ + μ
=

μ μ + + + +
.    (12) 

 
Среднее время ожидания в очереди равно значе-

нию производной от преобразования Лапласа (12) 
функции плотности со знаком минус в точке 0s = : 

( )
1 2 3 4 1 20

* 1 1 1 1 1 1

s

dW s
ds s s s s=

− = + + + − −
μ μ

. 

 

Окончательно, среднее время ожидания в очереди 
для СМО НE2/НE2/1: 

 

1 2 3 4 1 2

1 1 1 1 1 1W
s s s s

= + + + − −
μ μ

.            (13) 

 
Из выражения (13) также можно определить дис-

персию времени ожидания. Вторая производная от 
преобразования (13) в точке 0=s  дает второй на-
чальный момент времени ожидания, что позволяет 
определить дисперсию времени ожидания. Учитывая 
определение джиттера в телекоммуникациях как раз-
брос времени ожидания [10], тем самым получим 
возможность его определения через дисперсию. Это 
является важным результатом для анализа трафика, 
чувствительного к задержкам. 

Теперь перейдем к задаче аппроксимации закона 
распределения (5) по аналогии с [11, 12] с использо-
ванием двух первых моментов. Для этого воспользу-
емся свойством преобразования Лапласа воспроизве-
дения моментов и запишем начальные моменты до 
второго порядка для распределения (5):  
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( ) ,1

21 λ
−

+
λ

=τλ
pp                         (14) 

 
( )2

2 2
1 2

13
2

pp
λ

⎡ ⎤−
τ = +⎢ ⎥

λ λ⎢ ⎥⎣ ⎦

.                      (15) 

 
Рассматривая равенства (14) и (15) как запись ме-

тода моментов, найдем неизвестные параметры рас-
пределения (5) p,, 21 λλ . Система двух уравнений 
(14), (15) при этом является недоопределенной, по-
этому к ней добавим выражение для квадрата коэф-
фициента вариации: 

 
2 2

2
2

( )
( )

c λ λ
λ

λ

τ − τ
=

τ
,                         (16) 

как связующее условие между (14) и (15). Кроме того, 
коэффициент вариации будем использовать в расче-
тах в качестве входного параметра системы. 

Исходя из вида уравнения (14) положим  
 

λτ=λ /21 p , λτ−=λ /)1(22 p               (17) 
 
и потребуем выполнения условия (16). Подставив вы-
ражения (14), (15) и частное решение (17) в (16) и ре-
шив уравнение относительно параметра p, выберем 

одно нужное значение: 
2

2
2(1 ) 31

2 8(1 )
cp

c
λ

λ

+ −
= +

+
. Отсюда 

следует, что коэффициент вариации .2/1>λc  Таким 
образом, получено частное решение недоопределен-
ной системы уравнений (14) и (15) методом подбора. 
Аналогично поступив с законом распределения (6), 
определяем его неизвестные параметры q,, 21 μμ . 

Такой же подход к аппроксимации законов рас-
пределения гиперэкспоненциальным распределением 
применен в работах автора [5–7]. Таким образом, ги-
перэрланговский закон распределения может опреде-
ляться полностью двумя первыми моментами и пере-
крывать весь диапазон изменения коэффициента ва-
риации от 1/ 2  до ∞ , что шире, чем у гиперэкспо-
ненциального распределения ),1( ∞ .  

Учитывая тот факт, что распределение НE2 является 
трехпараметрическим, аппроксимацию можно выпол-
нить и на уровне трех первых моментов. Для этого за-
пишем выражения для начального момента третьего 
порядка, полученное через преобразование Лапласа (7): 

 
( )

3
2

3
1

3 133
λ
−

+
λ

=τλ
pp .                          (18) 

 
Теперь присоединив уравнение (18) к уравнениям 

моментов (14) и (15) и решив систему трех нелиней-
ных уравнений с тремя неизвестными в пакете Math-
cad находим все три параметра. Как показано в работе 
[5] на примере гиперэкспоненциальных входных рас-

пределений, аппроксимация с использованием двух 
первых моментов в отличие от трех моментов, может 
занижать величину среднего времени ожидания до 
10% в зависимости от загрузки и величины третьего 
момента. 

Перейдем к исследованию системы HE2/HE2/1 со 
сдвинутыми входными распределениями, т.е. к сис-
теме с запаздыванием во времени. 

Рассмотрим систему, образованную двумя пото-
ками с функциями плотностей распределения интер-
валов вида: 

– для входного потока 
 

( ) ( )1 0 2 02 ( ) 2 ( )2 2
1 0 2 04 ( ) 4 1 ( )t t t ta t p t t e p t t e− λ − − λ −= λ − + − λ − ,  (19) 

– для времени обслуживания 
 

( ) ( )1 0 2 02 ( ) 2 ( )2 2
1 0 2 04 ( ) 4 1 ( )t t t tb t q t t e q t t e− μ − − μ −= μ − + − μ − . (20) 

Такую систему обозначим через 2 2HE / HE /1− − .  
Нас интересует среднее время ожидания для систе-

мы 2 2HE / HE /1− − . 
Утверждение. Спектральное разложение 
( ) ( ) ( ) ( )sssBsA −+ ψψ=−⋅− /1**  для системы с за-

паздыванием 2 2HE / HE /1− −  имеет точно такой же вид, 
что и для обычной системы HE2/HE2/1: 

 
1 2 3 4 5 6 7

2 2 2 2
1 2 1 2

( )( )( )( )( )( )( )( )
( ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )

s s s s s s s s s s s s s s ss
s s s s s

+

−

− + + + + − − −ψ
=

ψ λ − λ − μ + μ +
. 

 
Доказательство. Для системы 2 2HE / HE /1− −  спек-

тральное разложение будет иметь вид: 
 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

0

0

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

2 2
1

2 2

2 2
1 1

2 2

2 2
1

2 2

2 2
1 1.

2 2

t s

t s

s
p p e

s s s

q q e
s s

p p
s s

q q
s s

+

−

−

⎡ ⎤ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ⎢ ⎥× + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ + μ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ μ⎢ ⎥× + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ + μ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Здесь показатели степени у экспонент обнуляются 

и тем самым операция сдвига в спектральном разло-
жении полностью нивелируется. Таким образом, 
спектральные разложения решения интегрального 
уравнения Линдли для двух систем совпадают. Ут-
верждение доказано.  

Теперь мы можем воспользоваться для новой сис-
темы результатами для обычной системы HE2/HE2/1, 
но прежде необходимо определить числовые характе-
ристики распределений (19) и (20). Для этого вос-
пользуемся свойством преобразования Лапласа про-
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изводить моменты. Преобразование Лапласа функции 
(19) имеет вид: 

 

( ) ( ) 0

2 2
1 2

1 2

2 2
* [ 1 ]

2 2
t sA s p p e

s s
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ

= + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ + λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
Значение первой производной функции ( )A s∗  со 

знаком минус в точке s=0 равно  
 

( )
0

1
2

1
1

0
)1(* tpp

ds
sdA

s
+λ−+λ=− −−

=

. 

 
Отсюда среднее значение интервалов между со-

седними требованиями будет равно  
 

0
1

2
1

1 )1( tpp +λ−+λ=τ −−
λ .                     (21) 

Значение второй производной функции ( )sA *  в 
точке s=0 дает второй начальный момент интервала 
поступления  

 

2 2
0 0 2 2

1 2 1 2

(1 ) 3 3(1 )2 [ ]
2 2

p p p pt tλ
− −

τ = + + + +
λ λ λ λ

.           (22) 

 

Отсюда определим квадрат коэффициента вариа-
ции интервалов поступления: 

 

2 2
2 1 1 2 1 2

2
0 1 2 1 2 1

2 (1 2 )( )
2[ ( ) ]

p p p
c

t p
λ

λ − λ λ + − λ −λ
=

λ λ − λ −λ + λ
.         (23) 

 

Аналогично определяем среднее время обслуживания  
 

0
1

2
1

1 )1( tqq +μ−+μ=τ −−
μ ,                    (24) 

 

второй начальный момент времени обслуживания 
 

2 2
0 0 2 2

1 2 1 2

(1 ) 3 3(1 )2 [ ]
2 2

q q q qt tμ
− −

τ = + + + +
μ μ μ μ

,          (25) 

 

и квадрат коэффициента вариации времени обслужи-
вания: 
 

2 2
2 1 1 2 1 2

2
0 1 2 1 2 1

2 (1 2 )( )
2[ ( ) ]

q q q
c

t q
μ

μ − μ μ + − μ −μ
=

μ μ − μ −μ +μ
.        (26) 

 

Рассматривая выражения (21)–(23) как запись ме-
тода моментов, найдем неизвестные параметры рас-
пределения (5) p,, 21 λλ . Система двух уравнений 
(21), (22) при этом является недоопределенной, по-
этому к ней добавим выражение для квадрата коэф-
фициента вариации (23) в виде связующего условия. 
Исходя из вида уравнения (21), положим  

 
1 02 / ( )p tλλ = τ − , 2 02(1 ) / ( )p tλλ = − τ −             (27) 

 
 

и потребуем выполнения условия (23). Подставив вы-
ражения (21), (22) и частное решение (27) в (23), ре-
шаем полученное уравнение четвертой степени отно-
сительно параметра p, с учетом условия 0 1p< < , а 
затем определяем из (27) параметры 1λ  и 2λ . 

Поступая аналогично с выражениями (24)–(26), 
определяем неизвестные параметры распределения 
(20) 1 2, ,q μ μ  с учетом условия 0 1q< < . Таким обра-
зом, алгоритм расчета среднего времени ожидания 
при заданных входных параметрах 0, , , ,c c tλ μ λ μτ τ  
сводится к последовательному решению указанных 
уравнений. Далее определяем коэффициенты много-
члена (11) и находим нужные корни с отрицательны-
ми вещественными частями 1 2 3 4, , ,s s s s− − − − . Под-
ставив абсолютные значения этих корней в выраже-
ние (13) определяем среднее время ожидания. Нали-
чие таких корней обусловлено существованием и 
единственностью спектрального разложения. Прове-
денные многочисленные эксперименты только под-
тверждают данный факт.  

Теперь оценим влияние параметра сдвига 0 0t >  на 
числовые характеристики распределений (19) и (20). 
Нас интересует прежде всего квадрат коэффициента 
вариации, т.к. среднее время ожидания в системе 
G/G/1 связано с коэффициентами вариаций квадра-
тичной зависимостью (1). 

Квадрат коэффициента вариации для распределе-
ния (5) равен 

 
2 2

2 1 1 2 1 2
2

1 1 2

2 (1 2 )( )
2[ ( )]

p p p
c

p
λ

λ − λ λ + − λ − λ
=

λ − λ − λ
.         (28) 

 
Сравнивая выражения (23) и (28) убеждаемся, что 

операция сдвига во времени уменьшает коэффициент 
вариации интервалов поступлений в 

0 1 2

1 2
1

[ (1 ) ]
t

p p
λ λ

+
λ − + λ

 раз. Аналогично обстоит дело и с 

коэффициентом вариации времени обслуживания – 

уменьшение в 0 1 2

1 2
1

[ (1 ) ]
t

q q
μ μ

+
μ − +μ

 раз. Следовательно, 

система с запаздыванием обеспечивает меньшее вре-
мя ожидания по сравнению с обычной системой при 
одинаковой загрузке ρ . Это замечательный результат 
в теории СМО! 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Ниже в таблицах 1 и 2 приведены результаты рас-
четов в пакете Mathcad среднего времени ожидания 
для системы НE2/НE2/1 по полученной расчетной 
формуле (13) для случаев малой, средней и высокой 
нагрузки 0,1; 0,5; 0,9ρ = . 
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Таблица 1 – Результаты для времени ожидания при 
коэффициентах вариаций ),( μλ cc , меньших 1 

Входные пара-
метры Среднее время ожидания 

ρ  ),( μλ cc  Для системы 
HE2/HE2/1 

Для системы 
E2/E2/1 

0,1 (0,71;0,71) 0,02 0,02 
0,5 (0,71;0,71) 0,40 0,39 
0,9 (0,71;0,71) 4,40 4,36 

 
 

Таблица 2 – Результаты для времени ожидания 
при коэффициентах вариаций ),( μλ cc , больших 1 

Входные па-
раметры Среднее время ожидания 

ρ  ),( μλ cc  
Для систе-

мы 
HE2/HE2/1 

Для системы 
H2/H2/1 

(2;2) 0,34 0,45 
(4;4) 1,68 1,78 0,1 
(8;8) 7,16 7,11 
(2;2) 3,98 4,04 
(4;4) 16,53 16,13 0,5 
(8;8) 66,73 64,18 
(2;2) 36,21 36,20 
(4;4) 145,31 144,83 0,9 
(8;8) 580,56 577,86 

Коэффициент загрузки в данном случае определя-
ется отношением средних интервалов /μ λρ = τ τ . Рас-
четы проведены для нормированного времени обслу-
живания 1μτ = . В табл. 1 приведены результаты для 
коэффициентов вариаций ),( μλ cc , меньших 1, а в 
табл. 2 – больших 1. При этом для сравнения исполь-
зованы известные результаты для СМО E2/E2/1 и 
H2/H2/1 соответственно. 

В таблице 3 приведены результаты расчета для 
системы 2 2HE / HE /1− − . 

 
Таблица 3 – Результаты экспериментов для СМО 

- -
2 2HE / HE / 1  и HE2/HE2/1 

Входные пара-
метры Среднее время ожидания 

Для системы - -
2 2HE / HE / 1  

ρ  ( ; )c cλ μ  

t0=0,9 t0=0,5 t0=0,1 

Для сис-
темы 

HE2/HE2/1 

(0,71;0,71) 0,01 0,01 0,02 0,02 
(2;2) 0,29 0,32 0,33 0,34 
(4;4) 1,21 1,55 1,66 1,68 0,1 

(8;8) 4,93 6,48 7,05 7,16 
(0,71;0,71) 0,27 0,31 0,39 0,40 

(2;2) 2,32 3,15 3,82 3,98 
(4;4) 9,35 12,94 15,85 16,53 0,5 

(8;8) 37,50 52,13 63,96 66,73 
(0,71;0,71) 3,06 4,11 4,39 4,40 

(2;2) 24,42 33,36 35,88 36,21 
(4;4) 97,71 133,3 143,8 145,31 0,9 

(8;8) 390,90 532,7 574,5 580,56 
 

С уменьшением значения параметра 0t  среднее 

время ожидания в системе 2 2HE / HE /1− −  стремится к 
среднему времени ожидания в системе HE2/HE2/1, что 
подтверждает полную адекватность и достоверность 
полученных результатов. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТЫ 

Как видно из таблиц 1 и 2, результаты в обеих случа-
ях достаточно близки к известным результатам. Данные 
табл. 3 подтверждают адекватность и достоверность 
проведенных выше математических выкладок. 

Выражение (13), полученное впервые с использова-
нием классического метода спектрального разложения 
решения интегрального уравнения Линдли, справедливо 
для определения среднего времени ожидания как для 
обычной системы HE2/HE2/1, так и для системы с запаз-
дыванием 2 2HE / HE /1− − . Оно расширяет и дополняет 
известную формулу (1), а также расширяет область при-
менения СМО за счет уменьшения коэффициентов ва-
риаций интервалов поступления и времени обслужива-
ния до 1 / 2  – для обычной системы, и до 0 – для сис-
темы с запаздыванием и тем самым позволяет перекры-
вать диапазон их изменения от 0 до ∞. 

 
6 ОБСУЖДЕНИЕ 

В работе получено аналитическое решение для 
среднего времени ожидания для системы HE2/HE2/1 с 
использованием символьных операций пакета Math-
cad. Это же решение позволяет его использовать для 
системы с запаздыванием 2 2HE / HE /1− − . Используя 
предложенный подход, помимо среднего времени 
ожидания, можно определить дисперсию и моменты 
высших порядков времени ожидания.  

Полученный результат, с одной стороны, дополня-
ет систему Н2/Н2/1, а с другой стороны, расширяет 
диапазон изменения коэффициентов вариаций интер-
валов поступлений и времени обслуживания от 1 / 2  
до ∞ . Для убедительности, данные расчетов для сис-
темы HE2/HE2/1 сравниваются с результатами для 
систем E2/E2/1 и Н2/Н2/1, что демонстрирует их доста-
точную близость. 

 
ВЫВОДЫ 

Научная новизна полученных результатов за-
ключается в том, что впервые получены спектральные 
разложения решения интегрального уравнения Линд-
ли для рассматриваемых систем и с помощью спек-
тральных разложений выведены расчетные выраже-
ния для среднего времени ожидания в очереди для 
этих систем в замкнутой форме. Эти выражения рас-
ширяют и дополняют формулу (1) для среднего вре-
мени ожидания для систем G/G/1 с произвольными 
законами распределений входного потока и времени 
обслуживания.  

Практическое значение работы заключается в 
том, что полученные результаты с успехом могут 
быть применены в современной теории телетрафика, 
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где задержки пакетов входящего трафика играют пер-
востепенную роль. Для этого необходимо знать чи-
словые характеристики интервалов входящего трафи-
ка и времени обслуживания на уровне двух первых 
моментов, что не вызывает трудностей при использо-
вании современных анализаторов трафика [8]. 

Перспективы дальнейших исследований про-
сматриваются в продолжении исследования систем 
G/G/1 с другими общими входными распределениями 
и в расширении и дополнении формулы (1) для сред-
него времени ожидания. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто задачу виведення рішення для середнього часу очікування в черзі в замкнутій формі для зви-

чайної системи з гіперерлангівськими вхідними розподілами другого порядку і системи зі зсунутими гиперерлангівськими 
вхідними розподілами. 

Мета роботи – отримання рішення для основної характеристики системи – середнього часу очікування вимог в черзідля 
системи масового обслуговування типу G/G/1 зі звичайними із зсунутими з гіперерлангівськими вхідними розподілами дру-
гого порядку. 

Метод. Для вирішення поставленого завдання використаний класичний метод спектрального розкладання рішення інтеграль-
ного рівняння Ліндлі, який дозволяє отримати рішення для середнього часу очікування для розглянутих систем у замкнутій формі. 
Метод спектрального розкладання рішення інтегрального рівняння Ліндлі займає важливу частину теорії систем G/G/1. Для прак-
тичного застосування отриманих результатів використаний відомий метод моментів теорії ймовірностей. 

Результати. Вперше отримано спектральні розкладання рішення інтегрального рівняння Ліндлі для обох систем, за до-
помогою яких виведені розрахункові вирази для середнього часу очікування в черзі для вищевказаних систем в замкнутій 
формі. Такий підхід дозволяє розрахувати середній час очікування для зазначених систем в математичних пакетах для ши-
рокого діапазону зміни параметрів трафіку. Усі інші характеристики систем є похідними від середнього часу очікування. 

Висновки. Показано, що гіперерлангівський закон розподілу другого порядку, як і гіперекспоненційний є трипарамет-
ричним, може визначатися як двома першими моментами, так і трьома першими моментами. Вибір такого закону розподілу 
ймовірностей обумовлений тим, що його коефіцієнт варіації охоплює більш широкий діапазон, ніж у гиперекспоненційному 
розподілі. Для зсунотого гіперерлангівського закону розподілу коефіцієнт варіації охоплює ще більш широкий діапазон, ніж 
у звичайного. Введення зсунутих у часі розподілів розширює сферу застосування СМО з урахуванням відомого факту з тео-
рії масового обслуговування, що середній час очікування пов’язаний з коефіцієнтами варіацій інтервалів надходжень і часу 
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обслуговування квадратичною залежністю. Метод спектрального розкладання рішення інтегрального рівняння Ліндлі для 
системи масового обслуговування з гіперерлангівськими вхідними розподілами другого порядку дозволяє отримати рішен-
ня в замкнутій формі і це рішення публікується вперше Отримане рішення доповнює і розширює відому формулу теорії 
масового обслуговування для середнього часу очікування вимог в черзі для системи масового обслуговування типу G/G/1. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: гіперерлангівський закон розподілу, інтегральне рівняння Ліндлі, метод спектрального розкла-
дання, перетворення Лапласа. 
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ABSTRACT 

Context. The problem of finding the solution for the mean waiting time in a closed form for a conventional system with hyperar-
langian input distributions of second order and for system with shifted hypererlangian input distributions is considered. 

Objective is obtaining a solution for the main characteristic of the system-the average waiting time for queuing requirements for 
a queuing system of the type G/G/1 with normal and with shifted hypererlangian input distributions of the second order. 

Method. To solve this problem, we used the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral 
equation, which allows one to obtain a solution for the mean waiting time for of the systems under consideration in closed form. The 
method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral equation occupies an important part of the theory of systems 
G/G/1. For the practical application of the results obtained, the well-known method of moments of probability theory is used. 

Results. For the first time, spectral decompositions of the solution of the Lindley integral equation for both systems were ob-
tained, with the help of which the calculated expressions for the average waiting time in the queue for the above-mentioned systems 
in closed form were derived. This approach allows us to calculate the average latency for these systems in mathematical packages for 
a wide range of traffic parameters. All other characteristics of the systems are the derived from the average waiting time. 

Conclusions. It is shown that the hypererlangian distribution law of the second order, like the hyperexponential, which is three-
parameter, can be determined by both the first two moments and the first three moments. The choice of such a law of probability 
distribution is due to the fact that its coefficient of variation covers a wider range than the hyperexponential distribution. For the 
shifted hypererlangian distribution law, the coefficient of variation covers an even wider range. The introduction of shifted distribu-
tions extends the scope of the QS with considering the well-known fact from queuing theory, that the average waiting time is related 
to the coefficients of variations in the intervals of receipts and the time of service by a quadratic dependence. The method of spectral 
decomposition of the solution of the Lindley integral equation for a queuing system with hypererlangian input distributions of the 
second order makes it possible to obtain a solution in closed form and this solution is published for the first time. The solution ob-
tained supplements and extends the well-known queuing theory formula for the average waiting time in the queue for a queuing sys-
tem of type G/G/1. 

KEYWORDS: hypererlangian distribution law, Lindley integral equation, spectral decomposition method, Laplace transform.  
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ABSTRACT 
Context. The article summarizes the statistical learning theory to evaluate the long-term operation results of the automated 

speaker recognition system of critical use (ASRSCU) taking into account the features of the system’s operation object and the 
structural specificity of such a class of recognition systems. 

Objective. The goal of the represented work is the development of a complex set of methods for the ASRSCU’s quality 
parameters stabilization during its long-term operation. 

Method. The article formulated set of methods for the ASRSCU’s operational risks estimation of its long-term operation. In 
particular, the dependence of the risk  of an incorrect speaker recognition on the features space dimension is described. Based on the 
formulated measure of informativity, obtained a set of methods to analyze the training sample to identify examples that lead to 
increased risk. The influence of the phenomenon of the drift of the speech signal parameters on the quality indicators of the ASRSCU 
is described analytically. An estimation of the operation duration of the ASRSCU, during which it is impractical to re-train its the 
classifier, is carried out. Recommendations for choosing an optimal ASRSCU’s classifier are formulated from the position of its 
complexity minimization, taking into account the risks of the ASRSCU’s long-term operation and the possibility of re-training. 

Results. Represented in the article theoretical results are verified by the DET-curves experiments  data, which summarize the 
information from long-term experiments with the ASRSCU, in which, during the features space configuration were taken into 
account the features based on the power normalized cepstral coefficients based and the features based on the spectral-temporal 
receptive fields theory. Within the framework of the created theoretical concept, an estimation of the influence of the features space 
configuration and the type and complexity of the classifier on the stability of the ASRSCU’s quality parameters during its long-term 
operation has been carried out. 

Conclusions. For the first time the theoretically analyzed the problem of average risk minimization by empirical operation results 
of a ASRSCU, where, unlike existing approaches, non-stationary input data with the drift of individual speech signals features and 
the characteristic parameters of the recognition system classifier were taken into account, which allowed to estimate the risk’s 
confidence interval for conditions for re-training sessions. 

KEYWORDS: automated speaker recognition system of critical use, experiment planning theory, factor analysis, statistical 
learning theory. 

ABBREVIATIONS 
ASRSCU is automated speaker recognition system of 

critical use; 
CNN is a convolution neural network; 
STRF is a spectral-temporal receptive fields; 
VAD is a voice activity detection; 

NOMENCLATURE 
Δ  is a impulsive variable; 
Ω  is a parameter of temporal impulse filter 

responses; 
α  is a set of parameters of the classifier; 
ε  is a accuracy of classifier training; 
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θ  is a phase of spectral impulse filter feedback; 
1κ  is a weight constant; 

2κ  is a time constant; 

3κ  is a constant, which set the CNN parameters; 

4κ  is a constant, which set the CNN parameters; 

5κ  is a constant, which set the CNN parameters; 

6κ  is a constant, which set the CNN parameters; 

7κ  is a training rank; 

nξ  is a set of n  independent, equally distributed 
random variables; 

ρ  is a probability that, at least in one of the N  
functions ( )kzQ α, , Nk ,,1…= , the upper limit of the 
risk maxR  exceeds mR ; 

τ  is a mathematical expectation of the interval 
between sequences of re-training; 

ϕ  is a phase of spectral impulse filter feedback; 
( )…φ  is a function of estimation of the drift degree of 

the input data; 
ω  is a density parameter of the spectral impulse 

response filters; 
( ){ }ii yx ,  is a the element of the training sample, X  

and Y  are the set of empirical input and output data of the 
system; 

δ−1  is a reliability of the classifier’s training; 
u
nb  is a offset for n -i source map, 

d  is a degree of complexity of the training algorithm; 
( )ω,1 tF  is a SNRF-individual feature; 
( )ω,2 tF  is a SNRF-individual feature; 
( )ktF ,3  is a SNRF-individual feature; 

f  is a frequency; 
( )lG  is a measure of the learning process complexity; 
( )xg  is a classification function; 

h  is a measure of Vapnik-Chervonenkis; 
ĥ  is a Gilbert transformation; 

Sh  is a spectral impulse response; 

sch  is a spectral scale factor; 

Тh  temporal impulse response; 

rth  is a temporal scale factor; 
( )fth ,  is a impulse response of each filter in bank; 
Н  is a class of hypotheses of indicator functions g ; 
i  is a iterator; 
( )…I  is a informative measure of rejection of 

empirical data from educational; 
j  is a iterator; 
( )hLq  is a loss function, which describes the average 

difference between a random variable Y  and ( )Xh ; 

( )hLq
ˆ  is a empirical risk; 

l  is a basic length of the training sample; 
ml  is a expected average durability of the recognition 

system exploitation term without re-training; 
m  is a iterator; 

1uM −  is a number of entrance maps; 
n  is a iterator; 
Nω  is a number of elements sch ; 

kN  dimension of the feature ( )3 ,F t k ; 
k  is a iterator; 
О  is a degree of sufficiency of the training sample; 
αP  is a probability of the first kind errors of 

ASRSCU; 
βP  is a probability of the second kind errors of 

ASRSCU; 
P  is a unknown probabilities distribution; 

1P  is a empirical risks by sampling 1S  subset А ; 

2P  is a empirical risk by sampling 2S  subset А ; 

( )lP "  is a function of estimating the marginal size of 
the initial sample; 

rP  is a probability of a situation, when testing the 
system on a plurality m  of elements, the empirical risk 

eR  will exceed the threshold value of risk trR ; 

( )Q …  is a set of corresponding indicator functions; 
R  assessment of empirical risk eR ; 
( )αR  is a functional risk; 
( )αeR  is a functional of empirical risk; 

gR  is a risk of incorrect classification when training a 
classifier on a sample from which elements were removed 
at the initial sample length, estimated by the error rate; 

mR  is a threshold value of the risk, determined by the 
testing results; 

maxR  is a upper limit of risk; 
( )θϕωΩ ,,,,, ftSTRF  is a operation of allocation of 

SNRF features; 
t  is a time; 

u
mnw ,  is a convolution core between m -input and n -

output source maps; 
u
mx  is a input feature map m  of a layer u ; 
( )fty ,  is a SNRF spectrogram; 
( )ftyA ,  is a model of hair cells work; 
( )ftyC ,  is a affine wavelet transform of the speech 

signal frame ( )ts ; 
( )ftyLIN ,  is a model of the lateral inhibitory 

network; 
u
ny  is a output feature map n  of a layer u ; 

( ){ }lii zzyxzZ ,,,, 21 …==  is a set of empirical data. 
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INTRODUCTION 
The automated speaker recognition system of critical 

use [1], as well as all speaker recognition systems, 
performs the speaker’s person recognition by analyzing 
the individual attributes isolated from the phonogram with 
the recording of the speech signal. Of course, the speaker 
is characterized by the pronunciation variability, due both 
to internal and external factors. To the internal speech 
variability factors, we will relate the style, tempo and 
volume of speech. External speech variability factors are 
characterized by the type and level of noise in the acoustic 
and hardware channels of the speech signal propagation, 
as well as distorted perception of the speech signal due to 
the reverberation of the speaker’s spatial surroundings. 
Also highlighted such high-level individual characteristics 
of speech as dialect and speech style, which manifests 
itself in the acoustic characteristics of the speech signal 
and the tempo of speech. To establish in ASRSCU the 
potential for distinguishing internal variability factors, 
taking into account the high-level individual 
characteristics and resistance to external variability 
factors, can be used in the systematic approach to forming 
the features space, the selection and parameterization of 
classifier, the formation of a training sample and the 
regulation of the training process. There are other 
"extreme" volatility sources of the amplitude-frequency 
characteristics of the speech signal due to the state of the 
speaker’s health, the acoustic parameters and the 
geometry of the room where the system is operate, the 
parameters and the location of the microphones. 
However, these types of variability are so significantly 
distorting the meaning of informative speech recognition 
features that they are reasonably easily identifiable and 
taken into account when deciding on the result of a speech 
recognition session, taking into account the degree of 
distortion and the scope of use and the type of the 
recognition system. 

However, the study [2] showed that during prolonged 
use of the speaker recognition system, the speech signal 
parameters drift is due to simple normal physiological 
processes in the articulatory apparatus of the human, as a 
result of which the time difference between the training 
session of the ASRSCU classifier and the recognition 
session can significantly affect the quality system 
performance. Consequently, the possible critical use of 
the speaker recognition system necessarily requires the 
study of the influence of the operating time on the 
qualitative performance indicators of the recognition 
system in order to stabilize them. 

The object of study is the individual features of the 
process of human speech activity and the process of 
hearing perception of speech signals by a human being 
and their analysis by the auditory cerebral cortex. 

The subject of study is the methods of the pattern  
recognition theory for the modeling of the recognition 
system, the methods of the statistical training theory for 
the analysis of the risks arising from the long-term use of 
the recognition system, the methods of the neural 
networks theory for the implementation of the optimal 

classifier for the recognition system and methods of 
spectral-temporal receptive fields to describe the process 
of perception speech signals to the acoustic cerebral 
cortex of a human. 

The purpose of the work is to estimate the risks of 
long-term operation of the ASRSCU and to propose 
measures to reduce them. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Let there exist an abstract teacher who offers the 
ASRSCU’s classifier a finite set of examples of an 
unknown indicator function g  over the domain Х . On 
the basis of a sequence of examples ( ){ }ii yx , , li ,,1…= , 

Xxi ∈ , Yyi ∈ , where ( )ii xgy = , mi ≤≤1 , and 
RX ⊂ , { }1,0=Y , randomly selected in accordance with 

an unknown distribution of probabilities above Х , it is 
necessary to train a classifier with given accuracy 0>ε  
and reliability δ−1 . Suppose the existence of an 
unknown probabilities distribution Р  over YX × , a 
classifying function ( ) ( )xXYExg ==  and a limited 
trainning sample with examples ( ){ }ii yx , , li ,,1…= , 
where ( )ii yx ,  are taken independently, respectively Р  
over YX × . The classifying function belongs to the 
hypothesis class Н , which does not necessarily contain 
g . Determine the loss function ( )hLq , which describes 
the average difference between the random variable Y  

and ( )Xh : ( ) ( )
1−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

qq
q XhYEhL , and the empirical 

risk ( )hLqˆ : ( ) ( )( )∑
=

−
−

−=
l

i

qq
iiq xhylhL

1

1
1

ˆ , where the 

1≥q  averaging takes place in accordance with P . If we 
take into account ( )XgY = , then the loss function will 
take the form ( ) ( )PLq

q
hghL −=  , that is qL  the norm 

over Р . Suppose the existence of a classifier training 
algorithm, a coincidence ( )δε ,l  for examples of a 
training sample, for any objective function g  and any 
probability distribution Р  on Х , if the hypothesis is 

Hh∈ˆ  fulfilled ( ) ε+≤ *
,

ˆ
qgq LhL  with probability greater 

than δ−1 , where  ( )PLHh
qg

q
hgL −=

∈
inf*

,  – the loss of 

the optimal hypothesis Н . This assumption suggests that 
it is possible to minimize the empirical risk by using the 
classifier training algorithm, which ĥ  is the result of a 
choice h  with Н  a minimum value ( )hLqˆ , and 
formulate the purpose of the training procedure as the 
choice of an element from Н , which minimizes the 
generalization error ( ) ( )∫= zdPzHR  based on empirical 

data ( ){ }lii zzyxzZ ,,,, 21 …== . Next in the article, we 
will develop the concept formulated above in direction of 
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identifying the relationship between the performance 
indicators of the ASRSCU and the training process 
parameters and the recognition system classifier 
parameters for its long-term operation. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

In the theory of pattern recognition, one of the applied 
applications of which is the speaker recognition systems, 
one of the central problems is to minimize the average 
risk based on the analysis of empirical data, which 
developed into the theory of statistical learning [3]. In this 
theory, many complex problems are investigated, in 
particular, the restoration of dependencies and 
distributions density (pattern recognition) and the 
interpretation of the indirect experiments results. As 
already noted, the speech signal parameters are inherent 
in drift, which over time leads to a decrease in the 
qualitative characteristics of the ASRSCU. In studies 
[4.5] a hypothesis is formulated on the insignificant effect 
of the drift of the speech signal parameters on the quality 
of speaker recognition and is proposed to be compensated 
by introducing a number of corrective coefficients. So in 
[6] on the basis of the assumption of constant in time, but 
a small absolute value of the drift of the speech signal 
characteristic parameters, its probabilistic estimation is 
based on the study of the sequence of recognition sessions 
results and the upper limit of the degree of drift with the 
given error probability is estimated and taking into 
account the recognition system classifier training 
algorithm, but the question of the influence of the number 
of evaluated data on the reliability of the estimates isn’t 
investigated. The paper [7] describes a method for 
determining the maximum drift rate allowed for a 
corresponding recognition system classifier, among 
which, however, there are no neural networks. In papers 
[8, 9], the phenomenon of drift recognizes and formulates 
the requirements for optimizing the parameters of the 
speaker recognition system classifier re-training process 
stating, in particular, the requirements regarding the 
phonetic composition of language materials for re-
training, thereby reducing the total amount of study 
sample. In work [10] the influence of “extreme” 
variations of speech signals on the quality of the speaker 
recognition system is estimated, and the permissible 
limits of variation of spectral individual parameters are 
estimated. However, in all the aforementioned works, a 
priori assumptions are made about the nature and 
parameters of drift in speech signals, therefore, an urgent 
task is the generalization of the theory of statistical 
learning to the problem of a speech signal parameters drift 
in the long-term operation of the speaker recognition 
system. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

In an unknown distribution ( )yxP ,  you can only 

estimate the empirical risk ( )∑
=

−=
l

i
ie zQlR

1

1 . This goal 

can be achieved by adjusting the parameters of the 

classifier α  according to the condition 
( )lRe ,minarg* α=α

α
, evaluating the complexity of the 

training process as ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><
≤=

− ,,!
,,2

1 dlifdl
dliflG d

l
, where 

1+d  – the smallest size of the set, under which the 
condition ( ) llG 2=  is violated. 

On the basis of the foregoing, we consider the 
problem of minimizing the risk functional 

( ) ( ) ( ) Λ∈αα=α ∫ ,, zPzQR , (1)
as a task of minimizing the functional of empirical risk 

( ) ( ) Λ∈αα=α ∑
=

− ,,
1

1
l

i
ie zQlR  (2)

over a set of indicator functions ( ) { }1,0, =αzQ . In this 
case (1) is characterized by the probability of incorrect 
classification ( ){ }1, =α=α zQA , and (2) – by the 
frequency of occurrence of such an event. If all empirical 
data z  are taken from the same distribution, then with 
probability η−1  simultaneously for all N  functions from 
a set ( )kzQ α, , Nk ,,2,1 …= , inequality is performed 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .lnlnR211

lnln

1

1
max

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ρ−α++

⋅ρ−+α=α<α

−

−

Nl

NlRRR

ke

kekk
  

(3) 

The equation (3) allows us to describe the dependence 
of the incorrect classification risk on the factor space 
dimension, which can be reduced by applying, in 
particular, the principal component analysis [11], thus 
reducing the computational complexity of the recognition 
task. However, in the context of the critical use of the 
recognition system, the increase in the wrong 
classification risk is unacceptable, which can be prevented 
by removing examples that increase risk from the training 
sample. This operation is proposed to be carried out on 
the basis of Shannon’s informativeness [12]: 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) .

1ln12ln
1

11
1

−

−−

−

⋅++−κ+=

sp

pssspddsRRg  (4) 

If the parameters of the initiating probability 
distribution are unknown, then it is suggested to use the 
test to identify the distribution point in the context of the 
speaker’s identity, which will be recognized by the 
ASRSCU [13]: 

( ) ( ) ( )( )( )( )5.0
21212121 5.01,5.0minsup, −+−+−=φ PPPPPPPP

A

, (5) 

where ( )2121 ,5.0sup SSdistSS =−  – the empirical 
measure of the distance between the samples 1S  and 2S . 
This test also allows us to determine the marginal sample 

size ( )( ) ( ) 225.0.2, ε≤ε>φ ldl elPSP  and the boundary of 
the second kind of errors probability 

( )( ) ( ) 225.0.
21

2 2, ε≤ε>φ ldl elSSP . (6)
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In addition to the parameters of the training procedure 
on the quality parameters of the ASRSCU, the drift of the 
speech signal parameters is also influenced by the 
physiological changes in the speech apparatus of the 
human. If ASRSCU will operate for a long time, the 
quality of recognition will decrease, as the initiating 
distribution of input data will change. Next, we call this 
phenomenon a drift of a compatible distribution ( )yxP , . 
The theory of machine learning regulates the definition of 
the adequacy of the amount of training sample О  for 
“drifting” data in the form ( )12 log −− δ+ε= dO  [13]. 
However, the relevance of the relationship of drift with 
the empirical and true risk is relevant. Assume that the 
recognition is performed by the Bayesian classifier in 
terms of deterministic connection ( ) { }1,0, ∈yxP . If the 
example provided for classification ix  is close to the the 
training sample data ε<+ ixxmin , then the 
classification is carried out in accordance with a reliable 
estimate of conditional probability, and the error 
probability is ( ) ( ){ } 0,,,min ≈BxPAxP , and informative 

ix  – ( ) 1≈kI , ( ) ( )kkkkk xzzzyyPkI ,,,,log 121 −=−= …�  
which defines the deviation degree of the input data from 
the data of the training sample. That is, if ix  is mach 
different from the data of the training sample, then the 
error probability can be estimated as ( ) ( ) 5.02 ≈BPAP , 
and informative ( ) 2≈kI . In the field of drift, these 
indicators will generally take a form 

( ) ( ){ } 1,,,max ≈BxPAxP , ( ) ∞→kI . Consequently, there 
is a link between the need for re-training of the classifier 
and the value of empirical risk, embodied in the value of 
informativity. When creating critical systems, risk 
management is necessary, so we will combine the re-
training operation with the situation of exceeding the 
value of the empirical risk of some threshold. That is, we 
will carry out repeated training if with a probability ρ  in 
at least one of an N  functions ( )kzQ α, , Nk ,,1…=  the 
upper limit of risk exceeds the thresholds by the testing 
results on the sample no less than from the m  elements: 

( ) mk RR >αmax , or by revealing this relation: 

( ) ( ) mlkelke RKRKR >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α+++α −1211 , where 

( ) 1lnln −ρ−= lNKl , ml ≥ . Given the previous 

transformations we obtain ( ) lmmke KRRR 2−>α , or 
 

( ) ( ) 1lnln2 −ρ−−>α lNRRR mmke . (7)
 

Inequality (7) describes the ratio of empirical risk to 
threshold values for any one ml ≥ . If the recognition 
system is used, then based on the generalization of the 
results of its work for a certain time you can calculate the 
empirical risks ( )keR α  for the various classes of system 
parameters, for example, the length or content of the 

passphrase, the number of microphones for its recording, 
acoustic space parameters where the system is operating, 
etc. If for some class the empirical risk exceeds the 
threshold ( ) trke RR ≥α , then for the data of this class, you 
need re-training. 

Let’s describe the probability of a situation when after 
testing a system on a set of elements the empirical risk 
will exceed the threshold trR : 

⎣ ⎦⎡ ⎤
( )⎡ ⎤ ( )( ) ( )⎣ ⎦

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

=≤≤
∑ trtr

tr

Rl
k

lR
k

m

mRl trNk
r RR

lR
l

Р 1

1
1sup αα . (8)

where unknown true risks ( )kR α  are used, the limit 
values of which can be obtained by analyzing the 
empirical risks, but taking into account the limited sample 
size, these estimates will be understated. However, it is 
possible to obtain a reliable lower boundary r  providing 
for a monotonous increase in the likelihood of re-training 

rP  with growth ( )kR α . Let ( )1, ≥ξ nn  be a sequence of 
intervals between the re-training procedures of the 
recognition system, measured in the number of 
recognition sessions performed. Assume that nξ  – 
independent randomly distributed probability variables, 
then the probability that re-training will occur through 
sessions will describe by { } r

t
n Рqtp 1−==ξ , where 

rРq −=1 , and the probability that re-training will occur 
no more than through the sessions we describe like 
{ } t

n qtp −=≤ 1ξ . The mathematical expectation of the 
interval between sequences of re-training will describe by 

( ) ( )( )∑∑ ∑∑
∞

=

−−
∞

=

∞

=

−
∞

=

− =−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==ξμ=τ

1

11

1

1

1

1 1
t

r
t

t
r

tx

x

t
r

t
n РqqРqРtq  

1

1

1 −
∞

=

− == ∑ r
t

t Рq , from where the expected average 

operation duration of the recognition system without re-
training is 1−=τ= rm mРml . Also, we obtain the 
mathematical expectation of the number of re-training 

procedures for sessions: ( ) ( )∑
∞

=
≤=

1n
n tsptH , 

( ) r
t

РttH =τ= −−

∞→

11lim . 

Determine the effect of re-training on some limited 
positive rational function ( ) 0>> tgG  taking into 
account the corrective operator Ψ . For a given rР  
correction, the evaluation (8) is based on the 
decomposition of a complex phenomenon on a complete 
set of incompatible events ( ) ( ) ( )BAPBPAP

B
∑= : 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ,111

sup

11

5.0

1
t

rr

kkek
Nk

aaРNaaNР

RRRP

−−

−

≤≤

−−+−<

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ε>αα−α
. (9)
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where mqea
25.0 ε−= . Using inequality (9) we establish a 

connection between ε  and reliability taking into account 
that 

( ) ( ) m
rr qeNРaaaNР

25.01
00

1
0 1 ε−−− ⇒+ρρ<⇒−>ρ  

( ) 1
00

−+ρρ< rNР : 

( )( )( )( )1
00

1
0 1ln2 −− −+ρρ−=ε>ε rr РNРm . (10)

We simplify inequality (9) taking into account the fact 
that the values а  and ( ) 11 −− а  decreases with growth ε  
determine what value ensures reliability ρ−1 , 0ρ>ρ , 
taking into account that 

( )( ) mNqeqNqa mttt 21
0

5.0
0 5.0

2
ε−⇒υ−ρ<⇒+ρ>ρ −ε−  

( ) ( )( )( )11
0ln +−−ρ−ρ< tqN : 

( )( ) ( ) ( )( )rPtNm −+−ρ−ρ−=ε>ε −− 1ln1ln2 1
0

1
1 . (11)

Using the above considerations, we obtain on the basis 
of (9) taking into account (11) the expression to determine 
the true risk: 
 

( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ εα++ε+α<α −1

11 211 kekek RRR  

( ) ( ) ( )( )×ρ−ρ−+α= +−−− 11
0

1 ln2 t
ke qNmR  

( ) ( ) ( )( )( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ρ−ρ−α++×

−+−−− 5.011
0

1 ln2211 t
ke qNmR .

(12)

and generalizing (10) and (11) we obtain the constraints 
on the choice 0ρ  for (12): 

( ) ( )( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−+ρ+ρ++>ρ>ρ − 1145.05.0

21
0

t
rr

t
r qPNNPqPN . (13)

We formulate measures on the practical use of the 
aforementioned theory of the risk assessment of ASRSCU 
taking into account the procedure of the classifier re-
training as a result of the drift of the speech signal 
parameters. In the context of the foregoing, ASRSCU 
requires a classifier designed to take into account the 
balance between the reduction of the empirical risk and 
the increase in the difference between the empirical and 
true risk with increasing complexity of the classifier, by 
which we mean the capacity of the set of input data that 
the classifier is capable of recognizing. The indicated 
balance is proposed to be ensured by minimizing the 
upper limit of true risk for the specified values of 
reliability and duration of the training sample. Based on 
[14] we formulate a kind of indicator function that 
minimizes empirical risk with probability ρ−1 : 
 

( ) ( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε++ε+≤≤ε− −14115.05.0 lRlRRlR eee , (14)

where ( ) ( )( ) ( )ρ−+=ε −−− 24.0ln412ln4 111 llhhll . 
If the re-training procedure is implemented, it’s 

expedient to minimize the true risk, and estimate the limit 
of the empirical risk for the specified re-training risk. It 

has been previously grounded that re-training of the 
classifier with reliability ρ−1  willn’t occur, if ρ−>1tq , 
that allows (14) to obtain an analytical expression for 
calculating the boundary that describes the effect of re-
training on the choice of a classifier: 

( ) ( )( ) +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε++ε+≤ −14115.0 mRmRR eer  

( ) ( )( )⎣ ⎦( )11ln1ln5.0 −−ρ−ε+ rPm . 
(15)

Consequently, the authors proposed a set of measures 
for assessing the operational risks of long-term use of 
ASRSCU. In particular, using (3) describes the 
dependence of the risk of incorrect classification from the 
dimension of the factor space. Based on the formulated 
measure of informativity with the help of (4) it is possible 
to analyze the study sample on the presence of examples 
that lead to increased risk. With the help of (8) we 
describe the influence of the phenomenon of drift of input 
parameters on the qualitative performance indicators of 
the ASRSCU, and with the help of (13) an estimation of 
the operation duration of the ASRSCU is performed, 
during which it is impractical to re-train the classifier. 
Also (15), it is possible to choose the optimal classifier on 
the position of minimizing its complexity, taking into 
account the risks of long-term use of the ASRSCU and 
the possibilities of re-training. In general, the above-
mentioned material for the first time comprehensively 
describes the problem of minimizing the average 
operation risk of the ASRSCU under empirical data, 
generalized taking into account nonstationary input data 
with drift patterns and parameters of the recognition 
system classifier. The limits of confidence intervals of 
risk are calculated taking into account the procedures of 
classifier re-training. 

 
4 EXPERIMENTS 

The statistical data for the empirical assessment of the 
adequacy of the above theoretical concepts for the 
operational risks analysis of the ASRSCU is obtained on 
the basis of the analysis of the results of long-term use of 
ASRSCU at the Department of Computer Control 
Systems of Vinnytsia National Technical University. The 
mentioned ASRSCU has a classical architecture, which 
includes a block of preliminary speech signal processing, 
a block of informative features allocation and a 
classification block. 

In the pre-processing block, the detection of speech 
activity intervals in phonograms was performed using a 
two-channel VAD algorithm [16]. Intervals of linguistic 
activity lasting 3 seconds were segmented into frames of 
duration 30 ms with 15 ms shift. To compensate for the 
Gibbs effect, the signal was weighed by the Hemming 
window. Effects of channel distortions at the factor level 
were offset by the calculation of the cepstral mean 
subtraction and, taking into account the sufficient duration 
of the analysis frameworks, the implementation of the 
feature warping [17]. 
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In the block of informative features extraction from 
each of the received from the block of preliminary 
processing frames extracted 19 normalized by the power 
cepstral coefficients [18], their energy and their first and 
second derivatives. Also, for the presentation of speech 
signals, the position of the theory of spectral-temporal 
receptive fields was used, which describes the work of the 
human auditory system with the involvement of the 
results of psychoacoustic and neuropsychological studies 
of the peripheral and central auditory system of mammals 
in the spectral and temporal spaces [19, 20]. The STRF-
description of the speech signal included two stages. At 
the first stage, the auditory spectrum was obtained as a 
result of the simulation of the peripheral auditory system. 
At the second stage on the basis of the first stage results 
the high-level representations of linguistic representations 
as the results of simulation of the auditory cortex of the 
central nervous system of human ware synthesized. 

For the implementation of the first stage, an affine 
wavelet transform ( )ftyC ,  of the speech signal frame 
( )ts , was initially carried out, which was passed through 

a bank of cochlear filters: ( ) ( ) ( )fthtsfty tC ,, ∗= , where 

t∗  – is a convolution operation in the time space. Further, 
the work of hair cells ( )ftyA ,  was modeled, which was 
consistently performed: the operation of high-frequency 
filtration to emulate the process of converting sound 
pressure into the speed of hairs; nonlinear compression 
operation ( )ug ; low frequency filtering operation ( )tw  to 
emulate phase blocking of the auditory nerve: 

( ) ( )( ) ( )twftygfty tCtA ∗∂= ,, . Next, the work of the 
lateral inhibitory network of the cochlear nucleus 

( )ftyLIN ,  was modeled in the form of a frequency 
selection operation, for which the partial derivative of the 

( )ftyA ,  frequency was passed through a half-period 
rectifier: ( ) ( )( )0,,max, ftyfty AfLIN ∂= . And the first 
stage was ended by receiving the auditory spectrogram 
( )fty ,  by convolution ( )ftyLIN ,  in the time space with 

a short-term window function ( )2,κμ t : 

( ) ( ) ( )2,,, κμ∗= tftyfty tLIN , where ( )
1

2,
−κ−=τμ tet . In 

Fig. 1 we can visually compare examples of Fourier and 
STRF-spectrograms. 

  

 
Figure 1 – Visual representation of a speech signal: a, b – Fourier spectrographs of the speech signal without / with noise 

respectively; c, d – STRF spectrograms of the speech signal without / with noise respectively 
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The ongoing second phase was based on obtaining the 
STRF-function as a result of the combination Sh  and Тh : 

TS hhSTRF ⋅= , where ( ) ( ) ( ) θω+θω=θω sin,ˆcos,,, fhfhfh scscS , 

( ) ( ) ( ) ϕΩ+ϕΩ=ϕΩ sin,ˆcos,,, ththth rtrtT . Operation 
( )θϕωΩ ,,,,, ftSTRF  on a spectrograph ( )fty ,  describes 

like ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ϕΩ⋅θω∗=θϕωΩ ,,,,,,,,,, thfhftyftSTRF TStf , 

where tf∗  is the convolution operation in both time and 
frequency spaces. Fig. 2 shows a scalable STRF 
representation of one of the speech signal frames from 
Fig. 1 in rtsc hh  space and MFCC- representation of the 
same frame. 

In the investigated ASRSCU from the frames of the 
speech signal, according to the results of the STRF 
analysis, three informative features were distinguished. 
The first feature ( )ω,1 tF  was obtained by summing the 
values of all elements of the STRF representation in 

rtsc hh  spaces: 
( ) ( )∑∑

Ω
ωΩ=ω

f
ftSTRFtF 0,0,,,,,1 , (16)

where ω=ω N,,2,1 … , ωN  – is the number sch  elements, 
and the values of the phase parameters ϕ  and θ , given 
their small informativity for a speaker recognition task 

[19], was considered equal to 0 for a simplification of 
calculations. The second feature was obtained by 
logarithm ( )ω,1 tF :  

( ) ( )( )ω=ω ,log, 12 tFtF . (17)
The third STRF feature was obtained using the 

discrete cosine transform (DCT) [20] to ( )ω,2 tF : 

( ) ( ) ( )1

1
23 2cos,, −

ω
=ω

πωω= ∑
ω

kNtFktF
N

, (18)

where kNk ,,2,1 …= , ω≤ NNk . 
Thus, the vector of informational attributes for one 

frame of the input speech signal after its processing 
consisted of 79 elements that are visually represented in 
the form of a spectrogram-like structure, where the axis of 
the ordinates is postponed by the number of frames along 
the abscissa, the values of the ordinate axes correspond to 
the numbers of informative features, and the intensity of 
the color shows the value of the corresponding features 
within the frame, multiplied by the corresponding 
weighting factor. Such a way of presenting informative 
features is due to the type of ASRSCU classifier.  

 

 

 
Figure 2 – Visual representation of a speech signal: a, b – MFCC-presentation of speech recording without noise / with noise; c, d – 

STRF-representation of spectrographs of speech recording without noise / with noise in space rtsc hh  
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In the classification block of the ASRSCU, a 
convolutional neural network [21] was implemented. Its 
architecture is designed taking into account the 
recommendation (15) regarding the complexity of the 
recognition system classifier, taking into account the features 
space parameters, operating conditions and the purpose of 
the ASRSCU. The structure of network (see Fig. 3) includes 
two convolution layers for features extraction, two sub-
sampling layers to reduce features dimension, two local 
normalization layers, three full-connected layers and 
finalized by an output SOFTMAX layer. 

The convolutional layer of the neural network 
performs a two-dimensional convolution operation of the 
fragment of the input image and a filter to extract the 
height-level features based on the activation functions of 
the Rectified Linear Units: 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+∗= ∑

−

u
n

M

m

u
m

u
mn

u
n bxwy

u 1

,,0max . To reduce the data 

dimension, the sub-sampling MAX-pooling type layers 
are used, at the outputs of which the maximum values of 
square pieces are obtained in size 33× , on which the 
input card is broken off without overlapping. In order to 
prevent a decrease in the network training process speed 
the Local Response Normalization procedure 
implemented, in which the normalized response ( )yxBu

n ,  

at the output of ( )yxyu
n ,  MAX-pooling sub-sampling 

layer at the position ( )yx,  is obtained as ( ) =yxBu
n ,  

( ) ( )
( )

( ) 6
4

4

5.0,min

5.0,0max

2
53 ,,

κ−
κ+

κ−= ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
κ+κ= ∑

nM

nn

u
n

u
n

u

yxHyxH , 

where uM  – is a total number of cores in the layer u , 
and the values 23 =κ , 54 =κ , 3

5 10−=κ , 75.06 =κ  
defined empirically. Dropout technology is implemented 
to prevent overhaul on the full-connected network layer. 
SOFTMAX classifier on the output layer of the network 
determines the probability distribution my  of membership 

of the central pixel of the input fragment mx  to С  

speakers classes like 
1

1

−

=

λλ
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

C

n
m nn eey , where 

( )∑
=

+∗=λ
M

m
nmmnn bxw

1
, , 100=M . For network training 

a stochastic gradient descent method with step 128 was 
used. The rule for updating weight kw  on k  iteration 
looks like kkk ww +Δ= ++ 11 , where 

kkkk wLw ∂∂κ−κ−Δ=Δ + 771 004.09.0  and kwL ∂∂  is a 
derivative. The initial values of the neuron weights on 
each layer were set using the zero mean Gaussian 
distribution with a standard deviation of 1. The training 
error was 0.0002. 

 
5 RESULTS 

The main purpose of the experiments carried out with 
the above-described ASRSCU was to assess the impact of 
the operation duration on the recognition system quality 
performance with the generalization of data on the 
informativity of the attributes space elements. For this 
purpose, the ASRSCU software was installed on three 
computers at the Department of Computer Control 
Systems of the Vinnytsia National Technical University, 
which operated for two years. Experiments were attended 
by 6 speakers (4 male and 2 female), each of whom 
conducted regular recognition sessions at least once every 
five days (total of over 2000 recognition sessions per 
speaker per study period) with fixation of results . The 
possible result of the recognition session was the correct 
speaker’s recognition, the speaker’s confusion (the first 
kind error, Miss) or denial access (second kind error, 
False Alarm). The results of experiments are presented in 
the form of detection error  trade-off curves,  which show 
the dependence of the likelihood of the first kind errors αP  
occurrence from the second kind errors βP  occurrence  

 

 
Figure 3 – Architecture of the ASRSCU’s convolutional neural network classifier 

79



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 

© Bisikalo O. V., Kovtun V. V., Yukhimchuk M. S., Voytyuk I. F., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-7 

probability, with the same threshold decision making 
recognition system’s classifier. In particular, Fig. 4 shows the 
DET curves depending βα PP  on the operation duration of 
the ASRSCU without the re-training of the classifier, to 
evaluate the drift of the individual features that characterized 
the speakers in the recognition process. 

Fig. 5 shows the DET curves for βα PP  compliance 
with the  recommendations  for the  re-training  frequency  
 
 

 
Figure 4 – DET curves βα PP  of ASRSCU depending on the 

duration of operation without re-training of the classifier 
 
 
 

 
Figure 5 – DET curves βα PP  of the ASRSCU, depending on 

the observance of the recommendations for the re-training 
frequency and the length of the training sample, taking into 

account the drift of individual speech parameters 

and the length of the training sample, taking into account 
the drift of individual speech parameters. Parameters of 
the periodicity of re-training and the length of the training 
sample were determined for the ASRSCU by the formulas 
(8) and (13) respectively. 

Fig. 6 shows the DET curves βα PP  depending on 
the configuration of the ASRSCU features space, which 
regularly passed re-training procedures with the 
parameters of the training sample, regulated by the above 
theoretical results. 

 

 
Figure 6 – DET curves βα PP  of the ASRSCU, depending on 

the feature space configuration 
 

The obtained DET curves confirm the theoretical 
assessments adequacy of the sufficiency of the classifier’s 
complexity to make decisions on the speaker personality 
of the ASRSCU, confirming the expediency of the re-
training procedure of the ASRSCU classifier and 
correctness determined on the basis of theoretical 
estimates of this procedure parameters. 

 

6 DISCUSSION 
The results of the experiments on a Fig. 4 show that 

the quality indicators of the ASRSCU during a long-term 
exploitation process are reduced stochastically without the 
possibility of identifying an adequate tendency that to 
some extent allows the use of the speaker recognition 
system for its intended purpose, but makes its critical 
application impossible, one of the conditions of which is 
predictability of the work results. 

The results shown in Fig. 5 clearly confirm the 
expediency of the re-training procedure of the classifier, 
whose parameters are regulated by the theoretical results 
obtained in part 4 of the article. It should be noted that, in 
addition to observing the periodicity of re-training, the 
obtained results reveal the relationship between the 
ASRSCU’s first and second kind errors probabilities and 
the composition and the size of the training samples used 
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for re-training. On the basis of the results analysis of a 
long-term exploitation of the ASRSCU, the effect the 
informative features drift on the quality of the system’s 
operation was found which provides objective material 
for optimization of the ASRSCU factor space by 
reevaluating the weight of the informative features, which 
are subsequently visualized before using the 
convolutional neural network classifier. 

The results shown in Fig.6 on the one hand show a 
greater informativeness of the features based on the 
power-normalized cepstral speech signals analysis. 
However, the features that result from the practical 
application of the theory of spectral-temporal receptive 
fields make up only about 4% of the features space, but 
not only can significantly increase the quality of the 
ASRSCU, but also make the DET curves more linear, that 
is, in general, stabilize the decision-making process by the 
system critical use. 

 

CONCLUSIONS 
In the article a theoretical analysis of the long-term 

operation process of the ASRSCU was conducted, on the 
basis of which the practical recommendations for the 
stabilization of the quality indicators of the recognition 
system are formulated. 

The scientific novelty of the obtained results can be 
attributed to the fact that for the first time a theoretical 
analysis of the problem of an average risk minimization 
has been made on the empirical operation results of the 
speaker recognition system for critical use, in which, 
unlike the existing approaches, non-stationary input data 
with drift patterns and characteristic features of the 
recognition system classifier are taken into account, 
which allowed to estimate the limits of the risk 
confidence intervals, provided that the re-training sessions 
were carried out. The practical consequence of the 
theoretical analysis is the formulated set of measures for 
assessing the operational risks of long-term use of the 
ASRSCU. In particular, using (3) the dependence of the 
wrong classification risk on the dimension of the factor 
space is described. Based on the formulated measure of 
informativity (4), an analysis of the training sample on the 
identification of elements that lead to increased risk was 
made. Using (8), we describe the influence of the 
phenomenon of drift of the speech signals parameters on 
the qualitative performance indicators of the ASRSCU. 
With the help of (13), an estimation of the operation 
duration of the ASRSCU was carried out, during which it 
was impractical to re-train the classifier. Applying (15) 
the optimal classifier was chosen from the position of 
minimization of its complexity, taking into account the 
risks of long-term use of ASRSCU and the possibility of 
re-training. In particular, the resulting ASRSCU-based 
convolutional neural network classifier has a compact 
structure and confirmed the predicted efficiency. The 
formulated recommendations correctness is confirmed by 
empirical results presented in the form of DET curves. 

Subsequent studies are planned to devote to the 
detection of the final potential of the spectral-temporal 

receptive fields theory in the context of the informative 
features for speaker recognition synthesis. As the results 
of experiments have shown, their use not only 
significantly increases the qualitative performance of the 
ASRSCU, but also make the DET curves more linear, 
that’s, in general stabilizes the decision-making process 
by a system of critical use. It is planned to investigate the 
potential of introducing into the list of information 
features used in the ASRSCU the human speech source 
parameters and to make the final factor space 
optimization. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. У статті узагальнюється теорія статистичного навчання для оцінювання результатів довготривалої експлуатації 

автоматизованої системи розпізнавання мовця критичного застосування (АСРМКЗ) із урахуванням особливостей об’єкту, із яким працює 
система, та структурної специфіки такого класу систем розпізнавання. 

Мета роботи. Розроблення цілісного комплексу заходів для стабілізації якісних параметрів АСРМКЗ при її довготривалій експлуатації. 
Метод. У роботі сформульовано комплекс заходів для оцінювання експлуатаційних ризиків тривалого використання АСРМКЗ. 

Зокрема, описано залежність ризику неправильної класифікації від розмірності факторного простору. Базуючись на сформульованій мірі 
інформативності, проаналізовано заходи щодо аналізу навчальної вибірки для виявлення прикладів, які призводять до зростання ризику. 
Аналітично описано вплив явища дрейфу параметрів мовних сигналів на якісні показники ефективності АСРМКЗ. Здійснено оцінювання 
тривалості експлуатації АСРМКЗ, на протязі якої здійснювати повторне навчання класифікатора недоцільно. Сформульовано рекомендації 
щодо вибору оптимального класифікатора АСРМКЗ з позиції мінімізації його складності із урахуванням ризиків тривалої експлуатації 
АСРМКЗ та можливістю процедури повторного навчання. 

Результати. Підтверджено адекватність отриманих у роботі теоретичних результатів представленими у вигляді DET-кривих даними, 
які узагальнюють інформацію від довготривалих експериментів із АСРМКЗ, у якій при формуванні конфігурації простору ознак 
враховувалися нормовані за потужністю кепстральні коефіцієнти та похідні від них характеристики і ознаки, отримані на основі теорії 
спектрально-темпоральних рецептивних полів. В рамках створеної теоретичної концепції проведено оцінювання впливу конфігурації 
простору ознак та виду і складності класифікатора на стабільність якісних параметрів АСРМКЗ при її довготривалій експлуатації. 

Висновки. Вперше теоретично проаналізовано проблему мінімізації середнього ризику по емпіричним результатам експлуатації 
системи розпізнавання мовця критичного застосування, де, на відміну від існуючих підходів, враховано нестаціонарність вхідних даних із 
дрейфом індивідуальних параметрів мовних сигналів та характеристичні параметри класифікатора системи розпізнавання, що дозволило 
оцінити межі довірчих інтервалів ризику за умови здійснення сеансів повторного навчання. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: автоматизована система розпізнавання мовців критичного застосування, планування експерименту, факторний 
аналіз, теорія статистичного навчання. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. В статье обобщается теория статистического обучения для оценки результатов длительной эксплуатации 

автоматизированной системы распознавания диктора критического применения (АСРДКП) с учетом особенностей объекта, с которым 
работает система, и структурной специфики такого класса систем распознавания. 

Цель работы. Разработка целостного комплекса мер по стабилизации качественных параметров АСРДКП при ее длительной 
эксплуатации. 

Метод. В работе сформулирован комплекс мер для оценки эксплуатационных рисков длительного использования АСРДКП. В 
частности, описано зависимость риска неправильной классификации от размерности факторного пространства. Основываясь на 
сформулированной степени информативности, сформулированы меры по анализу обучающей выборки для выявления примеров, которые 
приводят к росту риска. Аналитически описано влияние явления дрейфа параметров речевых сигналов на качественные показатели 
эффективности АСРДКП. Осуществлена оценка зависимости длительности эксплуатации АСРДКП, в течение которой осуществлять 
повторное обучение классификатора нецелесообразно. Сформулированы рекомендации по выбору оптимального классификатора АСРДКП 
с позиции минимизации его сложности с учетом рисков длительной эксплуатации АСРДКП и возможности процедуры повторного 
обучения. 

Результаты. Подтверждена адекватность полученных в работе теоретических результатов представленными в виде DET-кривых 
данными, которые обобщают информацию от длительных экспериментов с АСРДКП, в которой при формировании конфигурации 
пространства признаков учитывались нормированные по мощности кепстральные коэффициенты и производные от них характеристики и 
признаки, полученные на основе теории спектрально-темпоральных рецептивных полей. В рамках созданной теоретической концепции 
проведена оценка воздействия конфигурации пространства признаков и вида и сложности классификатора на стабильность качественных 
параметров АСРДКП при ее длительной эксплуатации. 

Выводы. Впервые теоретически проанализирована проблема минимизации среднего риска по эмпирическим результатам эксплуатации 
системы распознавания диктора критического применения, где, в отличие от существующих подходов, учтена нестационарность входных 
данных с дрейфом индивидуальных параметров речевых сигналов и характерные параметры классификатора системы распознавания, что 
позволило оценить пределы доверительных интервалов риска с условием осуществления сеансов повторного обучения. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: автоматизированная система распознавания диктора критического применения, планирование эксперимента, 
факторный анализ, теория статистического обучения. 
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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Проведено дослідження актуальної задачі розроблення інформаційних моделей представлення нечітких 
знань для інформаційних технологій на прикладі різних прикладних задачах, які зустрічаються при функціонуванні соціо-
економічних систем із застосування апарату нечітких множин, нечіткої логіки і системного підходу.  

Метою даної роботи є розроблення інформаційних моделей представлення нечітких знань для прийняття управлінських 
рішень при функціонуванні соціо-економічних систем в умовах невизначеності за вхідними експертними оцінками. 

Об’єктом дослідження є процес моделювання нечітких знань на основі функцій належності для вхідних експертних оці-
нок за критеріями.  

Предметом дослідження є методи і моделі представлення нечітких знань для прийняття рішень в умовах невизначенос-
тей.  

Метод. Вперше запропоновано інформаційне моделювання нечітких знань на основі функцій належності оцінок за кри-
теріями і їх можливістю застосування для різних прикладних задач. Удосконалено модель представлення нечітких знань для 
оцінювання платоспроможності підприємств та інвестиційних проектів, сформувавши множину критеріїв для оцінювання та 
наведено приклади побудов функцій належності для порівнювання вхідних даних. Вперше запропоновано інформаційну 
модель представлення нечітких знань у вхідних експертних оцінках, на прикладі оцінювання стартап проектів, що дозво-
лить отримати лінгвістичне значення та оцінку достовірності альтернативних варіантів.  

Результати. Отриманим результатом дослідження є інформаційне моделювання представлення нечітких знань на при-
кладах побудови моделей оцінювання платоспроможності підприємств, інвестиційних та стартап проектів за вхідними екс-
пертними оцінками. Розроблена модель дає можливість для набраних експертних балів слабо структурованої або неструкту-
рованої задачі отримувати тлумачення, розкриваючи суб’єктивізм експертів та мати кількісну оцінку у неформалізованих 
задачах. Раціональність оцінки доводить переваги розроблених моделей.  

Висновки. У роботі розв’язано науково-прикладне завдання розроблення інформаційних моделей представлення нечіт-
ких знань для інформаційної технології на прикладах побудови моделей оцінювання платоспроможності підприємств, інвес-
тиційних проектів та стартап проектів за вхідними експертними оцінками. Розроблення моделей нечітких знань дасть мож-
ливість адекватно підійти до оцінювання альтернативних рішень підвищуючи при цьому ступінь обґрунтованості прийняття 
рішень. Запропоновані інформаційні моделі нечітких знань оцінювання платоспроможності підприємств, інвестиційних та 
стартап проектів можуть бути втілені у роботу інвестиційних установ.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інформаційна модель, нечіткі знання, нечіткі множини, функція належності, експертна оцінка, 
прийняття рішень. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

Ан – необоротні активи; 
Ао – оборотні активи; 
Вк – власний капітал; 
Вт – матеріальні затрати, витрати на оплату праці 

та інші операційні витрати; 
Дз – довгострокові зобов’язання; 
З – поточні зобов’язання; 
Знв – забезпечення наступних витрат і цільове фі-

нансування; 
І – поточні фінансові інвестиції; 
ІТ – інформаційні технології; 
Кв – грошові кошти; 
ОПР – особа, що приймає рішення; 
Чп – чистий прибуток; 
α  – функція належності «бажаних значень»; 
=Ξ  відношення належності = {Належить, Скоріше 

всього належить, …, Не належить}; 

=Ω  відношення слідування = { Слідує, Скоріше 
всього слідує, …, Не слідує}; 

=Λ  відношення зв’язку = {І /АБО, Скоріше всьо-
го І /АБО, …}; 

()μ  – функція належності; 

ia  – елементи терм-множини лінгвістичної змін-
ної; 

a  – числовий параметр; 
ia  – елементи терм-множини лінгвістичної змін-

ної; 
b  – числовий параметр; 
B  – лінгвістична змінна; 

0CF – початкова інвестиція; 
kCF – потік платежів на k-вому кроці, або в к-вому 

періоді;  
Cs  – сума кредиту (основний борг); 
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ig  – згортка суми балів по градаційній шкалі для 
розглядуваного стартапу; 

1G  – суть ідеї; 
2G  – автори ідеї;  

3G  – порівняльна характеристика ідеї;  
4G  – комерційна значимість ідеї;  

5G  – очікувані результати; 

1I  – чиста приведена вартість проекту; 

2I  – простий термін окупності проекту; 

3I  – співвідношення кредиту до вартості проекту; 

4I  – співвідношення кредиту до цінності проек-
ту/об’єкту;  

IC  – загальна вартість (інвестиційний бюджет) 
проекту без урахування відсотків; 

K  – множина критеріїв ефективності; 
iK  – значення і-го критерію; 

1K  – коефіцієнт миттєвої ліквідності; 

2K  – коефіцієнт загальної ліквідності; 

3K  – коефіцієнт фінансової незалежності; 

4K  – коефіцієнт маневреності власних коштів; 

5K  – коефіцієнт діяльності минулих років; 

6K  – коефіцієнт рентабельності виробництва; 
1
1K  – запропонована ідея – це продукт або послуга; 
1
2K  – до якої галузі відноситься розроблена ідея; 
1
3K  – соціальне значення ідеї; 
1
4K  – сила ідеї; 

m – шкала критеріальних оцінок;  
1m  – оцінка об’єкту дослідження дуже низька; 

2m  – оцінка об’єкту дослідження низька; 

3m  – оцінка об’єкту дослідження середня; 

4m  – оцінка об’єкту дослідження вище середньо-
го; 

5m  – оцінка об’єкту дослідження висока; 
()m  – оцінка альтернативи; 

n – кількість альтернатив; 
n  – середнє простого терміну окупності; 

ijO  – оцінка j-ї альтернативи по i-му критерію; 
P  – множина альтернативних варіантів; 
r  – ставка дисконтування; 

*U  – міркування експерта щодо терму оцінювання; 
1iU  – «оцінка групи критеріїв значно нижча відно-

сно «бажаного значення»»;  
2iU  – «оцінка групи критеріїв нижча відносно 

«бажаного значення»»;  
3iU  – «оцінка групи критеріїв близька до «бажа-

ного значення»»;  

4iU  – «оцінка групи критеріїв трошки краща від-
носно «бажаного значення»»; 

5iU  – «оцінка групи критеріїв значно краща відно-
сно «бажаного значення»»; 

v  – ваговий коефіцієнт; 
VM – ринкова вартість активу; 
w  – нормований ваговий коефіцієнт; 

iX  – значення лінгвістичних змінних; 

ix  – значення функції належності розглядуваного 
стартапу по групах критеріїв; Y  – значення лінгвістичної змінної. 

 
ВСТУП 

Використання інформаційних технологій у різних 
сферах людської діяльності супроводжується розроб-
кою інтелектуальних систем, які використовують 
зв’язок знань у загальному випадку з навколишнім 
світом. Постановка і розв’язання любої задачі 
зв’язана з конкретними предметними областями, які, 
як правило, є погано або слабко структурованими. 
Поняття «знання» за своєю суттю являється багато-
значним. Знання у широкому сенсі – сукупність по-
нять, теоретичних побудов і уявлень. Знання у вузь-
кому сенсі – це закономірності предметної галузі 
(принципи, зв’язки, закони), отримані під час практи-
чної діяльності та професійного досвіду людини. Сьо-
годні у галузі штучного інтелекту не існує строго фо-
рмалізованого визначення поняття «знання». Біль-
шість фахівців, розробників інтелектуальних систем 
використовують таке визначення: знання – це добре 
структурована інформація, що зберігається в системі і 
містить усі відомості про предметну область та пра-
вила виводу, що необхідні для розв’язку безлічі за-
вдань інтелектуальної системи [1]. Під час проекту-
вання та розробки інтелектуальної системи, знання 
проходять аналогічну трансформацію даних – від 
більш узагальнених множин до більш вузьких, конк-
ретизованих для даної предметної області. При розро-
бці інтелектуальних систем знання про конкретну 
предметну область, для якої розробляється система, 
рідко бувають повними й достовірними. Використан-
ня точних методів не дозволяє врахувати вербальну 
неточність та суб’єктивізм експертної інформації, що 
у свою чергу накладає обмеження на якісне відобра-
ження знань для прийняття рішень. 

На сьогоднішній день існує велика кількість моде-
лей представлення знань в інтелектуальних системах. 
Умовно всі моделі можна розділити на наступні групи 
[1]: логічні, продукційні, семантично мережеві, фрей-
мові, математичні. 

Побудова математичних моделей, в цілому, базу-
ється на об’єктивній інформації про об’єкт, хоча мож-
ливо і на неточній, оскільки при побудові моделі ви-
користовуються відомості отримані експертним чи-
ном, які відображають змістовні особливості дослі-
джуваного об’єкту і формулюються на природній мо-
ві. Опис об’єкту у такому випадку носить нечіткий 

85



e-ISSN 1607-3274  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 

© Волошин О. Ф., Маляр М. М., Поліщук В. В., Шаркаді М. М., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-8 

характер. Тому для відображення знань про об’єкт 
доцільно використовувати теорію нечітких множин. 
Таким чином, проходить перехід знань у класичному 
розумінні до знань нечітких. 

Нечіткі знання у загальному випадку можна опи-
сати через лінгвістичні змінні. Наприклад,  

Якщо ( )…… lll XaXaXa ΞΛΞΛΞ 22221111 , то 
YB jp ΞΩ . 

Основним елементом при побудові моделі нечіт-
ких знань є значення лінгвістичних змінних, які отри-
муються через модель відповідної функції належності 
нечіткої множини. 

Актуальність роботи полягає у інформаційному 
моделюванні представлення нечітких знань для різ-
них прикладних задачах із застосування апарату нечі-
тких множин, нечіткої логіки і системного підходу до 
побудови даних моделей, що на сьогодні є нерозкри-
тим достатнім чином. У роботі наведено інформацій-
не моделювання нечітких знань, на прикладі трьох 
прикладних задач: оцінювання платоспроможності 
підприємств, оцінювання інвестиційних проектів та 
оцінювання стартап проектів. Інформаційне моделю-
вання нечітких знань дасть можливість адекватно пі-
дійти до оцінювання альтернативних рішень підви-
щуючи при цьому ступінь обґрунтованості прийняття 
рішень. 

Об’єктом дослідження є процес моделювання не-
чітких знань на основі функцій належності для вхід-
них експертних оцінок за критеріями.  

Предметом дослідження є методи і моделі пред-
ставлення нечітких знань для прийняття рішень в 
умовах невизначеностей. 

Метою роботи є розроблення інформаційних мо-
делей представлення нечітких знань на прикладах по-
будови моделей оцінювання платоспроможності під-
приємств, інвестиційних та стартап проектів за вхід-
ними експертними оцінками. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Для досягнення мети наукового дослідження не-
обхідно вирішити такі завдання: 

– вперше запропонувати інформаційне моделю-
вання нечітких знань на основі функцій належності 
оцінок за критеріями і їх можливістю застосування 
для різних прикладних задач; 

– удосконалити модель представлення нечітких 
знань для оцінювання платоспроможності підпри-
ємств та інвестиційних проектів, сформувати множи-
ну критеріїв для оцінювання та навести приклади по-
будов функцій належності для порівнювання вхідних 
даних;  

– вперше запропонувати інформаційну модель 
представлення нечітких знань для вхідних експертних 
оцінок, на прикладі оцінювання стартап проектів, що 
дозволить отримати лінгвістичне значення та оцінку 
достовірності альтернативних варіантів. 

Сформулюємо задачу дослідження наступним чи-
ном. Нехай маємо на вході деяку множину альтерна-

тивних рішень ),...,,( 21 nPPPP = , для яких потрібно 
побудувати їх ранжувальний ряд на основі інформа-
ційного моделювання нечітких знань. Розглянемо ме-
тод моделювання задачі багатокритеріального вибору 
за допомогою апарату нечітких множин та побудови 
їх функцій належності. Множина P може бути як скі-
нченою, тобто допустимі альтернативи можна пере-
рахувати, так і неперервною, заданою умовами-
обмеженнями. Позначимо 

},...,2,1)),(,{( miKKK ii =μ=  нечітку множину крите-
ріїв ефективності, за допомогою яких проводиться 
оцінювання кожної альтернативи із множини P. 

)( iKμ  – оцінка функції належності відповідного кри-
терію, побудованою інформаційним моделюванням 
представлення нечітких знань.  

Таким чином, задачу вибору можна сформулювати 
наступним чином: вибрати найкращу альтернативу із 
множини P, коли відомі на цій множині оцінки 

miKK ii ,...,2,1)),(,( =μ .  
 

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 
Останні наукові дослідження свідчать про необ-

хідність інформаційного моделювання нечітких знань, 
що дозволять на основі нечіткої, неповної, а особливо 
експертної інформації отримувати адекватні та 
об’єктивні знання про об’єкт дослідження. Добування 
великих масивів даних без їх належного, а головне 
якісного опрацювання не має змісту.  

Використовуючи сучасні методи досліджень, про-
аналізуємо джерела, що стосуються використання 
апарату нечіткої математики для створення у систе-
мах підтримки прийняття управлінських рішень мо-
делей представлення нечітких знань. Наприклад, у 
роботах [1–2] розглянуті загальні ідеї та переваги, на 
яких базуються сучасні погляди щодо використання 
нечіткої логіки в системах підтримки прийняття рі-
шень. У працях [3–4] представлено використання не-
чіткої логіки в різних сферах застосування, що дає 
змогу визначення оптимальних параметрів за умов 
невизначеності вхідних змінних. У роботі [5] чітко 
окреслено і введено основи видобутку даних. Питання 
видобуток даних розглядається головним чином з то-
чки зору машинного навчання і статистики розгляда-
ються у роботі [6]. 

Використання методів нечіткого аналізу в оцінюван-
ні платоспроможності підприємств та створення відпо-
відних систем підтримки прийняття рішень для експер-
тів представлено у [7–8]. Оцінювання інвестиційних 
проектів та стартап проектів за нечітких та неповних 
вхідних даних представлено у роботах [9–10].  

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Розкриття невизначеності в стабільній ситуації 
може здійснюватись класичними ймовірнісно-
статистичними методами, але при цьому отримують 
усереднені оцінки, які мають не зовсім коректний 
характер. В нестабільній ситуації, застосування стати-
стичних методів не є зовсім коректним і тоді рішення 
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повинні прийматися по правилам, які відповідають 
принципам ОПР, по відношенню до феномена неви-
значеності. 

Розв’язування задач зводиться до виявлення і до-
слідження уявлень ОПР, а також до побудови на цій 
основі адекватної моделі вибору найкращої альтерна-
тиви. Важлива особливість задач прийняття рішень 
постає у необхідності врахування суб’єктивних су-
джень експертів, або ОПР при формалізації представ-
лень і виборі найкращої альтернативи. Ця особливість 
означає, що різні експерти та ОПР в одній і тій самій 
ситуації прийняття рішень, на основі одної і тієї ж 
моделі, можуть отримати різні результати.  

В подібних ситуаціях прийняття рішень здійсню-
ється на експертних оцінках, при цьому розуміється, 
що «раціональний експерт» здатний дати точну оцін-
ку. Тим не менше, необхідно відмітити, що будь-який 
експертний висновок, навіть зроблений по точним 
об’єктивним даним, значно невизначений, чим висно-
вок, який оснований на складній багатовимірній суку-
пності даних. Таким чином, хоч експертні висновки 
можуть містити практичні прогнози, але вони містять 
у собі невизначеність. В поставленій проблемі всі вхі-
дні дані отримуються, в тій чи іншій мірі, експертним 
шляхом. 

Не зменшуючи загальності, будемо розглядати за-
дачі вибору, у яких множина допустимих альтернатив 
дискретна і скінчена, тоді оцінки значень функцій 
належності по альтернативах можуть бути представ-
лена у вигляді табл. 1. 

Або матриці рішень: 
 

.,1;,1),( njmiOO ij ===
 (1)

 

Таблиця 1 – Оцінки значень функцій належності  
по альтернативах 

 

 1P  2P  … nP  

)( 1Kμ  
11O  12O  … nO1  

)( 2Kμ  

#  
21O  22O  … nO2  

)( mKμ  
1mO  2mO  … mnO  

 
Функції належності для відповідних критеріїв бу-

демо вибирати враховуючи конкретну прикладну за-
дачу. Наведемо моделі щодо подання, критеріїв оці-
нювання для різних прикладних задач за допомогою 
апарату нечітких множин і функцій належності. 

Розглядається варіант існування кількісних і якіс-
них критеріїв оцінювання. Запропонуємо побудову 
моделей нечітких знань за допомогою формалізації 
критеріїв оцінювання функціями належності. Приве-
демо найбільш поширені види функції належності, які 
можуть ідентифікувати множину критеріїв досліджу-
ваних задач.  

Всі критерії визначаються і оцінюються експерта-
ми, тому вони несуть у собі певний суб’єктивізм, не-
визначеність даних та інформації і необхідність 

об’єднання кількісної та якісної інформації. В резуль-
таті цього, стає можливим використовувати апарат 
нечітких множин для розкриття невизначеності і фо-
рмалізації якісної інформації. Тому, інформаційне 
моделювання нечітких знань через функцій належно-
сті критеріїв дасть можливість більш адекватно піді-
йти до проблеми оцінювання. 

Наведемо деякі критерії та підходи до побудов їх 
функцій належності, що варто застосовувати для оці-
нювання платоспроможності підприємств [11]. 

1. Коефіцієнт миттєвої ліквідності (співвідно-
шення поточних фінансових інвестицій та всіх гро-
шових коштів до поточних зобов’язань), розрахову-
ється за формулою: 

 

.
З
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1

IK +
=  (2)

 

Даний коефіцієнт характеризується тим, як швид-
ко короткострокові зобов’язання можуть бути пога-
шені високоліквідними активами. Тобто, здатність 
підприємства негайно ліквідувати короткострокову 
заборгованість [12]. В такому випадку функція нале-
жності коефіцієнта миттєвої ліквідності може бути 
представлена у вигляді s-подібної функції належності: 
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де ,a  b − числові параметри, що можуть приймати 
критерії оцінки і впорядковані співвідношенням: ba < . 
Дані функції належності утворюють нормальні випуклі 
нечіткі множини з ядром );[ +∞b  і носієм );( +∞a . Як-
що взяти та проаналізувати достатньо велику вибірку 
середніх підприємств однієї галузі функціонування, 
тоді отримаємо, що при значенні 2,01 <K  підприємст-
ва не здатні ліквідувати короткострокову заборгова-
ність за короткий час, а при 25,01 >K  – відповідно 
швидко короткострокові зобов’язання можуть бути 
погашені високоліквідними активами. В такому випад-
ку, можемо побудувати s-подібну функцію належності 
(формула (4)), на основі якої маємо можливість порів-
няти діяльність підприємств: 
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Використовуючи даний підхід можна розкривати 
невизначеність статистичної інформації аналізуючи 
той чи інший показник. Решту найпоширеніших кри-
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теріїв оцінювання платоспроможності підприємств та 
побудови їх функцій належностей наведемо у резуль-
татах дослідження. 

Наведемо деякі з відомих критеріїв 
),,,( 4321 IIIII =  та побудуємо їх функції належності, 

згідно яких можемо оцінити інвестиційні проекти 
враховуючи фактори невизначеності у прийнятті рі-
шень та невпевненість експерта у своїх висновках. 

1. Чиста приведена вартість проекту [7, 13]. 
Чисту приведену вартість проекту будемо обчис-

лювати за формулою: .
)1(1
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Результатом обчислення даної формули буде гро-

шова вартість проекту. У даній формулі початкова 
інвестиція виражається, як власні кошти. У нашому 
випадку, ми повинні враховувати і вкладені кошти в 
інвестицію (також сюди можемо включити і відсотки, 
які нараховуються на вкладені кошти).  

Нехай IC
NVPI =1 , тоді функцію належності для 

даного критерію будемо будувати, як s-подібну, на-
ступним чином: 
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2. Простий термін окупності проекту (років). Час, 

необхідний для покриття витрат на інвестиції (без 
урахування дисконтування). Функцію належності для 
даного критерію будемо будувати як z-подібну: 

.

,0
2

,2

2
,21

,1

),,(

2

2

2
2

2

2
2

2

2

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<<
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
≤<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−

≤

=μ

bI

bIba
ab
Ib

baIa
ab
aI

aI

baIz (6)

 
Поставимо a  − мінімально-можливий термін оку-

пності інвестиційного проекту, b  − відповідно мак-
симально-прийнятний для інвестиційної установи. 
Так задана функція належності буде містити наступ-
ний зміст: чим менший термін окупності, тим функція 
належності буде прямувати до одиниці, а в протилеж-
ному випадку до нуля. Як частковий варіант, термін 
окупності можемо розглядати на інтервалі ]5;1[  років, 
тоді функція належності буде наступною: 
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3. Співвідношення кредиту до вартості [13]. 
Дане співвідношення визначимо формулою: 

.3 IC
CsI =  В даному випадку, під вартістю проекту 

розуміються сумарні витрати на проект. Зрозуміло, 
що критерій ]1;0(3 ∈I . Тоді, z-подібна функція нале-
жності буде мати вигляд: 
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4. Співвідношення кредиту до цінності проек-
ту/об’єкту [13]. 

Формула для обчислення даного критерію наступ-
на: VM

CsI =4 . Заповнюється підсумкова ринкова 

вартість об’єкту, коли проект буде завершений. У ра-
мках цього критерію, під ринковою вартістю, розумі-
ється оцінна вартість об’єкту, визначувана як най-
більш вірогідна ціна, за яку він може бути проданий 
на відкритому ринку в умовах конкуренції. z-подібна 
функція належності тоді буде мати вигляд: 
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Таким чином, на сонові моделей побудови функ-
цій належності по аналізу діяльності підприємств згі-
дно фінансових звітів, а також аналізу інвестиційної 
діяльності та на основі опрацювання великої кількості 
статистичної інформації, маємо можливість порівню-
вати вхідні дані та розкрити невизначеність для адек-
ватного оцінювання платоспроможності підприємств 
та інвестиційних проектів. 

Наведемо інформаційну модель представлення не-
чітких знань у вхідних експертних оцінках, на при-
кладі оцінювання стартап проектів. 

Запропонуємо загальну множину критеріїв оціню-
вання «ідей» та класифікуємо їх за п’ятьма групами 
критеріїв: },,,,{ 54321 GGGGGG =  [9, 14]. 
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Розглянемо першу групу критеріїв 1G . Дана група 
критеріїв має найбільший пріоритет, оскільки у ній міс-
тяться критерії, що відображають зміст і значення «ідеї». 
Для отримання оцінки за кожним критерієм, представи-
мо його у вигляді запитання і опишемо відповідну гра-
даційну шкалу оцінок. Для оцінювання необхідно обра-
ти той варіант, що близький до істини. До цієї групи 
можемо віднести, для прикладу, такі критерії.  

1
1K  – запропонована ідея – це продукт або послуга? 

(що прийшла на деякий час (5 балів); що в даний час у 
стадії розробки, з маркетинговими дослідженнями та 
бізнес-планом (20 балів); що на етапі робочого прототи-
пу, який тестується потенційними клієнтами (25 балів); 
яка в даний час отримує доходи (30 балів)). 

1
2K  – до якої галузі відноситься розроблена ідея? 

(продукт має відношення до продажу для широкого 
загалу (роздрібна торгівля, харчування, розваги і т.д.) 
(10 балів); запропоновану ідею ще ніхто не визнає, як 
промисловість (20 балів); продукт був популярний 
серед інвесторів кілька років тому (20 балів); продукт 
в даний час є популярний серед інвесторів (медичні 
прилади, нанотехнології, програмне забезпечення 
безпеки, економії грошей корпоративного програмно-
го забезпечення і т.д.) (30 балів)). 

Наведена шкала бальних оцінок за відповідями на 
запитання є евристичною і характеризує рівень стар-
тапу. Чим більша кількість балів за відповідями, тим 
перспективніший проект. За кожним критерієм екс-
перт вибирає один із варіантів відповідей, якому при-
своюється відповідний бал. Визначимо згортку оці-
нок, наприклад, як суму балів відповідей градаційної 
шкали для групи критеріїв 1G , що позначимо – 1g . 

Таким чином, отримаємо множину числових змін-
них },,,,{ 54321 gggggg =  для групи критеріїв оцінок 
відповідно },,,,{ 54321 GGGGGG = , що приймають 
значення на певному числовому проміжку. Кожну з 
цих числових змінних будемо розглядати як множи-
ну-носій лінгвістичної змінної U , що складається із 
наступних термів: 1iU  – «оцінка групи критеріїв iG  
значно нижча відносно «бажаного значення»»; 2iU  – 
«оцінка групи критеріїв iG  нижча відносно «бажано-
го значення»»; 3iU  – «оцінка групи критеріїв iG  бли-
зька до «бажаного значення»»; 4iU  – «оцінка групи 
критеріїв iG  трошки краща відносно «бажаного зна-
чення»»; 5iU  – «оцінка групи критеріїв iG  значно 
краща відносно «бажаного значення»». 

«Бажані значення» – це умовна згортка балів, що 
задовольняє особу, що приймає рішення при розгляді, 
оцінюванні та виборі стартапів.  

Оскільки отримані числові змінні 
},,,,{ 54321 ggggg  приймають різні числові значення, 

то для їх порівняння потрібно мати нормовані вели-
чини. Для цього побудуємо модель нечітких знань, як 
s-подібну функцію належності [7, 15]: 
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Тут а – згортка суми мінімальних балів, b – згортка 

суми максимальних балів градаційної шкали оцінюван-
ня за критеріями у групі iG . Таким чином, отримані 
вхідні дані будуть нормовані і порівнювальні. 

Для кожної групи критеріїв ОПР має власні мірку-
вання, якими повинні бути «бажані значення», тобто 
сума балів відповідно для кожної групи критеріїв. Їх 
позначимо вектором ),...,,( 521 tttT =  відповідно по 

групах критеріїв iG , )5,1( =i , причому для кожного 
значення обчислюємо функцію належності за форму-
лою (10). Вектор функції належності «бажаних зна-
чень» позначимо через ),,...,,( 521 ααα=α  де 

)5,1(),( =μ=α itiGi i
.  

Далі відносно «бажаних значень» і отриманих ре-
зультатів для кожної групи критеріїв iG , проектуємо 
значення функції належності на множину носій лінг-
вістичної змінної U . Це дозволить розкрити суть роз-
глядуваної «ідеї» відносно «бажаних значень». 

Для кожного терму U  побудуємо функції належ-
ності наступним чином (11)–(15). 
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В залежності від того, в який інтервал попадає x , 

для кожної групи критеріїв iG , вибираємо ту чи іншу 
функцію належності Uijμ  відносно «бажаного зна-
чення» α . Обчислюємо функцію належності відносно 
термів )5,1,(, =jiUij  для розглядуваного стартапу. 

В результаті, для кожної групи критеріїв iG  отримає-
мо лінгвістичне значення та оцінку достовірності ста-
ртапу. Тобто, достовірність того, що оцінка групи 
критеріїв належить до одного, або іншого терму. 

Нехай експерт по оцінюванню має власні мірку-
вання відносно того, якими повинні бути терми за 
групами критеріїв iG  – *U , табл. 2. 

 
Таблиця 2 – Отримані дані згідно другого рівня 

Групи 
критеріїв 

Отриманий 
терм 

Достовірність терму 
(значення функції 
належності) 

«Бажані 
значення» 
терму 

1G  jU1  jU1μ  *
1 jU  

2G  jU2  jU 2μ  *
2 jU  

… …. …. …. 

mG  mjU  Umjμ  *
mjU  

 
На наступному кроці обчислюємо оцінки відносно 

отриманих та бажаних термів за допомогою наступної 
функції належності (16): 
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Отримана функція належності показує на скільки 
об’єкт дослідження задовольняє побажанням ОПР за 
кожною групою критеріїв. 

Оскільки побудовані функції належності (11)–(15) 
мають перетини, то для груп критеріїв отримаємо або 
один, або два терми і відповідно таку ж кількість для 
них достовірностей. Тому, якщо по групі критеріїв 
маємо дві оцінки, то побудована функція належності 
(16) для наступного етапу вибирає більшу з них. 

Таким чином, для оцінюваного стартапу вихідни-
ми даними моделі буде оцінка «ідеї» та її лінгвістичне 
значення. На основі цього приймається подальше рі-
шення стосовно безпеки реалізації стартап проекту 
[16–17]. 

Побудована модель може бути представлена, як 
інформаційна модель отримання нечітких знань для 
будь-якої прикладної задачі експертного оцінювання. 
Для набраних експертних балів слабо структурованої 
або неструктурованої задачі розроблена модель дасть 
можливість отримати тлумачення, розкриваючи 
суб’єктивізм експертів та мати розуміння даної про-
блематики.  

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Виконаємо експериментальне дослідження розро-
блених моделей для задачі прийняття рішень. Для 
прикладу, розглянемо наступну задачу. Нехай нам 
задано n – альтернативних варіантів 

},...,,{ 21 nPPPP = , яких потрібно оцінити та побудува-
ти їх ранжувальний ряд [15]. 

Нехай ОПР відомі або може задати вагові коефіці-
єнти кожному критерію ефективності },...,,{ 21 mvvv

 
із 

інтервалу [0;l], Nl∈  (на розгляд експерта і як йому 
зручно, наприклад від 0 до 10, або від 0 до 100). Тоді 
можна визначити нормовані вагові коефіцієнти для 
кожного критерію:  
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які відповідають умові 1
1

=∑
=

m

i
iw .  

Оцінки альтернатив можемо обчислити за допомо-
гою наступної формули [7]: 
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чень функцій належності для альтернатив nPPP ,...,, 21 , 
то M ′  − вектор елементів )(),...,(),( 21 nPmPmPm , по 
яких будується ранжувальний ряд альтернатив і він 
має вигляд: 

 
WMM ⋅=′ . (19)

 
Введемо лінгвістичну змінну L( m ) – «оцінка 

об’єкту дослідження». Універсальною множиною для 
змінної L є відрізок [0; 1], а множиною значень змін-
ної m −терм-множина L( m ) }.,,,,{ 54321 mmmmm=  

Для встановлення лінгвістичної оцінки об’єкту до-
слідження отримане значення по формулі (19) зіста-
вимо до одної з терм-множин 
L( m ) },,,,{ 54321 mmmmm= . Шкалу оцінок можемо 
визначити наступним чином: ∈m (0,67; 1] – 5m ; 
∈m (0,47; 0,67] – 4m ; ∈m (0,36; 0,47] – 3m ; 
∈m (0,21; 0,36] – 2m ; ∈m [0; 0,21] – 1m . 
Таким чином, для оцінюваного об’єкту дослі-

дження вихідними даними моделі буде оцінка та її 
лінгвістичне значення. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

Розроблену інформаційну модель представлення 
нечітких знань для оцінювання платоспроможності 
підприємств, покажемо на прикладі оцінювання п’яти 
підприємств 521 ,...,, PPP . 

Коефіцієнти платоспроможності підприємств та їх 
функції належностей можемо представити наступним 
чином. 

1. Коефіцієнт миттєвої ліквідності ((2)–(4)). 
2. Коефіцієнт загальної ліквідності (визначається, 

як оборотні активи розділені на поточні зобов’язання) 
розраховується за формулою: 

 

.
З
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2 =K  (20)

 
Аналізуючи даний показник, отримаємо, що найо-

птимальніше коли 2K  в межах від 1 до 2,5. При цьо-
му, за умови низько ліквідних активів, може погірши-
тися фінансовий стан підприємства, а надто висока 
ліквідність буде свідчити про недолік у використанні 
активів. В такому випадку, даний коефіцієнт доцільно 
представити у вигляді трикутної функції належності, 
що найкраще описує дану ситуацію: 
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3. Коефіцієнт фінансової незалежності характери-
зує ступінь незалежності підприємства від зовнішніх 
запозичень. Визначається, як відношення забезпечен-
ня наступних витрат і цільове фінансування, довго-
строкові зобов’язання та поточні зобов’язання до вла-
сного капіталу. Цей коефіцієнт характеризує частку 
власного капіталу в загальній сумі засобів авансова-
них у його діяльність. Коефіцієнт обчислюється згід-
но наступної формули: 
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3
++

=K . (22)

 
Коефіцієнт фінансової незалежності, найкраще 

моделюється трикутною функцією належності, яку 
представимо за формулою: 
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4. Коефіцієнт маневреності власних коштів (різни-

ця між власним капіталом та необоротними активами 
розділена на власний капітал) [12]. Наведений показ-
ник показує, наскільки мобільні власні джерела засо-
бів з фінансової точки зору. Він є одним з головних 
показників впливу структури капіталу на прибутко-
вість підприємства і може варіювати залежно від 
структури капіталу та галузевої належності підприєм-
ства. Бажано, щоб коефіцієнт маневреності дещо зро-
став, але не доцільно допускати різке його збільшен-
ня, оскільки автоматично зменшуються інші показни-
ки, наприклад, коефіцієнт автономії, що призводить 
до більшої залежності підприємства від кредиторів.  

Коефіцієнт розраховується за наступною форму-
лою:  
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Із опису поняття коефіцієнту маневреності влас-

них коштів видно, що найкращий варіант використати 
трикутну функцію належності, а дослідження на ве-
ликій вибірці підприємств дозволяє представити зага-
льний вигляд наступний: 
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5. Коефіцієнт діяльності минулих років. 
Даний коефіцієнт містить якісну інформацію про 

прибуткову діяльність підприємства, яку можемо роз-
крити за допомогою нечітких чисел [11–12]. 

Для аналізу прибутків та збитків введемо наступну 
градацію: (0; 1] – збиткова діяльність за два минулих 
роки або звіт за попередній звітний рік не наданий; (1; 
2] - збиткова діяльність за минулий рік; (2; 3] – діяль-
ність за відсутності прибутків та збитків, або відсут-
ності діяльності; (3; 4] – прибуткова за минулий рік; 
(4; 5] – прибуткова за два минулих роки. 

Функція належності коефіцієнту діяльності мину-
лих років можемо представити у вигляді s-подібної і 
обчислюємо за формулою: 
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6. Коефіцієнт рентабельності виробництва (спів-

відношення чистого прибутку підприємства та всіх 
витрат діяльності) характеризує ефективність вкла-
дення коштів у дане виробництво. Формула для роз-
рахунку наступна: 

 

Вт
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6 =K  (27)

 
Функція належності коефіцієнта рентабельності 

виробництва може бути представлена у вигляді s-
подібної функції належності за формулою: 
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На основі фінансових звітів [7] даних підприємств 

обчислюємо критерії оцінки та їх функції належності. 
Отримані результати та вагові коефіцієнти критеріїв 
представимо у вигляді табл. 3. 

На першому кроці визначимо нормовані вагові ко-
ефіцієнти для кожного критерію за формулою (17): 

=w (0,20; 0,17; 0,15; 0,20; 0,11; 0,17). 
Далі обчислюємо оцінки альтернатив за допомо-

гою формули (18): 
.819,09,0*17,0...1*17,087,0*20,0)( 1 =+++=Pm  

.758,0)( 2 =Pm  .751,0)( 3 =Pm  .596,0)( 4 =Pm   

.866,0)( 5 =Pm  

Таблиця 3 – Вхідні дані по підприємствах  
Функція належності критеріальних 

оцінок Критерії 
оцінки 

Вагові кое-
фіцієнти 

];10;1[∈v  1P  2P  3P  4P  5P  

1K  9 0,87 0,78 0,65 0,45 0,9 

2K  8 1 0,8 0,6 0,5 1 

3K  7 0,74 0,8 0,85 0,54 0,87 

4K  9 0,57 0,54 0,78 0,7 0,65 

5K  5 0,87 0,87 1 1 1 

6K  8 0,9 0,83 0,74 0,54 0,85 

 
Згідно отриманих оцінок можемо побудувати ран-

жувальний ряд альтернатив 43215 ,,,, PPPPP . Отже, 
найкращою виявилась альтернатива 5P  на основі цьо-
го робимо висновок, оскільки 866,0)( 5 =Pm , нале-
жить до лінгвістичної змінно 5m  – «оцінка об’єкту 
дослідження висока». 

 
5 ОБГОВОРЕННЯ 

В теорії нечітких множин відсутні умови необхід-
ності статистичної однорідності змінних досліджува-
ного процесу і однорідності використовуваних для 
них функцій належності. Експерт у відповідності з 
загальними правилами побудови функцій належності 
для різних змінних процесу, відповідно до своїх 
суб’єктивних суджень, може в загальному випадку 
вибирати різні по виду і параметрам функції належ-
ності. Особливість даної теорії є те, що функції нале-
жності експерт може будувати сам, так, як вони не 
визначаються самою теорією нечітких множин. В да-
ній теорії поняття «середнє значення» використову-
ється не в розумінні статистичного середнього, а ли-
ше як лінгвістичне значення деякої змінної. 

Також, важливим є те, що процедура переведення 
нечітких даних не залежать від виду функцій належ-
ності. Тому, в теорії нечітких множин допускається, 
що експерти можуть мати різні представлення видів 
функцій належності і базових множин, на яких вони 
визначені, а це не впливає на кінцевий результат. При 
використанні теорії нечітких множин у оцінці плато-
спроможності підприємств чи інвестиційних проектів, 
разом із отриманою оцінкою ми отримаємо степінь 
ризику операцій, оскільки оцінки параметрів є нечіт-
кими. Ще однією перевагою використання даної тео-
рії є те, що формулювання природною мовою на ста-
дії оцінки є природними конструкціями для апарату 
нечітких множин.  

Введення теорії нечітких множин усуває сумніви, 
що «раціональний» експерт повинен давати тільки 
точні оцінки. Появляється можливість задавати інтер-
вал допустимих значень, при цьому, на відміну від 
методів інтервальної математики, на такому інтервалі 
задається розподіл можливостей реалізації того, чи 
іншого значення у виді функцій належностей. 

Результат обчислень також представляється нечіт-
ким числом і при цьому отримуємо не менше, як три 
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оцінки: найбільш раціональну (очікувану), оптимісти-
чну і песимістичну. Крім цього, експерт взагалі може 
відмовитись від задання числових оцінок і 
користуватись лінгвістичними, які за допомогою 
задання функцій належності отримують строге 
математичне представлення. Далі, методи теорії 
нечітких множин дозволяють змоделювати 
правдоподібні судження, а це дає можливість 
подолати проблему не монотонності. 

Звідси випливає, що застосування апарату нечіт-
ких множин, нечіткої логіки і системного підходу до 
побудови моделей нечітких знань є нерозкритим до-
статнім чином. Апарат нечітких множин вимагає від 
ОПР зіставлення не точкових ймовірнісних оцінок, а 
на інтервалі, що показує коридор значень прогнозних 
параметрів. Зручність таких методів проявляється у 
підвищенні ступеня обґрунтованості рішень, оскільки 
тут враховуються всі можливі сценарії розвитку, зо-
бражаючи неперервний спектр, на відміну, наприклад, 
від метода Гурвіца, що розраховується на дискретній 
множині сценаріїв. 

Отриманим результатом дослідження є інформа-
ційна модель представлення нечітких знань на при-
кладах побудови моделей оцінювання платоспромож-
ності підприємств, інвестиційних та стартап проектів 
за вхідними експертними оцінками. Достовірність 
отриманих результатів забезпечується коректним ви-
користанням апарату нечітких множин, що підтвер-
джується результатами досліджень. 

Побудова інформаційних моделей представлення 
нечітких знань має ряд переваг, а саме: точність, робо-
та з абстракціями, передача інформації логічно одно-
манітним способом і підвищення об’єктивності експер-
тних оцінок, розкриває суб’єктивізм експертів, отриму-
ється кількісна оцінка неформалізованих задач. 

До недоліків даного підходу можна віднести викори-
стання різних моделей функцій належності, що може 
приводити до неоднозначності кінцевих результатів.  

 
ВИСНОВКИ 

У роботі розв’язано науково-прикладне завдання 
розроблення інформаційних моделей представлення 
нечітких знань на прикладах побудови моделей оці-
нювання платоспроможності підприємств, інвестицій-
них проектів та стартап проектів за вхідними експерт-
ними оцінками.  

Наукова новизна проведеного дослідження на-
ступна:  

– вперше запропоновано інформаційне моделю-
вання нечітких знань на основі функцій належності 
оцінок за критеріями і їх можливістю застосування 
для різних прикладних задач; 

– удосконалено модель представлення нечітких 
знань для оцінювання платоспроможності 
підприємств та інвестиційних проектів. Для 
оцінювання платоспроможності підприємств, 
наведено приклади побудов функцій належності для 
порівнювання вхідних даних. Це дає можливість 
порівнювати вхідні дані та розкрити невизначеність 

для адекватного оцінювання платоспроможності під-
приємств. Наведено відомі критерії оцінювання кла-
сичних інвестиційних проектів та розроблено підхід 
побудови функцій належності для представлення не-
чітких знань, що дозволяє враховувати фактори неви-
значеності у прийнятті рішень та невпевненість екс-
перта у своїх висновках; 

– вперше запропоновано інформаційну модель пред-
ставлення нечітких знань для вхідних експертних оці-
нок, на прикладі оцінювання стартап проектів за п’ятьма 
групами критеріїв, що дозволить отримати лінгвістичне 
значення та оцінку достовірності альтернативних варіа-
нтів. Розроблена модель дає можливість для набраних 
експертних балів слабо структурованої або неструктуро-
ваної задачі отримувати тлумачення, розкриваючи 
суб’єктивізм експертів та мати кількісну оцінку нефор-
малізованих інформаційних задач. 

Практичне значення одержаних результатів, а 
саме розроблення інформаційних моделей представ-
лення нечітких знань на прикладах побудови моделей 
оцінювання платоспроможності підприємств, інвес-
тиційних та стартап проектів за вхідними експертни-
ми оцінками можуть бути втілені у роботі інвестицій-
них установ. Розроблена модель буде корисним ін-
струментом при підвищені обґрунтованості прийняття 
рішень інвестиційними суб’єктами. 

Подальше дослідження проблематики вбачаємо у 
апробації подібних моделей для різних прикладних 
сфер застосувань. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Проведено исследование актуальной задачи разработки информационных моделей представления нечетких 
знаний для информационных технологий на примере различных прикладных задачах, которые встречаются при функционировании 
социо-экономических систем по применению аппарата нечетких множеств, нечеткой логики и системного подхода.  

Целью данной работы является разработка информационных моделей представления нечетких знаний для принятия управлен-
ческих решений при функционировании социо-экономических систем в условиях неопределенности по входным экспертным оцен-
кам. 

Объектом исследования является процесс моделирования нечетких знаний на основе функций принадлежности для входных 
экспертных оценок по критериям. 

Предметом исследования являются методы и модели представления нечетких знаний для принятия решений в условиях неопре-
деленности. 

Метод. Впервые предложено информационное моделирование нечетких знаний на основе функций принадлежности оценок по крите-
риям и их возможностью применения для различных прикладных задач. Усовершенствована модель представления нечетких знаний для 
оценки платежеспособности предприятий и инвестиционных проектов, сформировав множество критериев для оценки и приведены при-
меры построений функций принадлежности для сравнения входных данных. Впервые предложена информационная модель представления 
нечетких знаний в входных экспертным оценкам, на примере оценки стартап проектов, что позволит получить лингвистическое значение и 
оценку достоверности альтернативных вариантов. 

Результаты. Полученным результатом исследования является информационное моделирование представления нечетких знаний 
на примерах построения моделей оценки платежеспособности предприятий, инвестиционных и стартап проектов по входным экс-
пертными оценками. Разработанная модель дает возможность для набранных экспертных баллов слабо структурированной или 
неструктурированной задачи получать толкование, раскрывая субъективизм экспертов и иметь количественную оценку в неформа-
лизованных задачах. Рациональность оценки доказывает преимущества разработанных моделей.  

Выводы. В работе решено научно-прикладную задачу разработки информационных моделей представления нечетких знаний 
для информационной технологии на примерах построения моделей оценки платежеспособности предприятий, инвестиционных 
проектов и стартап проектов по входным экспертными оценками. Разработка моделей нечетких знаний, позволит адекватно подой-
ти к оценке альтернативных решений, повышая при этом степень обоснованности принятия решений. Предложенные информаци-
онные модели нечетких знаний оценке платежеспособности предприятий, инвестиционных и стартап проектов могут быть вопло-
щены в работу инвестиционных учреждений.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: информационная модель, нечеткие знания, нечеткие множества, функция принадлежности, экспертная 
оценка, принятие решений. 
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ABSTRACT 

Context. The research of the actual problem of the development of information models for the presentation of fuzzy knowledge for in-
formation technologies has been carried out on the example of various applied problems that occur during the functioning of socioeconomic 
systems with the use of fuzzy sets, fuzzy logic and system approach.  

The purpose of this work is the development of information models for the presentation of fuzzy knowledge for the adoption of manage-
rial decisions in the functioning of socio-economic systems in the conditions of uncertainty for incoming expert assessments. 

Objective. The object of the research is the process of modeling fuzzy knowledge based on membership functions for incoming expert 
evaluations according to the criteria. 

The subject of the research is the methods and models of presentation of fuzzy knowledge for making decisions in conditions of uncer-
tainty. 

Method. For the first time a representation information modeling fuzzy knowledge based functions of assessments on the criteria and 
their possible use for different applications. The model representation of fuzzy knowledge for evaluating the solvency of enterprises and 
investment projects, forming a set of evaluation criteria and examples of constructions membership functions for comparing input. For the 
first time a representation of the information model of fuzzy knowledge input to expert estimates, the example of a startup evaluation of 
projects that will provide linguistic value and reliability assessment of alternatives. 

Results. The result of the study is the information modeling of the presentation of fuzzy knowledge on examples of construction of mod-
els for assessing the solvency of enterprises, investment and startup projects on incoming expert assessments. The developed model gives an 
opportunity for the recruited expert points of a weakly structured or unstructured task to receive interpretations, revealing the subjectivity of 
experts and having a quantitative assessment in non-formalized problems. The rationality of the assessment proves the advantages of the 
developed models.  

Conclusions. The scientific and applied task of developing informational models of presentation of fuzzy knowledge for information 
technology is solved in the work on examples of construction of models of solvency assessment of enterprises, investment projects and start-
up of projects according to incoming expert assessments. The development of models of fuzzy knowledge will provide an opportunity to 
adequately approach the evaluation of alternative solutions, while increasing the degree of validity of decision-making. The proposed infor-
mation models of fuzzy knowledge of the assessment of enterprises’ solvency, investment and startup projects can be implemented into the 
work of investment institutions.  

KEYWORDS: information model, fuzzy knowledge, fuzzy sets, membership function, expert judgment, decision making. 
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ABSTRACT 

Context. The task of automation of feature set informativeness estimation process in multi robot teams control is solved. The 
object of the research is the process of multi robot teams control. The subject of the research is the criterion of feature set 
informativeness estimation. 

Objective. The research objective is to develop the criterion for feature set informativeness estimation in multi robot teams 
control.  

Method. The criterion for feature set informativeness estimation is proposed. The developed criterion is based on the idea that 
feature set informativeness is computed according to values of the prior probabilitіes of finding features in the descriptions of the 
environment states. The use of the proposed criterion allows to efficiently solve the problem of feature set informativeness 
estimation, leading to effective solution of the multi robots control task. The developed criterion is based on the maximizing mutual 
information criterion and can be applicable when measurements are interdepended and environment has a variable number of states. 
The criterion doesn’t require to construct models based on the estimated feature combinations, in such a way considerably reducing 
time and computing costs for multi robot teams control. Application of the proposed criterion for feature set informativeness 
estimation allows to make a decision how much a new observation will increase the certainty of the robots’ beliefs about the 
environment state which is observed. 

Results. The software which implements the proposed criterion for feature set informativeness estimation and allows to manage 
multi robot teams has been developed.  

Conclusions. The conducted experiments have confirmed operability of the proposed criterion for feature set informativeness 
estimation and allow to recommend it for multi robot teams control in practice. The prospects for further researches may include the 
modification of the known multi robot teams control methods and the development of new ones based on the proposed criterion for 
feature set informativeness estimation.  

KEYWORDS: multi robot teams control, mutual information, informativeness criterion, feature set informativeness. 
 

NOMENCLATURE 
( )iLp  is a prior probability of the environment state 

iL ; 
( )kjxp  is the prior probability of the situation when a 

feature k  has value j; 
( )ikj Lxp /  is a probability of the situation when a fea-

ture k  has value j on condition that output parameter has 
value iL ; 

N  is a number of possible environment states 
Ni ,1= ; 
( )kji xLp /  is a probability of the situation when the 

environment state has value iL  on condition that feature 
has value kjx ; 

J  is a number of feature values Jj ,1= ; 

n  is a number of features nk ,1= ; 

ca  is a possible robots action; 

D  is a number of possible robots actions Dc ,1= ; 
( )LH0  is a prior entropy of the environment state; 
( )LIk  is a informativeness of the k -th feature; 

( )LI  is a informativeness of the feature set;  
( )LE  is a relative informativeness of the feature set;  
( )LIβ  is a informativeness of the β  feature; 

( )( )maxLIβ  is a maximum possible informativeness of 

the β  feature; 

βγk  is a coefficient characterizing the statistical con-
nection between k  and β -th features; 

( )Lpe  is a classification error of the environment 
state; 

r
ep  is a required classification error of the environ-

ment state; 
( )qj xM 2 , ( )JxM 1φ  are the frequencies of the values 

of the features; 
W  is a sum of all measured frequencies of the consis-

tent occurrence of the feature values; 
[ ]0

φjM  are hypothetical frequencies; 

( )LHr  is the required entropy of the environment 
state; 

( )LIr  is the required amount of mutual information of 
the environment state; 
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( )LI*  is an amount of mutual information which 
multi robot teams receive from action; 

∗
rI  and ∗I  are amounts of information that can be 

determined based on the value of the required probability 
of the clasification error. 

 
INTRODUCTION 

Multi robot teams that intelligently gather information 
have the potential to transform industries as diverse as 
agriculture, space exploration, mining, environmental 
monitoring, search and rescue, and construction. Despite 
large amounts of research effort on active perception 
problems, there still remain significant challenges. 

The ultimate goal of an active perception problem is to 
estimate some unknown quantity of interest. Most modern 
perception approaches are probabilistic [1]; instead of 
forming a single concrete guess of what something is, 
they determine a probability distribution over possible 
values that it could be. Consequently, the goal of an active 
perception strategy is to reduce the uncertainty of the 
probabilistic estimate as quickly as possible. To formally 
define this goal of “uncertainty reduction,” a lot of mod-
ern approaches use information theory. According to them 
the robots are controlled to seek informative observations 
by moving along the gradient of mutual information at 
each time step. Mutual information is a quantity from 
information theory that predicts how much a new obser-
vation will increase the certainty of the robots’ beliefs 
about the environment state. Thus by moving along the 
mutual information gradient, the robots maximally in-
crease the informativeness of their next observation.  

To control this complex process we have to use fea-
ture set informativeness estimation methods that allows us 
to make a decision how much a new observation will in-
crease the certainty of the robots’ beliefs about the envi-
ronment state. 

Feature set informativeness estimation methods gen-
erally use classification error obtained by the model 
which was constructed using estimated data set as crite-
rion of feature set informativeness estimation [2, 3]. Such 
approach needs significant computational and time costs 
of resources, because it is connected with computationally 
complex procedure of model synthesis which should be 
performed for every estimated feature set [2, 3]. 

Informational criteria [2, 4] don’t require to perform 
computationally complex procedure of mathematical 
model synthesis for estimation of feature set informative-
ness. However, in the known approaches of multi robot 
teams control, such criteria suppose that features of initial 
data sample are independent. Therefore it is difficult to 
use such criteria in practice and it is unsuitable for situ-
ations when features in initial samples are interdependent.  

Also, however there is a binding relationship between 
mutual information and classification error there is no 
functional relationship between these values. This does 
not allow us to make precise assessment of the classifica-

tion error in the known approaches of multi robot teams 
control.    

The described shortcomings cause actuality of the de-
velopment of the criterion for feature set informativeness 
estimation, which is free from these drawbacks. 

The research objective is to develop the criterion for 
feature set informativeness estimation which enables to 
estimate the classification error in the task of multi robot 
teams control. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Suppose we have prior probabilities ( )ikj Lxp /  and 

( )iLp  for environment states { }NLLLL ...,,, 21=  and 
feature set { }nxxxx ...,,, 21= . Every feature kx  is charac-
terized by values of attributes { }kJkkk xxxx ...,,, 21= . Giv-
en a set of possible robots actions { }DaaaA ...,,, 21= . 
Then the problem of multi robot teams control strategy 
can be ideally stated [1] as driving the team to obtain 
measurements which lead to maximize the mutual infor-
mation ( ) ( )LILI

Aa∈
= max* .  

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Bayesian approaches for estimation have a rich history 
in robotics, and mutual information has recently emerged 
as a powerful tool for controlling robots to improve the 
quality of the Bayesian estimation, particularly in multi 
robot systems. As an early example, in [5, 6] was pro-
posed controlling multiple robot platforms so as to in-
crease the mutual information between the robots sensors 
and the position of a target in tracking applications. In [7] 
was used a similar method for exploring and mapping 
uncertain environments. The problem of planning paths 
through an environment to optimize mutual information 
was investigated in [8–10].  

In [11] was used mutual information for control with 
highly non Gaussian belief states, achieving scalability by 
using a pairwise approximation to mutual information. In 
[12] was used the identical gradient of mutual information 
to drive a network of robots for general environment state 
estimation tasks. In [13] was developed a consensus algo-
rithm to achieve decentralization and a sampling strategy 
to reduce complexity. 

Information theoretic costs metrics also have been 
used to manage sensors [14], and led to algorithms to con-
trol sensor networks for information gathering over an 
area by parameterizing the motion of collectives of vehi-
cles [15]. The optimal probing control law to minimize 
Shannon entropy for the dual control problem was shown 
to be the input that maximizes mutual information [16]. A 
property relating probability distributions, the alpha-
divergence, was computed for particle filters and applied 
to manage sensors with binary measurements, though 
scalability in sensor network size was not addressed, and 
Shannon entropy was only found in the limit of the pre-
sented equations [17]. Probability-of-detection was com-
puted using both grid cell and particle filter estimators, 
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and experimentally demonstrated [18]. An approximate 
method was used to estimate the expected entropy for 
particle filters over a finite horizon [19]. Gaussian particle 
filtering was used with a mutual information objective 
function, though the technique approximates the posterior 
probability distribution as Gaussian at every update [20]. 
The version of mutual information approximation tech-
niques was presented in [21].  

For planning approaches that seek to maximize mutual 
information, in [22] derived approximation guarantees for 
greedy maximizations of mutual information and other 
submodular set functions. These results were applied to 
mobile robot environmental monitoring problems in [23, 
24]. These guarantees only hold in offline settings where 
teams do not update their actions based on measurements 
they receive. In [25] was developed a sampling based 
strategy for maximizing a variety of information metrics 
with asymptotic optimality guarantees. However, they 
assume that information is additive across multiple meas-
urements (i.e., measurements are independent). This as-
sumption limits cooperation in multi-robot settings [1] 
and can lead to overcondence when considering multiple 
measurements of the same quantity.  

Information-theoretic objectives have also been used 
for planning and control in robotics for related informa-
tion rich tasks involving uncertainty such as inspection 
[26], environment modeling [27], extrinsic calibration of 
LIDAR sensors [28], visual servoing [29], and active ob-
ject modeling [30]. They have also been used for applica-
tions outside of active perception. For example, 
Kretzschmar and Stachniss [31] use mutual information 
as a criterion for storing a minimal number of laser scans 
toward map reconstruction. 

It is necessary to admit that classification methods 
generally use classification error obtained by the model 
which was constructed using estimated data set as crite-
rion of statistic effectiveness estimation [2, 3]. But such 
approach needs significant computational and time costs 
of resources, because it is connected with computationally 
complex procedure of model synthesis which should be 
performed for every estimated feature set [2]. 

Although there is a binding relationship between mu-
tual information and prognostication or classification er-
ror there is no functional relationship between these val-
ues. This does not allow to make reliable assessment of 
the classification error [32] and to estimate the ratio of 
incorrectly recognized measurements to the total number 
of measurements for multi robot teams. 

It means that for planning approaches to multi robot 
teams control which seek to maximize mutual information 
the increasing of the mutual information is not the same 
as decreasing the ratio of incorrectly recognized meas-
urements to the total number of measurements.  

Thus disadvantages of the known criteria for feature 
set informativeness estimation in robotics cause actuality 
of the development of criterion which should be free from 
the discovered drawbacks. 

The described shortcomings cause actuality of the de-
velopment of the criterion for feature set informativeness 
estimation, which is free from these drawbacks. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The entropy of the environment state L  on condition 
that output parameter kx  has value kjx  can be defined as: 

 

( ) ( ) ( )kjiN
N

i
kjikj xLpxLpxLH /log//

1
∑
=

−= . 

 
Use Bayes’ Rule: 
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To obtain an entropy solution, we find the sum of val-
ues ( )kjxLH /  for all values with weights, proportional to 

the probability of occurrence of each values ( )kjxp . Then 
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The value of the prior entropy of the solution will be 

found by expression ( ) ( ) ( )iN
N

i
i LpLpLH log

1
0 ∑

=
−= . 

The mutual information of the environment state on 
condition that measurements are independent is defined as 

( ) ( )∑
=

=
n

k
k LILI

1
.  

However, to estimate the informativeness of a group 
of statistically related features using the Shannon measure 
is rather difficult. Therefore it is difficult to estimate mu-
tual information for situations when measurements are 
interdependent.  

To solve this problem we use method which was de-
fined in [33]. According to this method informativeness 
for situations when features are interdependent can be 
estimated as 

 

( ) ( ) ( )
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1 . (1)
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The statistical relationships between features in (1) are 
taken into account in all of their pair combinations. The 
connections of higher orders were not taken into account 
because of their non-essentialness for practical calcula-
tions [33]. As can be seen from (1), in order to find the 
informativeness of the feature set, it is necessary to esti-
mate the statistical relationships between them, which are 
characterized by the coefficient βγk . To do this we use 
the criterion, which are based on the measured frequen-
cies differences of the consistent occurrence of the fea-
tures discrete values with a hypothetical distribution of 
frequencies, which corresponds to the condition of the 
features independence. 

First, assume that the features are statistically inde-
pendent. The hypothetical frequency distribution, which 
corresponds to this condition, needs to be verified statisti-
cally. To do this, use the Pearson criterion. 

Assume that it is necessary to quantify the statistical 
relationship between the features 1x  and 2x , which in 

general can have several values jx1  
and φ2x  ( q,1=φ , q  

– maximum number of values for the  feature φ ). 
In Table 1 shows the distributions of the measured 

frequencies φjM  of the compatible appearance of the j  

value of the 1x  feature and the φ  value of the 2x  feature. 

In this table ( ( ) ∑
=φ

φ=
q

jqj MxM
1

2  for constj = );  

( ( ) ∑
=

φφ =
J

j
jJ MxM

1
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From hypothetical frequencies [ ]0

φjM  we can find  
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The double sum (2) is distributed approximately 2

βχk  

with the number of degrees of freedom ( )( )11 −−=ξ qJ  

[33]. Therefore, we will assume that 22 ν=χ βk . 

The larger the value 2
βχk  for each pair of feature kx  

and βx , the greater the statistical relationship between 
them (for a statistically independent pair of features 

[ ]0
φφ = jj MM  and 02 =χ βk . 

Table 1 – Frequencies of compatible appearance of the j  

value of the 1x  feature and the φ  value of the 2x  feature 
 

Value 2x  
1x  

21x  22x  … qx2  ∑  

11x
 

[ ]0
11M  
11M  

[ ]0
12M  
12M  … 

[ ]0
1qM  

qM1  
( )qxM 21  

12x
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21M  
21M  
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22M  
22M  … 

[ ]0
2qM  

qM 2  
( )qxM 22  

… … … 
[ ]0

φjM  

φjM  … … 

Jx1
 

[ ]0
1JM  
1JM  

[ ]0
2JM  
2JM  … 

[ ]0
JqM

JqM  
( )qJ xM 2
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( )JxM 11

 
( )JxM 12

 … 
( )Jq xM 1
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When using Pearson’s criterion in expression (1), the 

value 2
βχk  for the pairs of features should be normalized 

by dividing them by ( )max
2
βχ k  for this pair of features, 

that is, one has to find ( )max
22 / βββ χχ=γ kkk  where 

( ) Wk =χ β max
2 . 

However, the value of the mutual information depends 
on the number of the investigated system states. However, 
when conducting robots measurements we can have dif-
ferent number of the explored environment state. There-
fore, in practical calculations of informative it is expedi-
ent to use the relative mutual information received by the 
multi robots team, whose value does not depend on the 
number of the environment states.  

We can find it as ( ) ( )
( )LH
LILE

0
= . 

The required amount of mutual information of the en-
vironment state ( )LIr  to provide the required 

classification error ( )Lpr
e  is defined as 

( ) ( ) ( )LHLHLI rr −= 0 , where ( )LHr  is the required 
entropy of the environment state L . 

To provide the required value of the feature set infor-
mativeness for multi robot teams control the condition  

 
( ) ( )LpLp r

ee ≤  (3)
 

have to be met. 
However, as noted in [32], there is no functional rela-

tionship between conditional entropy and classification 
error. 

Therefore, the condition ( ) ( )LILI r≥  is necessary, 
but not sufficient to ensure the necessary probability of 
making a false decision about the state of environment. 
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So, if a decision is taken on one of the two states of the 
system, in order to unambiguously guarantee the neces-
sary value of the average probability of making a false 
decision, it is enough to fulfill the condition 
( ) ( ) ∗≥ ILLI rI-  or  

 
( ) ( ) ∗≥− IxLHLr /H , (4)

where 
 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )xLHxLH

xLHxLHI
/5,01log/5,01
/5,0log5,01/

2

2
−−−

−+−=∗
 (5)

 
to ensure compliance with the condition (3). 

We prove the sufficiency of the condition (4), for this 
we use the well-known expressions for the exact upper 
and lower bounds of the mean condition entropy ( )xLH /  
at a given average probability of error ( )Lpe . These ex-
pressions in accordance with the theorem of Kovalevsky 
[32] is presented in this form 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )LpLpLpLpxLH eeee −−−−= 1log1log/sup 22 , (6)

( ) ( )LpxLH e2/inf = . (6) (7)
 

On the basis of expression (7), we conclude that for a 
given average conditional entropy ( )xLH / , for the ave-
rage probability of recognition error ( )Lpe , inequality 
holds true 

 
( ) ( )xLHLpe /5,0≤ . (8)

 
Inequality (8) is correct, since assuming the opposite; 

we find that ( ) ( )LpxLH e2/ <  this contradicts the condi-
tion (7). 

We will proceed from the fact that the condition (4) is 
fulfilled, then, taking into account (5), we obtain 

 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )xLHxLH
xLHxLHLHr

/5,01log/5,01
/5,0log/5,0

2

2
−−−

−−<
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Under this condition  
 

( ) ( )xLHLpr
e /5,0< . (10)

 
Indeed, let’s assume the opposite, that is 
( ) ( )xLHLpr

e /5,0≥ . With this assumption, taking into 
account that ( ) 1/ ≤xLH , and ( )xLH /sup  according to 
(5) is monotonically increasing function from ( )Lpe  
when ( ) 5,0≤Lpe , we obtain 

 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )./5,01log/5,01
/5,0log/5,0

2

2
xLHxLH
xLHxLHLHr

−−−
−−≥

 

However, this inequality contradicts (9). Thus, 
inequality is confirmed (10). Comparison (8) and (10) 
allow us to conclude that when the condition (4) is 
fullfilled so (3) is also fullfilled. 

Thus, ensuring the required value of the entropy 
solution is a necessary, but not sufficient condition for the 
decision on the state of the environment with the required 
probability. In order to ensure a condition ( ) ( )LpLp r

ee ≥ , 
it is sufficient that the condition (3) is fulfilled. 

However, the sufficiency of the condition (3) can be 
satisfied not only by the fulfillment of conditions (4), but 
also the fulfillment of the condition 

 
( ) ( ) ∗≥− rr IxLL /HH . (11)

 
Thus, knowing the lower boundary of the required 

conditional entropy ( )xLHr /  at the given required prob-

ability of classification error r
ep , the value ∗

rI  should be 
defined as the difference between the required entropy 

( )LHr  and ( )xLHr /inf  by the expression 

( ) ( )xLHLHI rrr /inf −=∗ , (12)
where  

( ) .2/inf r
er pxLH =  (13)

 
Substituting the expressions (13) into expression (12) 

we obtain: 
 

( ) ( ) r
e

r
e

r
e

r
e

r
er pppppI 21log1log 22 −−−−−=∗ . (14)

 
Let us prove the condition (11). On the basis of 

expression (14), the condition (11) can be represented as 
( ) ( ) ( ) .2/ r

err pLHxLHLH −≥−  Or  
 

( ) r
epxLH 2/ < . (15)

 
We will show that under this condition r

ee pp < . Yes, 

in fact, assuming the opposite, that is, that r
ee pp ≥  on 

the basis of expression (7) we obtain ( ) .2/inf r
epxLH ≥  

However, this condition contradicts the condition (15). 
Consequently, the sufficiency of the condition (11) is 
proved. 

The value of the lower bound of the required condi-
tional entropy in accordance with [32] can be found tak-
ing into account the a priori probabilities of in terms of 
expression 
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Where ( ) ( ){ }210 ,min LpLpp = . 
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Therefore, in accordance with (12), and taking into 
account (16), the value ∗

rI  can be determined by 
expression 
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4 EXPERIMENTS 

Distribution of the entropy ( )xLH / , depending on 
classification error ep , is presented in the Fig. 1. 

Distribution of mutual information ∗
rI , depending on 

the entropy ( )xLH / , is presented in the Fig. 2. 

Distribution of ∗
rI , depending on r

ep  with condition 
constp =0 , is presented in the Fig. 3. 

 

 
Figure 1 – Graph of dependence between ( )xLH /  

and ep   
Numerical study of the developed software system 

application based on the proposed estimation criterion and 
the traditional methods of effectiveness estimation shows 
that proposed criterion in average by 5% reduces the 
informativeness of the feature set.  

For example in Tables 2–4 are presented probabilities 
of the situation when a features has different values on 
condition that output parameters has values 1L  and 2L . 

 

 
 

Figure 2 – Graph of dependence between ∗
rI  and r

ep  
 

 
Figure 3 – Graph of dependence between ∗

rI  and r
ep  if 

constp =0  
 

Table 2 – Probabilities ( )iLxp /1  of the feature 1x  
 

state iL  11x  12x  13x  

1L  0,1 0,8 0,1 

2L  0,5 0,1 0,4 

 
Table 3 – Probabilities ( )iLxp /2  of the feature 2x  

 

state iL  11x  12x  13x  

1L  0,1 0,8 0,1 

2L  0,5 0,1 0,4 

 
Table 4 – Probabilities ( )iLxp /3  of the feature 3x  

 

state iL  11x  12x  13x  

1L  0,1 0,8 0,1 

2L  0,5 0,1 0,4 

 
Further, in accordance with our approach we 

determine the values of the informativeness of each fea-
ture. As a result of calculations we obtain the values kE  
that are presented in the Table 5. 

 
Table 5 – The obtained values of the feature relative 

informativeness 
 

1E  2E  3E  

0,40 0,10 0,15 

 
On the basis of the obtained values of the feature 

relative informativeness we determine the relative infor-
mativeness of the feature set. Since the ignoring of the 
statistical relationships between the features overestimates 
the relative informativeness of the feature set, it leads to 
an incorrect definition of its informativeness of the feature 
set. Therefore, we will determine the relative 
informativeness of the feature set, taking into account the 
statistical relationships between the features. To do this 
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we will determine the value of the statistical coupling 
coefficients for each pair of signs βγ k .  

Further, we determine the relative informativeness of 
the feature set, taking into account the statistical 
relationships between the features 62.0)( =LE . 
Excluding 65.0)( =LE . 

From the obtained results it is clear that the inclusion 
of statistical links between features by 5% reduces the 
informativeness of the feature set, which leads to a more 
accurate determination of the possible efficiency 
indicator. 

 
6 DISCUSSION 

As can be seen from the data shown in the Figure 1, 
there is an ambiguous relationship between the probabil-
ity of classification error ep  and the entropy of the deci-
sion ( )xLH / . Thus, ensuring the required value of the 
entropy solution is a necessary, but not sufficient 
condition for the decision on the state of the environment 
with the required probability. In order to ensure a condi-
tion ( ) ( )LpLp r

ee ≥ , it is sufficient that the condition (3). 
From the analysis of the data shown in the Figure 2 

and 3, it is evident that, with a constant value of the re-
quired probability of classification error constpr

e = , the 

value ∗
rI  determined by the expression (17) is less than 

that determined by the expression (5). Therefore, in order 
to determine the sufficient condition for the feature set 
informativeness when recognizing the environment state, 
it is expedient to use value ∗

rI , which is determined by 
expression (5). Since this will provide the required prob-
ability of error to recognize the environment state. It pro-
vides control of the multi robot teams which minimize the 
ratio of incorrectly recognized measurements to the total 
number of measurements.  

Thus the proposed criterion for feature set informa-
tiveness estimation in the task of multi robot teams con-
trol allows to efficiently solve the problem of feature set 
informativeness estimation, leading to effective solution 
of the multi robots control task. At that in comparison 
with traditional feature set informativeness estimation 
approaches based on the maximizing mutual information 
criterion this process is applicable when measurements 
are interdepended, environment has a variable number of 
states and allow estimate the ratio of incorrectly 
recognized measurements to the total number of 
measurements. 

 
CONCLUSIONS 

In this paper the actual task of automation of feature 
set informativeness estimation process in the task of multi 
robot teams control was solved.  

The scientific novelty of obtained results is that the 
method of feature set informativeness estimation is im-
proved. The improved method enables to estimate feature 
set informativeness in classification problems in situations 

when input data samples contain interdependent features 
and environment has a variable number of states. The 
proposed criterion is based on the idea that feature set 
significance is computed according to the mutual infor-
mation of the multi robot teams next observation. The 
article defines a sufficient condition for ensuring the re-
quire probability of making a false decision on the envi-
ronment state and proves it. The fulfillment of this condi-
tion guarantees a decision on the environment state with 
the required probability. 

Application of the proposed criterion of features set 
informativeness estimation allows us to make a decision 
how much a new observation will increase the certainty of 
the robots’ beliefs about the environment state. Practical 
significance of the paper consists in the solution of practi-
cal problems of multi robot teams control. Experimental 
results showed that the proposed criterion allowed to es-
timate feature set informativeness and it could be used in 
practice for solving of practical tasks of multi robot teams 
control. 
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Журавський Ю. В. – д-р техн. наук, старший науковий співробітник, провідний науковий співробітник наукового 
центру, Житомирський військовий інститут імені С. П. Корольова, Житомир, Україна. 

AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Вирішено задачу автоматизації процесу оцінювання інформативності ознак при управлінні групою робо-

тів. Об’єкт дослідження – управління групою роботів. Предмет дослідження – критерій оцінювання інформативності ознак. 
Мета роботи полягає в розробці критерію оцінювання інформативності ознак при управлінні групою роботів. 

Метод. Запропоновано критерій оцінювання інформативності ознак. Розроблений критерій передбачає визначення ін-
формативності набору ознак на основі значень апріорних ймовірностей знаходження ознак в описах станів навколишнього 
середовища. Використання запропонованого критерію дозволяє ефективно вирішувати завдання щодо оцінювання інформа-
тивності ознак. Це надає змогу приймати ефективні рішення при управлінні групою роботів. Розроблений критерій базуєть-
ся на критерії максимальної кількості інформації та може бути застосований в ситуаціях, коли отриманні вимірювання не є 
незалежними, а навколишнє середовище має змінну кількість станів. Запропонований критерій не вимагає побудови моде-
лей на основі оцінюваних комбінацій ознак, що істотно знижує часові та обчислювальні витрати при управлінні групою 
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роботів. Використання запропонованого критерію для оцінювання інформативності набору ознак дозволяє приймати рішен-
ня наскільки нове спостереження збільшить обізнаність роботів щодо стану досліджуваного навколишнього середовища. 

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропонований критерій оцінювання інформативності 
ознак та дозволяє управляти групою роботів. 

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого критерію оцінювання інформатив-
ності ознак і дозволяють рекомендувати його для використання на практиці при управління групою роботів. Перспективи 
подальших досліджень можуть полягати в модифікації існуючих і розробці нових методів управління групою роботів на 
основі запропонованого критерію оцінювання інформативності ознак. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: управління групою роботів, взаємна інформація, критерій інформативності, інформативність гру-
пи ознак. 
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Гуменюк М. А. – канд. техн. наук, доцент кафедры использования беспилотных авиационных комплексов, Житомир-
ский военный институт имени С. П. Корольова, Житомир, Украина. 

Сащук И. М. – канд. техн. наук, старший научный сотрудник, заместитель начальника института с учебной и научной 
работы, Житомирский военный институт имени С. П. Корольова, Житомир, Украина. 

Журавський Ю. В. – д-р техн. наук, старший научный сотрудник, ведущий научный сотрудник научного центра, Жи-
томирский военный институт имени С. П. Корольова, Житомир, Украина. 

AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Решена задача автоматизации процесса оценки информативности признаков управлении группой ро-

ботов. Объект исследования – управление группой роботов. Предмет исследования – критерий оценки информативности 
признаков. Цель работы заключается в разработке критерия оценки информативности признаков для группы роботов. 

Метод. Предложен критерий оценки информативности признаков. Разработанный критерий предполагает определение 
информативности набора признаков на основе значений априорных вероятностей нахождения признаков в описаниях сос-
тояний окружающей среды. Использование предложенного критерия позволяет эффективно решать задачи по оценке ин-
формативности признаков. Это дает возможность принимать эффективные решения при управлении группой роботов. Раз-
работанный критерий базируется на критерии максимального количества информации и может быть применен в ситуациях, 
когда получении измерения не являются независимыми, а окружающая среда имеет переменное количество состояний. 
Предложенный критерий не требует построения моделей на основе оцениваемых комбинаций признаков, существенно сни-
жает временные и вычислительные затраты при управлении группой роботов. Использование предложенного критерия для 
оценки информативности набора признаков позволяет принимать решения насколько новое наблюдение увеличит осведом-
ленность роботов по состоянию исследуемой окружающей среды. 

Результаты. Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный критерий оценки информативности 
признаков и позволяет управлять группой роботов. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного критерия оценки информативно-
сти признаков и позволяют рекомендовать его для использования на практике при управлении группой роботов. Перспекти-
вы дальнейших исследований могут заключаться в модификации существующих и разработке новых методов управления 
группой роботов на основе предложенного критерия оценки информативности признаков. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: управление группой роботов, взаимная информация, критерий информативности, информатив-
ность группы признаков. 
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ABSTRACT 
Context. Knowledge bases are the main element of artificial intelligence systems. They are formed on the basis of two generally 

accepted approaches: the object-oriented approach and object-structural approach. Knowledge structuring through its ordering, 
classification and typing of selected classes is the main operation that is implemented in both approaches. Quite often there are 
situations when data or knowledge is not exact and it is impossible to perform their exact classification. These features necessitate the 
development of new approaches aimed at solving problems of extracting knowledge from large arrays of unordered data, structuring, 
presenting and analytical processing of inexact knowledge in automated construction of knowledge bases. 

Objective. The objective of this paper is a research of new approaches for solving problems of representation of knowledge 
about cases in intellectual decision support systems. 

Method. An approach aimed at modifying Case-Based Reasoning method on the basis of Rough Set Approach has been 
proposed in this paper. The proposed method forms a partition of cases to determine the degree of their belonging to the goal classes 
using upper and lower approximations of goal classes, considering the relative importance of classification attributes and formed 
equivalence classes. 

Results. The proposed modification of Case-Based Reasoning method allows extracting knowledge about cases from arrays of 
unordered data with the purpose of the case base construction, and handling the inconsistent (in cases where for the same values of 
attributes cases belong to different classes), and incomplete (in cases where the values of some attributes or information of the case 
belonging to the given class is missing or unreliable) information about cases. 

Conclusions. The proposed method of representation knowledge about cases, their adaptation and subsequent search in the case 
base formed under uncertainty and existence of inexact, rough, inconsistent initial data constitutes a theoretical basis for constructing 
intellectual decision support systems. 

KEYWORDS: Rough Set Theory, Case-Based Reasoning, case (precedent), knowledge base, case base, classification. 
 

ABBREVIATIONS 
CB is a case base; 
CBR is a case-based reasoning; 
DM is a decision-maker; 
RST is a rough set theory; 

 
NOMENCLATURE 

αR is a degree of completeness of existing knowledge; 
ρR is a degree of incompleteness of existing 

knowledge; 
A is a set of case attributes; 
ai is a value of case attributes; 
BNR(X) is a R-boundary region of Х; 
card(Y) is a cardinality of Y; 
CXi is a region of acceptability of the corresponding 

case parameters xi; 
D are recommendations to the decision-maker; 
Ej is a class of equivalence relations over U; 
IND(R) is a family of all equivalence classes of R; 
K is a relational system (knowledge base);  
n is a number of case parameters; 
NEGR(X) is a R-negative region of Х; 
POSR(X) is a R-positive region of Х; 
R is a family of equivalence relations over U; 
RX is a R-lower approximation of rough set Х; 

XR  is a R -upper approximation of rough set Х; 

xi is a parameter (characteristic) of the case; 
Xi is a category in universe U; 
[x]R is represented an equivalence class in R 

containing an element x∈U; 
U is a finite set of considered objects (universe). 

 
INTRODUCTION 

CBR method based on use of previous experience in 
decision-making became widespread recently for various 
problems solving. A case (precedent) is a structured 
representation of accumulated experience in the form of 
data and knowledge, ensuring its subsequent automated 
processing with the help of specialized software systems 
[1, 2]. 

In general, the case model is represented as follows: 
 

( )DxxxCase n ,,..., 21 . (1)
 

In the process of CBR implementation the following 
basic tasks should be solved: choice of the form of 
knowledge representation about the case, identification 
and extraction of the case from the generated knowledge 
base (case base) and adaptation of computed solutions [3]. 

To solve the first problem, traditional methods of 
knowledge extraction and presentation are widely used, 
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such as commutative and textual methods, product 
models, semantic networks, frames, formal logic models, 
etc. The search and extraction of cases is performed using 
fuzzy sets and fuzzy relationships, decision trees, neural 
networks, and others. 

Along with that to solve this problem method of 
search for the nearest neighbor and its modification 
became widespread. As for the task of adapting decisions 
based on cases, very few works have been devoted to its 
analysis. 

The object of study is the process of structuring of 
case knowledge derived from large arrays of raw, rough 
data, by ordering and classifying them in the knowledge 
base using equivalence relations. 

The subject of study are the models and methods of 
modeling reasoning on the basis of precedents, and their 
modifications based on the mathematical apparatus of the 
rough set theory. 

The purpose of the work is to consider possibilities 
of RST for solving problems of representation knowledge 
about cases, their search and adaptation for subsequent 
decision-making. 

 
1. PROBLEM STATEMENT 

Let the initial set of knowledge about cases X be 
represented by two classes of cases: CaseS1 = {x1, x2, x3, 
x4} and CaseS2 = {x5, x6, x7}, where xi is some parameter 
(characteristic) of the case xi∈CXi, and CXi is a region of 
acceptability of the corresponding case parameters. And 
let X0 = {x3, x4, x7, x8} be some set of knowledge, which 
must be attributed to one of the indicated classes CaseS1 
and CaseS2. However, it can be seen that elements of this 
set {x3, x4}∈CaseS1 and, {x7}∈CaseS2, but the element 
{x8}∉ (CaseS1, CaseS2). This characterizes the situation 
when it is not possible to perform an exact classification. 

Suppose given a set of cases SC = {CaseSj}, j = 1, 2, 
..., k, where CaseSj = {xi}, i = 1, 2, ..., n, and some set of 
knowledge X0 = {xi}, i = 1, 2, ..., p ( p ≥ n). 

The problem of classification can be presented as the 
problem of choosing the correct class CaseSj for an each 
given input element xi∈X0 from the original set of 
knowledge X0. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

There are a lot of works devoted to models and 
methods of analyzing cases [1–7, etc.]. For example, in 
[1, 2] issues of CBR modeling in intelligent decision 
support systems are considered. The paper [3] is devoted 
to the description of case extraction approaches using 
fuzzy sets and fuzzy relations. In [4, 5] issues of practical 
application of the nearest neighbor search method and its 
modifications are considered as well as problems 
connected with its use in the task of cases extracting are 
noted. The analysis of listed publications allows for the 
conclusion that existing methods of representation and 
structuring of knowledge about cases use strict models 
determined by the relevance (certainty) of considered 
elements. 

At the same time in real situations it is quite often 
necessary to solve problems of extracting knowledge 
from arrays of unordered (raw, rough) data. The 
knowledge thus obtained is not accurate and it is 
impossible to perform its exact classification (establish a 
classification category). This is mainly due to the fact that 
the “rigidity” of existing models of knowledge 
representation forces developers to combine or cut down 
the real knowledge of experts [3]. 

To analyze such situations the author of [8] has 
proposed RST, which allows processing implicit arrays of 
disordered data and, on this basis, to extract new 
knowledge. 

 
3. MATERIALS AND METHODS 

Let’s first consider RST basic concepts, which are 
necessary for presentation knowledge about cases, 
forming the CB and subsequent searching of cases (for 
complete information on RST, see [8, 9, 10]). 

The rough set approach is considered as a concept and 
theoretical basis of reasoning about knowledge, when it is 
not exact (inexact or rough knowledge). This theory is 
based on the fact that knowledge is deeply embedded in 
the ability of people to classify subjects, phenomena, 
objects, situations, etc. In other words, knowledge is 
based on the ability to classify the objects. Therefore, 
knowledge in RST is necessarily associated with a 
multitude of patterns of classification, called the universe 
of discourse. In fact, knowledge consists of a family of 
different samples of element classification that make up 
the domain of interest to us. 

Let U ≠ Ø be a finite set of considered objects 
(universe). Each subset Xi⊆ U of the universe is called a 
category in U and any family of subsets of the universe U 
is considered as abstract knowledge about U (the empty 
set Ø is also a category). RST is based on concepts which 
form a partition (classification) of the certain universe U, 
i.e. on gaining of the family C={X1, X2, …, Xn}, such that 
Xi⊆ U, Xi ≠ Ø, Xi∩Xj=Ø for i ≠ j, (i, j=1,..,n) and ∪Xi=U. 

Such family is called a knowledge base on U, which 
represents a set of basic aspects of classification (color, 
temperature, etc.) [10]. 

It is proposed in RST to perform the classification 
procedures using equivalence relations, which are simpler 
when dealing with them than with known decisive rules 
[8, 9]. 

If R denotes the equivalence relation then the relation 
IND(R) denotes the family of all equivalence classes of R 
or classifications of U, and [x]R is represented an 
equivalence class in R containing an element x∈U. 

Formally, a knowledge base, is seen as a relational 
system K=(U, R), where U ≠ Ø is a finite set of objects 
(universe), R is a family of equivalence relations over U. 

If to consider the goal set of elements X∈U, than the 
following situations can be considered with respect to 
IND(R) classification [8, 9]:  

1) The set Х is the union of certain categories of 
IND(R). In this case the set Х is called R-exact. 

107



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Kovalenko I. I., Shved A. V., Koval N. V., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-10 

2) The set Х cannot be expressed as the union of 
certain categories of IND(R). In this case the set Х is 
called R-inexact or R-rough. 

3) R -lower approximation of rough set Х is a subset 
of all elements of U, which can be certainly classified as 
belonging to the goal set Х: 

 

{ }XxUxXR R ⊆∈= ][: , or XRx∈ , 
if and only if Xx R ⊆][ . 

(2)
 

R -lower approximation of X is also defined as R-
positive region of Х: 

 

XRXPOSR =)( . (3)
 

4) R -upper approximation of rough set Х is called the 
subset of all elements of U, which can be possibly 
classified as belonging to the goal set Х: 

 
{ }∅≠∩∈= XxUxXR R][: , or XRx∈ , 
if and only if ∅≠∩ Xx R][ . 

(4)

 

5) Negative region of Х is a subset of all elements of 
universe U, which certainly do not belong to the set X: 

 

XRUXNEGR −=)( . (5)
 
6) The boundary region of Х is a subset of all elements 

of U, which belong to R -upper approximation and do not 
belong to R -lower approximation of X: 

 
XRXRXBNR −=)( . (6)

 
Let, for example [8], there be a knowledge base 

K=(U, R), where U={x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}, is 
the universe of elements хi; R is the equivalence relation 
upon which the following equivalence classes (categories) 
were selected on U: U/IND(R)={{x1, x2}, {x3, x7, x10}, 
{x4}, {x5}, {x6}, {x8}, {x9}}. 

Let goal sets X1={x1, x2, x4, x5} and X2={x1, x2, x3, x4} 
be given. Let us compute the characteristics considered 
above for sets X1 and X2. 

Thus, we have:  
 

{ } { } { } { }542154211 ,,,, xxxxxxxxXR =∪∪= ; 
 

{ }54211 ,,, xxxxXR = ; 
 

{ }10987631 ,,,,,)( xxxxxxXNEGR = ; 
 

∅=)( 1XBNR ; 
 

{ } { } { }4214212 ,,, xxxxxxXR =∪= ; 

{ }10743212 ,,,,, xxxxxxXR = ; 
 

{ }98652 ,,,)( xxxxXNEGR = ; 
 
{ }10732 ,,)( xxxXBNR = . 

 
RST assumes that rough sets simulate the uncertainty 

regarding the belonging of some elements of the universe 
to a given goal set. Therefore, for evaluating the degree of 
such uncertainty, an assessment of approximation 
accuracy has been introduced [8, 9, 10]: 

 

∅≠=α X
XRcard
XRcardXR ,)( , ]1,0[)( ∈α XR . (7)

 
This assessment defines the degree of knowledge 

completeness. 
If BNR=Ø, i.e. XRXR = , then αR(X)=1 and the set X 

is considered as R–definable. If BNR ≠ Ø, then 
XRcardXRcard >  and αR(X)<1. Such values of αR(X) 

characterize R-undefinable or rough sets. 
As an alternative measure, in RST a roughness 

measure of the goal set X has been introduced: 
 

)(1)( XX RR α−=ρ . (8)
 
The roughness assessment, in contrast to the accuracy 

assessment, characterizes the degree of incompleteness of 
existing knowledge. 

 
4 EXPERIMENTS 

Let’s consider an example of using RST for 
implementation of CBR method in terms of presenting 
knowledge about cases, the CB creation, and also 
adapting and searching cases in the CB. To solve the first 
problem, RST uses a data table whose rows correspond to 
elements (cases), and columns correspond to features 
(attributes) of these cases. 

A cell located at the intersection of i-th row and j-th 
column contains the value of the j-th characteristic 
(attribute, feature) for the i-th element. This makes it 
possible to obtain a simple form of the initial data 
representation (Table. 1). 

 
Table 1 – The universe of cases and the values of their attributes 

 

Values of case attributes 
The universe of cases a1 a2 a3 a4 a5 

x1 1 2 0 1 2 
x2 1 2 0 1 2 
x3 2 0 0 0 1 
x4 0 0 1 1 1 
x5 2 1 0 2 1 
x6 0 0 1 1 1 
x7 2 0 0 0 1 
x8 0 1 2 1 0 
x9 2 1 0 2 1 
x10 2 0 0 0 1 
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We denote a universe as U={x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, 
x9, x10} and a set of attributes as A={a1, a2, a3, a4, x5}. 

Using the equivalence relation, let us divide the set U 
into subsets of attributes like {a1}, {a1, a2}, {a1, a2, a3}, 
{a1, a2, a3, a4}, {a1, a2, a3, a4, a5}. 

So we have: 
 

U/IND(R1){a1}={{x1, x2}, {x3, x5, x7, x9, x10}, {x4, x6, x8}}; 
 

U/IND(R2){a1, a2}={{x1, x2}, {x3, x7, x10}, {x4, x6}, {x5, 
x9}, {x8}}; 

 
U/IND(R3){a1, a2, a3}={{x1, x2}, {x3, x7, x10}, {x4, x6}, 

{x5, x9}, {x8}}; 
 

U/IND(R4){a1, a2, a3, a4}={{x1, x2}, {x3, x7, x10}, {x4, x6}, 
{x5, x9}, {x8}}; 

 
U/IND(R5){a1, a2, a3, a4, a5}={{x1, x2}, {x3, x7, x10}, {x4, 

x6}, {x5, x9}, {x8}}. 
 

This allows us to write an expression for the CB for 
this example: 

 
( )54321 ,,,,, EEEEEUCB = , 

 
where: E1={x1, x2}, E2={x3, x7, x10}, E3={x4, x6}, 

E4={x5, x9}, E5={x8} are the family of equivalence 
relations over U (elements in each class are considered 
indistinguishable). 

Let X1={x4, x6, x8}, X1⊆ U and X2={x1, x2, x3, x5, x9}, 
X2⊆ U, be goal subsets which need to be checked against 
selected classes of cases. 

The first set X1 can be uniquely represented as the 
union of classes E3 and E5, i.e. X1=E3∪E5={x4, 
x6}∪ {x8}={x4, x6, x8}. Therefore, X1 is R-exact set.  

The set X2 includes classes E1, E4 and one element 
from the class E2. Therefore, X2 is R-rough set.  

Using expressions (2)–(6) let’s represent the following 
approximations of goal sets X1 and X2 in the following 
form: 

 

{ }864111 ,,)( xxxXPOSXRXR R === ; 
 

{ }86411 ,,)( xxxXRXPOS R == ; 
 
{ }1097532111 ,,,,,,)()( xxxxxxxXRUXNEGR =−= ; 
 

∅=−= 111)( XRXRXBNR ; 
 

{ }109753212 ,,,,,, xxxxxxxXR = ; 
 

{ }952122 ,,,)( xxxxXRXPOSR == ; 
 

{ }86422 ,,)()( xxxXRUXNEGR =−= ; 
 

{ }1073222 ,,)( xxxXRXRXBNR =−= . 

Based on the above calculations, we can confidently 
state that the elements {x4, x6, x8} completely belong to 
the goal subset X1 and the elements {x1, x2, x5, x9} 
completely belong to the goal subset X2. 

R-boundary region of a goal subset X2 contains three 
elements BNR (X2)={x3, x7, x10}. These elements can 
potentially belong to the goal subset X2.  

Despite the fact that the element x3 is specified as 
belonging to the goal subset X2 (X2={x1, x2, x3, x5, x9}), 
element x3 cannot be uniquely classified as element from 
the class X2, because it belongs to the boundary region of 
X2. We can only talk about its potential membership to the 
goal subset X2. 

The elements x7 and x10 were not assigned to any goal 
subset, however they, like the element x3, belong to the 
same equivalence class E2. 

Recall that elements, which belong to the same 
equivalence category are considered indistinguishable, 
that is why the elements x7 and x10, like the element x3, 
were included in the R-upper approximation of the goal 
subset X2. 

Let X?={x7, x10}, X?⊆ U. Using expressions (2)-(6) 
let’s represent the following approximations of goal set X? 
in the following form: 

 
∅== ?? )( XRXPOSR ; 

 
{ }10732? ,, xxxEXR == ; 
 
{ }9865421?? ,,,,,,)()( xxxxxxxXRUXNEGR =−= ; 

 
{ }1073??? ,,)( xxxXRXRXBN R =−= . 

 
As can be seen, from the above calculations, it is 

fundamentally impossible to conclude that elements x7 
and x10 belong to one of the classes using the information 
on classification attributes, because RX?=∅ . 

The considered elements require an increase in a priori 
knowledge regarding their belonging to given set of 
classes. 

Using expressions (7) and (8) let us calculate 
assessments for considered goal sets X1={x4, x6, x8} and 
X2={x1, x2, x3, x5, x9}: αR(X1)= 3 / 3 = 1; ρR(X1) = 0; 
αR(X2)= 4 / 7; ρR(X2)=1 – 4 / 7 = 3 / 7. 

It should be noted that elements with unknown 
membership to classes and belonging to the R-boundary 
region of classifications performed on the basis of all 
other elements, do not affect the classification of the 
original universe. 

 
5 RESULTS 

As can be seen from the above expressions the goal 
set X1 completely belongs to the union of classes E3 and 
E5 (αR = 1). The set X2 cannot be uniquely classified 
because ρR(X2) = 3 / 7 (elements {x3, x7, x10}). 
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Taking into account the considered situation, RS 
theory proposes next strict rules for the classification of 
goal sets, which can characterize cases: 

if )( jRi XPOSx ∈ , then ji Xx ∈ ; 

if )( jRi XNEGx ∈ , then ji Xx ∉ ; 

if )( jRi XBNx ∈ , then ?Xxi ∈ . 
The above records are interpreted as follows [10]: 
– if xi belongs to the R-positive region, then it is 

identified with complete certainty as belonging to this 
class; 

– if xi belongs to the R-negative region of a particular 
class, it is identified with complete certainty as not 
belonging to this class; 

– if xi belongs to the R-boundary region of a particular 
class, it is impossible to say anything definite about the 
belonging or not belonging of the case to a particular 
class. 

It follows that for a confident search of cases in the 
CB by procedure of their classification only the first 
decision rule can be used. 

 

6 DISCUSSION 
The proposed approach, aimed at modifying CBR 

method using RST, allows processing of arrays of 
unordered (rough) data, and on the basis of such 
processing to extract new knowledge. The rough set 
approach is based on conclusion that knowledge is 
reflected in ability to classify objects and is associated 
with a plurality of classification samples. The main 
feature of RST is that it uses a kind of “inaccurate” 
(“inexact”) classification, which in practice can look more 
real than an exact classification, for which it is often 
impossible to establish a classification category.  

 

CONCLUSIONS 
A modification of CBR method by using RST has been 

considered in this paper. In order to solve problems 
underlying this method, it is proposed to apply the following 
procedures of the RST: representation, structuring and case 
base construction, which is performed by means of a 
relational table and forming a family of equivalence relations 
(classes); for adapting cases and their search in the case base 
special approximations and corresponding classification 
rules are used. 

The scientific novelty of obtained results consists in 
the fact that for processing and presentation of case 
(precedent) knowledge it is offered to use the 
mathematical apparatus of the Rough Set Theory. The 
fundamental concept of RST lies in fact that knowledge is 
reflected in the separation (classification) of relevant 
elements. Unlike existing approaches, the RST allows to 
correctly handle data that are rough in the sense of 
unordered and inaccuracy. The proposed modification of 
the CBR method allows solving the problems of 
presentation and structuring of knowledge about cases 
(precedents), their adaptation and subsequent search in a 
case base formed in the conditions of uncertainty and the 
incompleteness of expert information about cases. 

The practical significance of obtained results 
indicate the possibility of forming a set of decision rules 
(classifier) for classification of new data samples that are 
not part of the original training universe. That enables to 
perform the description and presentation of knowledge by 
highlighting their properties and attributes, and creates the 
basis for structuring and analytical processing of 
inaccurate knowledge in the artificial intelligence systems 
design. 

Prospects for further research are to develop 
methods to improve a classification accuracy of 
knowledge under incompleteness of expert information. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Основним елементом систем штучного інтелекту є бази знань, які формуються на основі двох 

загальноприйнятих підходів: об’єктно-орієнтованого та об’єктно-структурного підходів. При цьому основною операцією, 
яка реалізується в обох підходах, є структуризація знань за допомогою їх упорядкування та класифікації, типізації 
виділених класів. Досить часто виникають ситуації, коли дані або знання не є точними і неможливо виконати точну 
класифікацію. Зазначені особливості обумовлюють необхідність розробки нових підходів спрямованих на вирішення 
завдань вилучення знань з великих масивів невпорядкованих (необроблених, грубих) даних, структурування, подання та 
аналітичної обробки неточних знань при автоматизованій побудові бази знань. 

Метод. В роботі запропоновано підхід, спрямований на модифікацію методу міркувань за прецедентами на основі 
математичного апарату теорії грубих множин. Запропонований підхід дозволяє виконувати розбиття множини прецедентів 
для встановлення ступеня їх приналежності до заданих цільових класів на основі операції верхньої та нижньої апроксимацій 
цільових класів, враховуючи відносну важливість класифікаційних атрибутів та виділені класи еквівалентності, з метою їх 
подальшої адаптації та пошуку в базі прецедентів. 

Результати. Запропонована модифікація методу міркувань за прецедентами дозволяє добувати знання про прецеденти з 
масивів невпорядкованих даних, з метою формування бази прецедентів, та обробляти суперечливу інформацію про 
прецеденти, у випадку коли при однакових значеннях атрибутів, прецеденти відносяться до різних класів, та неповну 
інформацію про прецеденти, якщо значення деяких атрибутів або інформація про приналежність прецедентів до заданого 
класу відсутня або недостовірна.  

Висновки. Запропонований підхід представлення знань про прецеденти, їх адаптацію та подальший пошук в базі 
прецедентів, сформованих в умовах невизначеності та наявності неточних, необроблених, суперечливих вихідних даних 
складає теоретичну підставу для побудови інтелектуальних систем підтримки прийняття рішень. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: теорія грубих множин, метод міркувань за прецедентами, база знань, база прецедентів, 
класифікація.  
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Основным элементом систем искусственного интеллекта являются базы знаний, которые формируются 

на основе двух общепринятых подходов: объектно-ориентированный подход и объектно-структурный подход. При этом 
основной операцией, которая реализуется в обоих подходах, является структуризация знаний посредством их упорядочения 
и классификации, типизации выделенных классов. Достаточно часто возникают ситуации, когда данные или знания не 
являются точными и невозможно выполнить их точную классификацию. Указанные особенности обуславливают 
необходимость разработки новых подходов направленных на решение задач извлечения знаний из больших массивов 
неупорядоченных (необработанных, грубых) данных, структурирования и аналитической обработки неточных знаний при 
автоматизированном построении баз знаний.  

Метод. В работе предложен подход, направленный на модификацию метода рассуждений по прецедентам на основе 
математического аппарата теории грубых множеств. Предложенный подход позволяет производить разбиение прецедентов 
для установления степени их принадлежности к заданным целевым классам, используя операции верхних и нижних 
аппроксимаций, учитывая относительную важность классификационных атрибутов и выделенные классы эквивалентности. 

Результаты. Предложенная модификация метода рассуждений по прецедентам позволяет извлекать знания о 
прецедентах из массивов неупорядоченных данных, с целью формирования базы прецедентов, и обрабатывать 
противоречивую (при одних и тех же значениях классификационных атрибутов, прецеденты относятся к различным 
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классам) и неполную (значения некоторых атрибутов или информация о принадлежности прецедента к целевому классу 
отсутствует) информацию о прецедентах. 

Выводы. Предложенный подход представления знаний о прецедентах, их адаптации и последующего поиска в базе 
прецедентов, сформированных в условиях неопределенности и наличия неточных, необработанных, противоречивых 
исходных данных составляет теоретическое основание для построения интеллектуальных систем поддержки принятия 
решений. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: теория грубых множеств, метод рассуждений по прецедентам, база знаний, база прецедентов, 
классификация.  
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ABSTRACT 

Context. The problem of dimensionality reduction of diagnosis signals for their use in neural network models is considered. The 
object of the study was the process of transformation of diagnosis input signals for their subsequent use in the synthesis of predictive 
models. 

Objective. The goal of the work is the creation of the methods for the conversion of diagnosis signals as a result of the applica-
tion of which new signals will be obtained, which in turn will be used in the construction of neural network predictive models and 
will significantly reduce the synthesis time of the model by reducing their dimension and the allocation of the necessary components 
that characterize the state of the individual elements of the object of diagnosis. 

Method. The methods of reducing the dimension of the input signals of diagnosis and isolation of their components, which char-
acterize the state of the individual elements of the object of diagnosis on the basis of expert knowledge about the process of diagnosis 
are proposed. The developed methods are based on the methods of digital signal processing. Based on the expert knowledge of the 
object and the process of diagnosis, the necessary signal conversion procedures and their parameters are selected. In accordance with 
the requirements for the desired accuracy and detail of the forecast, the optimal degree of averaging of the signal is selected, which 
directly affects the speed of constructing the predictive model. The proposed methods can be used in the transformation of diagnosis 
signals of various diagnostic processes where there is a need to build neural network predictive models based on high-dimensional 
signals. The developed methods were investigated for the conversion of diagnostic signals obtained on a complex object of technical 
diagnostics, namely, on the transmission of the helicopter. On the basis of the received signals, a neural network model was synthe-
sized, the training of which requires much less computational resources, while the prediction accuracy remains optimal.  

Results. The developed methods are implemented programmatically and investigated in solving the problem of predicting the fu-
ture state of the helicopter transmission during the diagnosis process. 

Conclusions. The experiments have confirmed the effectiveness of the developed methods and allow us to recommend them for 
use in practice in solving diagnostic problems. The conducted experiments have confirmed the proposed software operability and 
allow recommending it for use in practice for solving the problems of diagnosis and automatic classification on the features. The 
prospects for further research may include the search for the best parameters of the developed methods, optimization of their software 
implementations, as well as experimental study of the proposed methods on a large set of practical problems of diagnosing complex 
objects of different nature by their diagnostic signals.  

KEYWORDS: signal processing, neural network, instance, feature, data dimensionality reduction. 
 

ABBREVIATIONS 
GRU is a gated recurrent unit; 
HUMS is a Health and Usage Monitoring Systems; 
LSTM is a long short-term memory; 
NN is a neural network; 
RNN is a reccurent neural network; 

 
NOMENCLATURE 

C is a condenser capacity; 
ε is a ripple factor; 
F() is a neural network model structure; 
f() is a user criterion characterizing the argument qual-

ity relatively to the problem being solved; 
H is a sampling rate of the signal envelope; 
N is a number of time steps in signal; 
n is an order of the filter; 
R is a resistance of the resistor; 
σ is a sigmoid activation function; 
Tn(x) is a Chebyshev polynomial of the n-th order; 

τ is an averaging time of the signal; 
tanh is a hyperbolic tangent activation function; 
ω0 is a cutoff frequency; 
ω(t) is a signal envelope; 
w is a set of controlled (adjusted) parameters of the 

neural network model; 
xs

j is a value of j-th input feature xj, characterizing the 
instance xs; 

ys is an output feature value associated with the in-
stance хs; 

ys* is a calculated output feature value for the s-th in-
stance on the neural model output; 

хs is s-th instance of a sample; 
x(t) is an input signal; 
xf(t) is a signal received as a result of the recursive fil-

tering stage; 
ψ(t) is a Hilbert transform of signal. 
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INTRODUCTION 
To automate decision making and forecasting in the 

tasks of technical and medical diagnostics, it is necessary 
to have a model of dependence of the solution on the de-
scriptive features characterizing the recognized instance 
(observation of the state of the object or process at a cer-
tain point in time). As a rule, the modern diagnostic proc-
ess is carried out over a period of time, during which ob-
servations are recorded and can be presented in the form 
of sets of diagnostic signals.  

One of the most popular and powerful tools for con-
structing models based on diagnostic signals is artificial 
radial basis NN and RNN [1], which can learn by prece-
dents, providing their generalization and knowledge ex-
traction from data. 

The object of study was the process of transformation 
of diagnosis input signals for their subsequent use in the 
synthesis of predictive models. 

The process of neural model building is typically 
time-consuming and highly iterative. This is caused by 
that training time and accuracy of the NN model are es-
sentially dependent on the dimensionality and quality of 
the used training sample. Therefore, to improve the speed 
of construction and quality of the neural model, it is nec-
essary to reduce the dimension of the input signals of di-
agnosis, by isolating the necessary components from them 
and further averaging them, thereby ensuring the preser-
vation of their basic properties. 

The subject of study is the methods of reducing the 
dimension of the input signals of diagnosis and isolation 
of their components, which characterize the state of the 
individual elements of the object of diagnosis. 

The known methods of reducing the training sample 
[2] aren’t optimal for applying them to diagnostic signals 
with a high sampling rate due to the large requirements 
for time and computational resources and the complexity 
of their implementation in practice. 

The purpose of the work is the conversion of diag-
nosis signals as a result of which new signals will be ob-
tained, which in turn will be used in the construction of 
NN predictive models and will significantly reduce the 
synthesis time of the model by reducing their dimension 
and the allocation of the necessary components that char-
acterize the state of the individual elements of the object 
of diagnosis. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Consider the problem of diagnosing the helicopter 
transmission. Preventing machinery failure is an 
important component of the maintenance activities of 
most engineering systems. Helicopters are constantly 
exposed to periodic loads and vibrations that initiate and 
propagate the occurrence of damage in many components 
of the equipment. This is due to the design of the 
helicopter and the presence of complex mechanical 
systems, such as the inventive rotor, control rotor, main 
gearbox and other transmission elements. In most cases, 
the failure of these systems lead to catastrophic situations. 

HUMS are used to monitor the technical condition of 
the helicopter [3]. These systems make possible to detect 
damage in the transmission components and predict their 
residual life. 

In this paper, we set the task of long-term forecasting 
of the state of the helicopter transmission during the 
ground test. This type of test allows the use of significant 
computing power, which is important when working with 
a large number of signals, which are measured at a high 
sampling rate and for significant periods of time. 
However, with this type of test, it is necessary to build 
predictive models that will work correctly on long-term 
periods of time. 

Formally, the problem of neuromodels synthesis can 
be presented in this form. 

Suppose given the original sample as a set of prece-
dents (instances) <xt, yt> is a set of S precedents 
characterizing dependence yt(xt), at the moment t, t = 1, 2, 
…, T, where xt={xs

t}, y={ys
t}, s = 1, 2, ..., S, characterized 

by the set of N input features {xt
j}, j = 1, 2, ..., N, where j 

is a number of feature, and output feature y. Each s-th 
precedent can be noted as <xs

t, ys
t>, where xs

t={xs
tj}. 

Then the problem of model synthesis of dependence 
yt(xt) will be considered in search of such structure F() 
and adjusting such values of parameters w of a model 
which will satisfy the model quality criterion f(F(), w, <xt, 
yt>) → opt, where opt – is a symbol of optimum. 

In case when the original sample has a big dimension-
ality before model building we need to decide a problem 
of less size subsample selection from the original sample 
(given: X=<xt, yt>, t = 1, 2, …, T, needed: X′=<x′p, y′p>,  

p = 1, 2, …, P, where P << T, f(<x′p, y′p>, <xt, yt>) → opt). 
To build the model in the problem we used the data of 

vibration diagnostics of the helicopter transmission con-
taining fifteen piezoelectric sensors to monitor the level of 
vibration mounted on the transmission components, such 
as: rotor shaft cover, coupling flange of the upper and 
lower part of the gearbox, drive flange of main rotor, in-
termediate gearbox and tail gearbox. At the mounting 
point, there are 3 sensors that allow monitoring vibration 
parameters in mutually perpendicular planes.  

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The problem of long-term forecasting of the state of 
the helicopter transmission includes the solution of a 
complex of subtasks of forecasting the state of individual 
elements of the transmission [4]. Usually this problem is 
solved by predicting the next N values of a certain diag-
nostic signal [5]. 

However, this approach has shortcomings that make it 
difficult to put into practice. First, the input signal has low 
informativeness regarding the state of a particular trans-
mission element. Secondly, the condition of the transmis-
sion element is usually characterized not by one, but by 
several different diagnostic signals. Third, the input sig-
nals have a large sampling rate. 

At the same time, there is a need to build predictive 
models based on big data to ensure satisfactory prediction 
accuracy. These limitations make the process of synthesis 
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and training of models based on computational intelli-
gence such time-consuming and computational resources. 

Signal transformation is an important problem in the 
construction of analytical and predictive models that work 
based on computational intelligence. The development of 
such models is associated with the need to process big 
data [1–2, 6]. Typically, the input selection data which 
represent the signals which describe the investigated 
processes may contain redundant and uninformative in-
formation [7–8]. The use of such information in the syn-
thesis of models leads to an increase in their complexity, 
redundancy, reduction of generalizing capabilities and can 
make the synthesized model unusable due to the need for 
large computational resources. 

Usually, to solve this problem, the data is pre-
processed to exclude from the training sample redundant 
features and instances. Most of the known methods use a 
greedy or stochastic search strategy [9]. Both of these 
strategies aren't optimal for working with time sequences 
that are represented by signals with a high sampling rate 
due to the large time and computational resources and the 
complexity of their implementation in practice. 

One of the most effective tools for data analysis is 
signal processing [10]. It has a large number of means to 
allocate the necessary components of the signal, its nor-
malization and averaging. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

To solve these problems, two methods for converting 
input signals based on signal processing methods have 
been developed and can be used to monitor and predict 
the state of a certain transmission element when specify-
ing the signal processing parameters. 

The method of signal transformation to obtain values 
for the vibration overload parameter is proposed to be 
used to obtain an assessment of the state of the transmis-
sion element with the vibration overload parameter. 

Initialization stage. Set input signal x(t). 
Recursive filtering stage. To apply to the input signal 

x(t) type I Chebyshev filter to select from it the necessary 
frequency band, which characterizes the state of the 
transmission element. According to [10] the amplitude 
frequency characteristic of the type I Chebyshev filter is 
defined as (2): 
 

.
)/(1

1)(
0

22 ωωε+
=ω

nT
K  (1)

 
Selection of the signal envelope stage. Select the sig-

nal envelope to obtain the absolute value of the signal. 
For this, according to [11], the signal received as a result 
of the previous stage can be represented as an analytical 
signal with addition to the real signal xf(t) of its Hilbert 
transformation as imaginary part (2): 

 
),(ˆ)()( txjtxt ff +=ψ  (2)

 

from here signal envelope is defined as (3): 
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Selection of the envelope signal is carried out using a 
peak detector [12], which is used to allocate the maximum 
and minimum values of the signal envelope. 

Signal averaging stage. Get the average value of the 
signal amplitude over τ seconds by the formula (4): 
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The method of signal transformation to obtain values 

for the vibration speed parameter is proposed to be used 
to obtain an assessment of the state of the transmission 
element with the vibration speed parameter.  

Initialization stage. Set input signal x(t). Recursive fil-
tering stage. To apply to the input signal x(t) type I Che-
byshev filter to select from it the necessary frequency 
band, which characterizes the state of the transmission 
element.  

Signal integration stage. To integrate the signal by the 
method of RC-circuit [13] with the number of averaging 
points N to change the parameter to the vibration speed 
parameter. An RC circuit is an electrical circuit consisting 
of a resistor R and a capacitor C. Integration is performed 
by the formula:  
 

).()(,)(1)( int
0

int txtxdttx
RC

tx f

t

f <<≈ ∫  (5)

 
Selection of the signal envelope stage. Select the sig-

nal envelope (2)–(3) to obtain the absolute value of the 
signal. Selection of the envelope signal is carried out us-
ing a peak detector which is used to allocate the maxi-
mum and minimum values of the signal envelope.  

Signal averaging stage. Get the average value of the 
signal amplitude over τ seconds by the formula (4). 

The developed methods of signal transformation allow 
selecting the necessary components from the input sig-
nals. After the necessary components are selected, the 
signal is averaged.  

With the use of a band-pass filter, signals are cleared 
of low-frequency and high-frequency components, which 
have low informativeness in the original signals. Further 
averaging of the signal allows to reduce the influence of 
random amplitude and noise components of the signal, as 
well as to reduce its dimension. 

This allows the use of processed signals in NN models 
more efficiently than the original signals. In practice, this 
will increase the speed of predictive models. 

After the transformation of the original input data, a 
predictive model can be synthesized based on them. 

In most HUMS as the predictive model used a feed-
forward NN [3–4]. These models demonstrate their per-
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formance for short-term forecasting, but as the time win-
dow between the input data and the target value of the 
forecast increases, the quality of the models decreases.  

Models of RNN have connections between elements 
that create a directed sequence. This makes it possible to 
process successive series of events in time. Unlike multi-
layer perceptrons, RNN can use their internal memory to 
process sequences of arbitrary length.  

At the moment, there are a large number of models of 
RNN and new architectures are being developed to solve 
various problems. In [14] analyzes the main models of 
RNN to solve the problem of long-term forecasting of the 
state of the helicopter transmission. 

A four – layer recurrent neuron network with an input 
layer, two hidden layers with GRU-cell (Fig. 1) and an 
output layer with one linear neuron was chosen as a neu-
ral network model. GRU [15] is a simplified model of a 
well – known LSTM cell with significantly fewer parame-
ters. Through this, learning GRU is easier than LSTM, so 
it is gaining popularity in many real-world tasks. 
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Figure 1 – The structure of the GRU-cell 

 
At the input of the GRU-cell receives a vector x, which 

contains the current values of the signals. The output of the 
cell is calculated by the following formulas (6)–(9): 

 
)( 1 uthutxut bhWxWu ++σ= − , (6)

 
)( 1 rthrtxrt bhWxWr ++σ= − , (7)

 
))(tanh( 1−′′ ⊗+=′ tthhthxt hrWxWh , (8)

 
1)1( −⊗+′⊗−= ttttt huhuh , (9)

4 EXPERIMENTS 
To study the proposed methods of signal transforma-

tion, they were implemented in software using WinPOS 
data processing procedures [16]. The NN model was im-
plemented in Python using the PyTorch library [17].  

During the experiment, from 15 original input signals, 
22 artificial (calculated) signals were isolated and ob-
tained using the proposed methods, which show the state 
of such transmission elements, such as: the first tooth of 
the main gear, rotor blade, tail shaft, the first tooth of the 
intermediate gearbox, the first tooth of the tail gearbox, 
tail rotor blade, tail rotor. Information about transformed 
signals is given in the Table 1. 
 

Table 1 – Information about the signals obtained by the pro-
posed methods 

 
The signal obtained by the 

proposed methods Input 
measureme

nt 
location 

Direction of 
measurement Name of the 

transmission 
element 

Controlled 
parameter 

First gear drive 
of the main 

gearbox 

Vibration 
overload 

Vertical 
Rotor shaft 

cover 

Axial 

Vertical Coupling 
flange of 
the upper 
and lower 
part of the 
gearbox 

Axial 

Rotor blade Vibration 
speed 

Vertical 

Horizontal 
Drive 

flange of 
main rotor 

Axial 

Vertical 

Horizontal 

Axial 

Tail shaft Vibration 
speed 

Vertical 

Horizontal 

Intermediat
e gearbox 

Axial 

First gear drive 
of the 

intermediate 
gearbox 

Vibration 
overload 

Vertical 

Horizontal 

Axial 

First gear drive 
of the tail  
gearbox 

Vibration 
overload 

Vertical 

Horizontal 

Axial 

Tail rotor blade Vibration 
speed 

Vertical 

Horizontal 

Tail 
gearbox 

Axial 

Tail rotor Vibration 
speed 
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For recursive filtering in the proposed methods of sig-
nal conversion, a filter of 4-th order with the value of rip-
ple factor ε = 0,3 dB was used. To integrate the signal by 
the method of RC-circuit, the number of averaging points 
is N = 800. The signals were averaged over time τ = 1 s. 

Four-layer RNN with GRU-cells were used in the ex-
periments. It had 30 neurons in the first hidden layer and 
15 neurons in the second. It was trained using the 
RMSprop method with learning rate 0.01, one train batch 
contained 40 values [18]. 

Experiments were conducted during which the histori-
cal information on the progress of the 18 cycles of trans-
mission tests (cycle duration t = 150 s) was used as a 
training sample. The input signals were transformed by 
the proposed methods into signals characterizing the state 
of individual transmission elements. 

The purpose of building a predictive model was to ob-
tain a forecast of the state of the transmission element on 
the next test cycle based on a set of values of time steps 
(time window) on the current cycle. The size of the slid-
ing time window equal to 3 was used in the experiments. 

Data about signals of the first 14 cycles were used as 
training data. Data about the signals of the last 4 cycles 
were used as test data. 

 
5 RESULTS 

The frequency band was determined separately for 
each transmission element, according to its physical pa-
rameters. For example, for signal processing by the rotor 
blade parameter, the filter bandwidth of 1000–2750 Hz 
was used (Fig. 2).  

 
a 
 

 
b 

Figure 2 – The example of using the proposed methods for proc-
essing the signal from the rotor shaft cover (vertical direction of 

measurement): a – original signal; b – processed signal 

For signal processing by the tail rotor blade parameter, 
the filter bandwidth of 20–45 Hz was used. The results of 
the proposed methods are shown in Fig. 3. 

 

a 
 

 
b 
 

 
c 
 

Figure 3 – The results of using the proposed methods the signal 
from the tail gearbox processing with a parameter: tail rotor 

blade: a – vertical direction of measurement; b – horizontal di-
rection of measurement; c – axial direction of measurement 
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Predictive models were synthesized on the basis of the 
processed signals. As output signals, during the experi-
ment, all received signals were used alternately. 

To assess the quality of the forecast, we used the mean 
squared error of the forecast of the signal by the formula (10): 

 

∑
=

ω−=
S

s

ss xFy
N

E
1

2)),((1 . (10)

 
Predictive models were synthesized on the basis of the 

processed signals. As output signals, during the experi-
ment, all received signals were used alternately. 

Predictive models were synthesized on the basis of the 
processed signals. As output signals, during the experi-
ment, all received signals were used alternately. 

For example, the prediction error for the signal re-
ceived on the intermediate gearbox (axial direction of 
measurement) and processed with a parameter: first gear 
drive of the intermediate gearbox is 0.0167, which 
corresponds to 13.45%. According to expert estimates, 
this error is acceptable for the problem of predicting the 
transmission of the helicopter. 

 

 
Figure 4 – The example of prediction signal values 

received on the intermediate gearbox (axial direction of 
measurement) and processed with a parameter: first gear 

drive of the intermediate gearbox 
 

The fragment of the results of conducted experiments 
for this and other examples is presented in the Table 2.  

 
Table 2 – Information about the signals obtained by the pro-

posed methods 
 

Input 
measurement 

location 

Direction of 
measurement 

Forecast error 
(percent), % 

Rotor shaft cover Vertical 13.20 

Vertical 9.58 

Horizontal 12.95 Tail gearbox 

Axial 15.64 

Intermediate 
gearbox Axial 13.45 

6 DISCUSSION 
The use of the proposed methods made it possible to 

obtain a set of signals for effective prediction of the state 
of the object of diagnosis. The general condition of the 
diagnostic object is characterized by a multivariative time 
series. The most flexible tool for forecasting such series is 
NN forecasting models. The results shown in table 2 
demonstrate that the model built on the basis of the re-
ceived signals provides the necessary forecasting accu-
racy. 

The advantage of using processed signals is that their 
dimension is many times smaller than the dimension of 
the input signals. Also, these signals are more informative 
for the expert and don’t require further processing after 
receiving the forecast.  

The disadvantages of the proposed methods are that in 
order to obtain high prediction accuracy it is necessary to 
have a large set of input signals. However, the modern 
process of diagnosis often has a large amount of historical 
information in the form of signals with a high sampling 
rate. 

Also, the developed methods can be basic for the de-
velopment of more specialized methods for predicting 
individual characteristics of the diagnosis signal. For ex-
ample, to predict the sharp vibration jumps about the di-
agnosis of technical objects, which often leads to the fail-
ure of the object. 

The results of the experiments shown in Fig. 4 and ta-
ble 2 demonstrate the efficiency and flexibility of the de-
veloped methods. Based on this, the proposed methods 
can be effectively used in practice to predict the state of 
the object of diagnosis. 

 
CONCLUSIONS 

The urgent problem of reducing the dimension of di-
agnosis signals for the synthesis of data-driven neural 
network diagnosis models is considered.  

The scientific novelty of obtained results is the meth-
ods of signal transformation based on signal processing 
are proposed. They are based on the methods of signal 
processing, solve the problem of selecting the desired 
components of the signal, and reduce its dimension. The 
developed methods can significantly reduce the dimen-
sion of the input signals, without reducing their informa-
tiveness. This allows to increase the speed of synthesis of 
NN models based on transformed signals.  

The practical significance of obtained results is that 
the software realizing and used to solve practical regres-
sion problems. The experiments have confirmed the effi-
ciency of the developed proposed software and allow us 
to recommend it for use in practice for the problems of 
synthesis of models based on precedents, which are pre-
sented as signals.  

Prospects for further research are parallelization of 
calculations and optimization of software implementation 
of the proposed methods, also as experimental study of 
the proposed methods with different internal parameters 
of the settings on the larger complex of practical problems 
having different nature and dimension. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто задачу зменшення розмірності сигналів діагностування для їх використання у нейромережевих мо-

делях. Об’єктом дослідження є процес перетворення вхідних сигналів діагностування для їх подальшого використання при побудо-
ви прогнозуючих моделей. Мета роботи – створення методів для перетворення сигналів діагностування у результаті використання 
яких будуть отримані нові сигнали, які у свою чергу будуть використані при побудові нейромережевих прогнозуючих моделей та 
дозволять значно скоротити час синтезу моделі за рахунок скорочення їх розмірності та виділення необхідних компонент, що хара-
ктеризують стан окремих елементів об’єкту діагностування.  

Метод. Запропоновано методи, що дозволяють одночасно скоротити розмірність вхідних сигналів діагностування та виділи з 
них компоненти, що характеризують стан окремих елементів об’єкту діагностування на основі експертних знань про процес діагно-
стування. Розроблені методи базуються на основі методів цифрової обробки сигналів. Відповідно до експертних знань про об’єкт 
та процес діагностування обираються необхідні процедури перетворення сигналів та їх параметри. Відповідно вимогам до бажаної 
точності та детальності отримуваного прогнозу обирається оптимальний ступень усереднення сигналу, який напряму впливає на 
швидкість побудови прогнозуючої моделі. Запропоновані методи можуть бути використані для перетворення сигналів діагносту-
вання різноманітних діагностичних процесів де є потреба у побудові нейромережевих прогнозуючих моделей на основі сигналів 
великої розмірності. Були проведені дослідження розроблених методів для перетворення сигналів діагностування отриманих на 
складному об’єкті технічної діагностики, а саме на трансмісії гелікоптера. На основі отриманих сигналів було синтезовано нейро-
мережеву модель, навчання якої потребує набагато менших обчислювальних ресурсів, при цьому точність прогнозування залиша-
ється оптимальною.   

Результати. Розроблені методи реалізовані програмно і досліджені при вирішенні задачі прогнозування майбутнього  стану 
трансмісії гелікоптера під час процесу діагностування.  

Висновки. Проведені експерименти підтвердили ефективність розроблених методів і дозволяють рекомендувати його для ви-
користання на практиці при вирішенні задач діагностування. Перспективи подальших досліджень можуть полягати в пошуку кра-
щих параметрів розроблених методів, оптимізації їх програмних реалізацій, а також експериментальному дослідженні запропоно-
ваних методів на більшому комплексі практичних задач діагностування складних об’єктів різної природи за їх діагностичними 
сигналами.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: цифрова обробка сигналів, нейрона мережа, екземпляр, ознака, зменшення розмірності.  
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрена задача уменьшения размерности сигналов диагностирования для их использования в нейросете-

вых моделях. Объектом исследования являлся процесс преобразования входных сигналов диагностирования для их последующего 
использования при построении прогнозирующих моделей. Цель работы – создание методов для преобразования сигналов диагно-
стирования в результате применения которых будут получены новые сигналы, которые в свою очередь будут использованы при 
построении нейросетевых прогнозирующих моделей и позволят значительно сократить время синтеза модели за счет сокращения 
их размерности и выделения необходимых компонент, которые характеризуют состояние отдельных элементов объекта диагности-
рования. 

Метод. Предложены методы, которые позволяют одновременно сократить размерность входных сигналов диагностирования и 
выделить из них компоненты, которые характеризуют состояние отдельных элементов объекта диагностирования на основании 
экспертных знаний про процесс диагностирования. Разработанные методы базируются на основе методов цифровой обработки 
сигналов. Исходя из экспертных знаний о объекте и процессе диагностирования выбираются необходимые процедуры преобразо-
вания сигналов и их параметры. В соответствии требования к желаемой точности и детальности прогноза выбирается оптимальная 
степень усреднения сигнала, которая напрямую влияет на скорость построения прогнозирующей модели. Предложенные методы 
могут быть использованы при преобразовании сигналов диагностирования разнообразных диагностирующих процессов где есть 
необходимость в построении нейросетевых прогнозирующих моделей на основе сигналов большой размерности. Были проведены 
исследования разработанных методов для преобразования сигналов диагностирования полученных на сложном объекте техниче-
ского диагностирования, а именно на трансмиссии вертолета. На основе полученных сигналов было синтезировано нейросетевую 
модель, обучение которой требует намного меньших вычислительных ресурсов, при этом точность прогнозирования остается оп-
тимальной.  

Результаты. Разработанные методы реализованы программно и исследованы при решении задачи прогнозирования будущего 
состояния трансмиссии вертолета во время процесса диагностирования. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили эффективность разработанных методов и позволяют рекомендовать их для 
использования на практике при решении задач диагностирования. Перспективы дальнейших исследования могут состоять в поиске 
лучших параметров разработанных методов, оптимизации их программных реализаций, а также экспериментальному исследова-
нию предложенных методов на большем комплексе практических задач диагностирования сложных объектов разной природы по 
их диагностическим сигналам.     

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: цифровая обработка сигналов, нейронная сеть, экземпляр, признак, уменьшение размерности.  
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Рассмотрена задача анализа библиографического списка с целью автоматизации проверки правильности 
его составления. Объектом исследования являлся процесс формирования библиографических описаний на основе дейст-
вующих стандартов. Предмет исследования – модели и методы интеллектуального анализа для проверки и исправлений 
библиографического описания. Цель работы – повышение эффективности научно-педагогической деятельности за счет 
применения интеллектуальной системы для проверки списка литературных источников в курсовых и дипломных работах 
студентов. 

Метод. Проанализирован стандарт и перечислены элементы, составляющие библиографическое описание. Рассмотрены 
существующие инструменты для формирования и проверки списка литературных источников, выявлены их недостатки, 
обоснована необходимость создания программного средства для проверки библиографических описаний. Приведено иссле-
дование методов интеллектуального анализа: рассмотрены методы регулярных выражений, нечеткого поиска с применени-
ем нечетких регулярных выражений, конечного автомата и нейронной сети Хемминга. Создана ранее не существующая 
модель проверки библиографического описания на соответствие действующим стандартам, основанная на методах регуляр-
ных выражений, нечеткого поиска, конечного автомата и нейронной сети Хемминга. Представлена объектно-
ориентированная модель проектируемой компьютерной системы на языке визуального моделирования UML. Описана рабо-
та компьютерной реализации программной системы, осуществленной в среде визуального программирования C#. 

Результаты. Разработана программная система – интеллектуальная система принятия решений – для проверки библио-
графического описания и частично автоматизированного исправления с пользовательскими указаниями, сформированными 
на основе базы знаний. 

Выводы. Разработанная интеллектуальная система позволяет выявить и исправить ошибки оформления библиографи-
ческого описания. Основой программы является база знаний, которую можно дополнить при наличии каких-либо непреду-
смотренных ситуаций. Кроме этого, данная система дает возможность накапливать базу данных уже проверенными списка-
ми литературы. Разработанную систему можно улучшать без вмешательства в исходный код программы. При этом уровень 
ее возможностей и правильности исправлений, выдачи замечаний напрямую зависит от полноты и правильности составлен-
ной базы знаний. К перспективам дальнейших исследований можно отнести использование других стилей оформления спи-
ска литературы, отличных от ДСТУ 7.1:2006, таких, как IEEE. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: библиографический список, библиографическое описание, ДСТУ 7.1:2006, ISBD, регулярные 
выражения, нечеткий поиск, расстояние редактирования, нечеткие регулярные выражения, конечный автомат, нейросеть 
Хемминга, Unified Modeling Language, С#, WorldAddIn. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Обязательной структурной частью любой научной 
работы является список использованной литературы, 
который служит источником информации об исполь-
зованных (рассматриваемых, цитируемых, упоминае-
мых) в тексте работы документах. Библиографиче-
ский список составляется из библиографических опи-
саний, которые содержат совокупность сведений о 
документе, его части, или группе документов, приво-
димых в определенной последовательности и дающих 
возможность идентифицировать данный документ. 

В нашей стране библиографическое описание не-
обходимо составлять согласно действующему стан-
дарту Украины – ДСТУ 7.1:2006 «Библиографическая 
запись. Библиографическое описание». Стандарт оп-
ределяет достаточно много требований к оформлению 
библиографических описаний для различных видов 
источников, устанавливает разное количество обяза-
тельных элементов, в зависимости от вида источника, 
наличия сведений в предписанных источниках, спе-

цифики материала и т.д., является базовым для систе-
мы стандартов, правил, руководств, методических 
пособий по составлению библиографической записи 
[1–4]. Очевидно, что применение систем автоматиза-
ции и проверки составления библиографического 
списка позволит повысить эффективность научно-
педагогической деятельности 

Объектом исследования является процесс фор-
мирования библиографических описаний на основе 
действующих стандартов. 

Предметом исследования являются модели и ме-
тоды интеллектуального анализа для проверки и ис-
правлений библиографического описания. 

Цель повышение эффективности научно-
педагогической деятельности за счет применения ин-
теллектуальной системы для проверки списка литера-
турных источников в курсовых и дипломных работах 
студентов. 
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1 ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Дано описание структуры библиографического 

описания. На этой основе и результатах анализа часто 
допускаемых ошибок необходимо сформировать базу 
знаний для идентификации областей с целью исправ-
ления ошибок – приведения списка в соответствие со 
стандартом ДСТУ 7.1:2006. 

База знаний должна быть самообучаемой, реализо-
ванной в виде программного приложения – интеллек-
туальной системы принятия решений. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Библиографическое описание – совокупность све-
дений о документе, приведенных по определенным 
правилам, устанавливающим наполнение и порядок 
следования областей и элементов, предназначенных 
для идентификации и общей характеристики доку-
мента [1–4]. 

Согласно ДСТУ 7.1–2006, в состав библиографи-
ческого описания входит ряд обязательных областей 
и элементов: область заглавия и сведений об ответст-
венности, область издания, область специфических 
сведений, область выходных данных, Область физи-
ческой характеристики, область серии, область при-
мечания, область стандартного номера (или его аль-
тернативы) и условий доступности. Для более четкого 
разделения областей и элементов, а также для разли-
чения предписанной и грамматической пунктуации 
применяют пробелы в один печатный знак до и после 
предписанного знака. Исключение составляют точка и 
запятая – пробелы оставляют только после них [3–4]. 

Элементы могут быть обязательными и факульта-
тивными. Обязательные элементы обеспечивают 
идентификацию документа и поиск. Факультативные 
элементы дают дополнительные сведения о докумен-
те (параллельное заглавие, сведения, относящиеся к 
заглавию, сведения о сопроводительном материале, 
условия доступности, цена и т.п.). Наряду со стандар-
тизацией общей структуры библиографического опи-
сания учитывалась специфика документов разных 
видов. Для каждого из них выявлен и установлен не-
обходимый минимум обязательных элементов для 
идентификации. Например, для книг – пять обяза-
тельных элементов, а для стандартов – два. При необ-
ходимости библиографическое описание документа 
любого вида по ДСТУ 7.1–2006 можно составить 
только из обязательных элементов [5-6]. Пунктуация 
в библиографическом описании выполняет две функ-
ции – обычных грамматических знаков препинания и 
знаков предписанных (условно разделяющих области 
и аналогичные элементы описания) для распознава-
ния отдельных элементов в любом ISBD, на любом 
языке [6]. В качестве предписанной пунктуации вы-
ступают знаки препинания и математические знаки. 

В стандарте ГОСТ ДСТУ 7.1-2006 определены три 
вида библиографического описания: одноуровневое, 
многоуровневое и аналитическое. Будем рассматри-
вать только одноуровневое и аналитическое библио-
графические описания, так любое многоуровневое 

описание можно представить как несколько одно-
уровневых. На однотомное издание составляют одно-
уровневую запись, состоящую из одной части (одного 
уровня). Также одноуровневая запись может быть 
составлена на многотомное издание в целом, на от-
дельный том (часть, выпуск, номер и т. п.), на группу 
томов многотомного издания. Схема одноуровневого 
описания в наиболее полном варианте описана в 
стандарте [3]. 

В ходе анализа не удалось найти универсальных 
программных решений для проверки правильности 
оформления списка использованной литературы или 
библиографического описания как на соответствие 
стандарту ДСТУ 7.1:2006, так и на соответствие дру-
гим стандартам, в том числе международному ISBD. 
Наиболее распространены следующие программы и 
инструменты для формирования и проверки библио-
графического описания: 

1. Встроенный инструмент для формирования 
библиографического списка в Microsoft Word, кото-
рый появился с 2007 версии офисного пакета. Основ-
ными преимуществами данного инструмента являют-
ся простота в использовании, интуитивно понятный 
интерфейс, поддержка нескольких стандартов оформ-
ления библиографического описания [7]. Недостатком 
является несоответствие оформляемых описаний дей-
ствующим стандартам, как ДСТУ 7.1:2006, так и 
ГОСТ 7.1:2003. 

2. Интернет-ресурс для оформления списка лите-
ратурных источников с названием vak.in.ua, который 
предоставляет возможность оформления научных 
источников в соответствии с требованиями Высшей 
аттестационной комиссии (ВАК) Украины [8]. Основ-
ными преимуществами данного ресурса являются 
простота, высокая степень соответствия Украинскому 
стандарту ДСТУ 7.1:2006, большое количество гото-
вых примеров. Несмотря на высокую степень соот-
ветствия ДСТУ 7.1:2006, при составлении библиогра-
фического описания иногда обнаруживаются грубые 
ошибки. Например, при составлении аналитического 
библиографического описания в область сведений об 
идентифицирующем документе могут попадать как 
фамилия автора, так и издание. Кроме этого, к недос-
таткам можно отнести отсутствие возможности фор-
мирования списка литературы без подключения к ин-
тернету, а так же проверки уже сформированного 
библиографического описания на его соответствие 
стандартам. 

Рассмотрим несколько методов интеллектуального 
анализа библиографических описаний. 

Так как области описания не могут быть 
однозначно определены только по их расположению, 
их можно идентифицировать по формату 
(предписанным шаблонам) и по ключевым словам, 
характерными для данной области. Для таких задач 
используется механизм регулярных выражений. 

Регулярные выражения – это формальный язык 
поиска и осуществления манипуляций со строками, 
основанный на использовании метасимволов, 
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литералов, операторов или конструкций. Механизм 
регулярных выражений позволяет захватывать 
целевую строку по заданному шаблону [9-10]. 

Регулярные выражения могут состоять из 
обычных слов, символьных классов, множества 
символов или слов, диапазонов символов. Примеры 
единичных символов: 

[set] – задание множества символов (соответствие 
символа из заданного набора – «s», «e», «t»). 

[^set] – задание отрицания множества символов 
(соответствие любого символа, который не входит в 
заданный набор). 

Классы символов соответствуют одному набору 
символов и состоят из языковых элементов, 
приведенных в таблице символьных классов [9–10]. 

Для управления элементами регулярных 
выражений используются квантификаторы. 
Квантификатор указывает количество вхождений 
предшествующего элемента (знака, группы или 
класса знаков), которое должно присутсвовать во 
входной строке, чтобы было зафиксировано 
соответствие. Привязки (якоря) являются атомарными 
утверждениями нулевой ширины, добавляют условия 
для соответствия в зависимости от текущей позиции в 
строке, но не предписывают обработчику 
перемещаться по строке или обрабатывать символы. 
Элементы регулярных выражений можно 
группировать. Конструкции группирования 
отображают части выражений регулярных выражений 
и обычно захватывают части входной строки. 
Конструкции изменения позволяют объединять 
наборы для соответствий (регулярные выражения) в 
одно регулярное выражение, работают по принципу 
логического «или». Для выполнения операций поиска 
и замены с помощью регулярных выражений 
предусмотрен механизм подстановки. Подстановки – 
это языковые элементы регулярных выражений, 
которые поддерживаются в шаблонах замены. То есть 
группы выражений могут использоваться в качестве 
элементов подстановки при выполнении операции 
«поиска-замены». 

Таким образом, с помощью регулярных 
выражений можно находить любые строковые 
конструкции в тексте, составленные по заранее 
известному шаблону. Однако они находят 
исключительно соответствия, которые строго 
соответствуют этому шаблону. В противном случае 
механизм регулярных выражений не захватывает 
целевую подстроку. Кроме того, составление 
регулярных выражений требует большой 
внимательности, на практике очень часто бывают 
ситуации, когда регулярные выражения захватывают 
строку, которая не предполагалась быть целевой. 

Нечеткий поиск – это поиск информации, при 
котором выполняется сопоставление заданному 
образцу поиска или близкому к этому образцу 
значению. Алгоритмы нечеткого поиска 
используются в большинстве современных поисковых 
систем, например, для проверки орфографии. В 

случае нечеткого поиска для оценки сходства 
используются специальные метрики нечеткого 
поиска. Метрикой нечеткого поиска называют 
функцию расстояния между двумя словами, 
позволяющую оценить степень их сходства в данном 
контексте. В качестве метрик используют расстояния 
Хемминга, Левенштейна, Дамерау-Левенштейна [11]. 

Расстояние Хемминга – это число позиций, в ко-
торых соответствующие символы двух слов одинако-
вой длины различны. Согласно определению, рас-
стояние Хемминга имеет один существенный недос-
таток – сравнивать можно только слова одинаковой 
длины. Из-за этого данную метрику практически не 
применяют на практике. 

Расстояние Левенштейна или расстояние редакти-
рования – это минимальное количество операций 
(вставки одного символа и замены одного символа на 
другой), необходимых для преобразования одной 
строки в другую. Расстояние Левенштейна применя-
ют для исправления ошибок в словах, биоинформати-
ке для сравнения хромосом и для полнотекстового 
поиска. Данная метрика имеет следующие недостат-
ки: при перестановке слов в предложении расстояние 
принимает большое значение; значительно зависит от 
длины слова. Для расчета расстояния Левенштейна 
используют метод Вагнера-Фишера. 

Расстояние Дамерау-Левенштейна – это мера 
разницы двух строк символов, определяемая как 
минимальное количество операций вставки, удаления, 
замены и перестановки соседних символов, 
необходимых для перевода одной строки в другую. 
Данная метрика отличается от расстояния 
Левенштейна только добавлением новой операции 
(перестановки). 

Недостатком применения нечеткого поиска 
является более низкая производительность по 
сравнению с обычным. Кроме этого, при 
использовании нечетких регулярных выражений 
вероятность нахождения неожидаемых соответствий 
намного выше. Поэтому в нечетких регулярных 
выражениях очень важно устанавливать минимально 
возможную дистанцию редактирования для каждой 
группы. 

Для нечеткого поиска могут быть использованы 
широко известные алгоритмы и коды Хемминга. Коды 
Хемминга давно и успешно применяются при кодиро-
вании и декодировании информации, позволяя успеш-
но восстановить утерянную пре передачи информацию. 
Алгоритмы Хемминга могут быть применены в вопро-
сах информационного поиска. Особенно эффективно 
коды Хемминга работают вместе с аппаратом нечеткой 
логики. Коды Хемминга – простейшие линейные коды 
с минимальным расстоянием 3, то есть способные ис-
править одну ошибку. Сети Хэмминга представляют 
собой одну из разновидностей нейронных сетей. Прин-
цип работы сетей Хэмминга основан на определе-
нии расстояния Хэмминга между объектами и нахож-
дении наиболее близкого [12]. 
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Для обнаружения ошибок в сетях Хемминга ис-
пользуют коды обнаружения ошибок, для исправле-
ния – корректирующие коды. Для этого при записи и 
передачи информации в полезные данные добавляют 
специальным образом структурированную избыточ-
ную информацию, а при чтении (приеме) ее исполь-
зуют для того, чтобы обнаружить или исправить 
ошибки. Число ошибок, которое можно исправить, 
ограничено и зависит от конкретного применяемого 
кода. Таким образом, алгоритмы Хэмминга могут 
быть использованы для поиска слов, которые в ис-
ходном запросе набраны с ошибками.  

Однако необходимо учитывать одну особенность 
сетей Хемминга. Если при написании была опечатка 
или даже две, то алгоритм работает хорошо, но если 
был пропущен символ или добавлен лишний, то Хем-
мингово расстояние может оказаться слишком боль-
шим. Для того чтобы устранить этот недостаток, мы 
будем подавать на вход как само искомое слово, так и 
это же слово, исключая поочередно один символ в 
каждой позиции и добавляя одну букву в каждую по-
зицию. Такой подход позволит найти практически все 
случаи ошибок – опечатка, пропуск символа, лишний 
символ. 

Следует отметить, что, несмотря на большую эф-
фективность кодов Хемминга, они не лишены опреде-
ленных недостатков. Линейные коды, как правило, 
хорошо справляются с редкими и большими ошибками 
и опечатками. Однако их эффективность при сравни-
тельно частых, но небольших ошибках менее высока. 

Недостатки применения метрики Хемминга и при-
менения нейронной сети Хемминга: отсутствие воз-
можности поиска слов разной длины; размер нейрон-
ной сети Хемминга и производительность поиска зави-
сит от объема словаря, которому обучается нейросеть, 
и в котором ищется слово; метод применим только для 
заранее известного алфавита, в противном случае по-
иск приводит к непредсказуемому результату. 

Для выполнения некоторых проверок – таких, как 
наличие обязательных областей и правильность сле-
дования областей – целесообразно рассмотреть сис-
тему, поведение которой зависит от текущего состоя-
ния, и вариантами перехода из текущего состояния в 
новое состояние. Примером такой системы является 
конечный автомат [13]. 

Конечный автомат является некой абстрактной мо-
делью, которая описывает дискретную систему, пове-

дение которой зависит от текущего состояния и функ-
ции перехода в новое состояние. С помощью конечно-
го автомата обычно представляют некий алгоритм, 
который допускает или не допускает цепочки входных 
символов, принадлежащих входному алфавиту. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для осуществления проверки библиографического 
описания необходимо определить каждую его об-
ласть, после чего возможно будет осуществить ряд 
таких проверок, как правильность расположения эле-
ментов, правильность следования областей, соответ-
ствие данных этим областям. Для решения этих задач 
будут использоваться регулярные выражения, так как 
они являются мощным инструментом и показывают 
высокую эффективность в задачах, связанных с обра-
боткой строк. 

Как уже упоминалось ранее, с помощью регуляр-
ных выражений можно определить область при нали-
чии вхождения искомого шаблона, если это не проти-
воречит ее расположению. Тем не менее, может воз-
никнуть проблема неоднозначности. Например, фа-
милия и инициалы могут присутствовать в различных 
областях, таким образом, они не могут быть крите-
риями для идентификации. Поэтому при формирова-
нии правил для идентификации следует выделять 
наиболее характерные признаки областей по их со-
держимому. 

Диаграмма выражения для идентификации области 
физической характеристики представлена на рис. 1. 

Согласно ДСТУ, область выходных данных явля-
ется обязательной областью. Отсутствие места изда-
ния или издательства не могут быть причиной отсут-
ствия приводимых сведений, которые формируются 
следующим образом: «. – Место издания : Издатель-
ство, Год». Для идентификации области выходных 
данных используется выражение и диаграмма, пред-
ставленные на рис. 2. 

Для идентификации области сведений об издании, 
используются наиболее характерные для нее словосо-
четания: «Издание», «Версия», «Ред.» (рис. 3). 

Для идентификации области примечания, в каче-
стве шаблона используются наиболее часто встречае-
мые в ней словосочетания, такие как «Библиогр.:», 
«экз», «Рез.», а так же возможное указание страниц 
(рис. 4). 

 

([0-9]{1,5})\s[сСс]|([0-9]{1,5})[\s][сСс][^\s]+ 

 
Рисунок 1 – Диаграмма выражения для идентификации области физической характеристики 
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[А-Яа-я][.][\s][:][^\n]+|[^\s]+[,][\s][1-2][0-9][0-9][0-9]|[А-Я][а-я]+[\s]:[\s][А-Я]*[а-я]*[\s]*,[\s][0-9]{1,4} 
 

 
Рисунок 2 – Диаграмма выражения для идентификации области выходных данных 

 

[^\n]+[Ии]зд[^\n]+|[Ии]зд[^\n]+|[^\n]+[Ии]зд|[^\n]+[Вв]ерс[^\n]+|[^\n]+[Вв]ариант|[^\n]ред. 

 
Рисунок 3 – Диаграмма выражения для идентификации области издания 

 
[Бб]иблиогр.:[^\n]+|[0-9]+[\s]экз|Рез.:[^\n]+|[^\n]+с.[\s][0-9]{1,5}[–][0-9]{1,5}. 

 
Рисунок 4 – Диаграмма выражения для идентификации области примечания 

 

Характерным признаком для области серии явля-
ются скобки, исходя из того что согласно ДСТУ, со-
держание серии приводится в скобках (диаграммы 
выражений далее не приводятся): 

 
^\((.*)\)$. 

Вполне очевидно, что если область начинается с 
ISBN/ISSN или содержит словосочетания «Режим дос-
тупа», «URL», «http», то эта область является областью 
стандартного номера и условий доступности. Правило 
данной области выглядит следующим образом: 

 

IS[SB]N[^\n]+|[^\n]+Режим 
доступа:[^\n]+|[^\n]+http[^\n]+|[^\n]+URL[^\n]+ 
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Область заглавия и сведений об ответственностях 
не нуждаются в идентификации, так как она всегда 
является началом библиографического описания, и 
является обязательной областью. 

После того, как идентифицирован определенный 
набор областей, можно перейти к этапу исправления в 
областях. Правила для исправлений сформированы на 
основе анализа часто допускаемых ошибок при 
оформлении списка литературы в курсовых и ди-
пломных работах. Для выполнения исправлений ис-
пользуются правила, хранящиеся в базе данных. Как 
уже было отмечено ранее, в базе данных составляют-
ся цепочки для исправления (или выдачи на них заме-
чания) уже известных ошибок. Такая база данных 
называется базой знаний, так как содержит информа-
цию о человеческом опыте и знаниях в некоторой 
предметной области. 

Разрабатываемая система не является самообу-
чающейся. Знания для такой системы формируются 
экспертом или инженером по знаниям, то есть чело-
веком, который владеет знаниями об особенностях и 
требованиях составления списка литературы, и часто 
допускаемых ошибок на практике. Из этих знаний и 
формируются шаблоны для поиска и замены. Таким 
образом, необходимо составить правила для уже из-
вестных ошибок. 

В сведениях об ответственности при наличии пред-
писанного сокращения [и др.], должен быть указан 
только один автор, фамилии и инициалы всех осталь-
ных авторов опускаются. Для исправления таких слу-
чаев сформировано следующее правило для замены: 

 
([А-Я][.][\s][А-Я][.][\s][А-Я][а-я]+)[,][\s]([А-

Я][.][\s][А-Я][.][\s][А-Я][а-я]+([,][\s])*)+([\s]\[и др\.\]) 
  $1$4 

 
Далее приведено нечеткое регулярное выражение 

для общего обозначения материала: 
 

\[({~1}Текст|{~2}(Видеозапись|Звукозапись|Изоматер
иал|Комплект|Кинофильм|Микроформа|Мультимедиа|
Предмет|Рукопись)|{~2}(Электронный\sресурс))] 
Операторы нечеткого выражения {~1} и {~2} 

задают допустимое число ошибок – 1 и 2 
сответственно, допустимое для захвата подстроки. 
Например, в качестве шаблона «Электронный ресурс» 
будут также захватываться «Электроный ресурс», 
«электронный ресурс», «Електронний ресурс»: 

 

([А-Яа-я][.][\s][:]\s.+[,][\s][1-2][0-9][0-9][0-9])| 
([А-Я][а-я]+[\s]:\s[А-Я]*[а-я]*\s*,[\s][09]{1,4})| 

(\[[Бб]\.\s[Мм]\.\][\s][:]\s.+[,][\s][1-2][0-9][0-9][0-9])| 
(([А-Яа-я][.][\s][:]|[А-Я][а-я]+[\s]:)\[[Бб]\.\s[Ии]\.\]\s)| 

(\[[Бб]\.\s[Мм]\.\s:\s[Бб]\.\s[Ии]\.]) 
 

Если в области примечания следует указание стра-
ниц, при этом оно находится не в начале области, со-
кращение «с.» следует приводить с маленькой буквы: 
 

([^\n]:[\s]{0,1})С.([\s][0-9]{1,4}–[0-9]{1,4})  $1с.$2. 
 

Часто приводят несколько обозначений материала. 
Согласно ДСТУ необходимо общее обозначение ма-
териала приводится только один раз, и если их не-
сколько, следует приводить наиболее общий: 

 
(\[(.*)\])([\s]{0,1}[+]{0,1}[\s]{0,1})(\[(.*)\])  $1. 

 
В некоторых случаях потребуется выполнять ис-

правления в несколько этапов из-за невозможности 
выполнить ряд исправляющих действий одним пра-
вилом. Например, если в области заглавия приводят 
несколько авторов, что не допускает стандарт. В этом 
случае необходимо выполнить всех приводимых ав-
торов, кроме первого, в сведения об ответственности: 
 

([А-Я][а-я]+[\s][А-Я][.][\s][А-
Я][.])[,][\s]((([,][\s]){0,1}[А-Я][а-я]+[\s][А-Я][.][\s][А-
Я][.])+)([\s][А-Я][^\n]+?)[\s]{0,1}(([\/]{2})|[.][\s][–])  

$1$5 / $1, $2 $6. 
 

Также следует учесть, что в сведениях об ответст-
венности инициалы идут в обратном порядке: 

 
([/][\s]|[,][\s])+([А-Я][а-я]+)[\s]([А-Я][.][\s][А-

Я][.])([\s]([^\/])){0,1}  $1$3 $2$5. 
 

 
 

Рисунок 5 – Перенос инициалов в области сведений об  
ответственности 

 
Таким образом, создавая правила для исправлений 

с помощью регулярных выражений, можно выпол-
нить любые исправления в оформлении элементов 
областей и даже переносить элементы в другую об-
ласть. Так как исправления по правилам будут вы-
полняться последовательно, большое внимание необ-
ходимо уделить порядку построению правил, которое 
должно соответствовать порядку их выполнения. 

В качестве механизма проверки правильности сле-
дования областей и присутствия обязательных облас-
тей мы используем модель конечного автомата. В 
библиографическом описании мы имеем 8 областей, 
которые идут в строго установленной последователь-
ности: 

S1 – Область заглавия и сведений об ответствен-
ности; 

S2 – Область издания; 
S3 – Область специфических сведений; 
S4 – Область выходных данных; 
S5 – Область физической характеристики; 
S6 – Область серии; 
S7 – Область примечания; 
S8 – Область стандартного номера и условий дос-

тупности. 
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В итоге мы имеем 8 состояний, из них 3 являются 
обязательными практически для всех видов докумен-
тов – «Область заглавия (S1)», «Область выходных 
данных (S4)», «Область физической характеристики 
(S5)». Таким образом, можно допустить цепочку (на-
бор областей в библиографическом описании) при 
достижении состояния S5. Модель конечного автома-
та в виде графа изображена на рисунке: 

 

 
 

Рисунок 6 – Конечный автомат проверки в виде графа 
 
На основе представленного графа получаем таб-

лицу переходов данного конечного автомата. Строки 
соответствуют текущему состоянию, столбцы – вы-
ражению для перехода. На их пересечении – новое 
состояние, в которое попадает конечный автомат при 
соответствующем текущем состоянии и входному 
выражению. 

 
Таблица 1 – Таблица переходов конечного автомата 

проверки 
 

 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 E 

S1 S2 S3 S4 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 
S2 S2 S3 S4 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 
S3 Q1 S3 S4 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 
S4 Q1 Q1 S4 S5 Q1 Q1 Q1 Q1 
S5 Q1 Q1 Q1 S5 S6 S7 S8 Q2 
S6 Q1 Q1 Q1 Q1 S6 S7 S8 Q2 
S7 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 S7 S8 Q2 
S8 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 S8 Q2 

 
Таким образом, модель конечного автомата реали-

зует последовательную проверку областей с помощью 
регулярных выражений. В данном конечном автомате 
обязательными областями являются состояния S1, 
S4и S5. Остальные области могут являться обязатель-
ными только при наличии таких сведениях в предпи-
санных источниках информации. 

При допустимом порядке и наборе областей ко-
нечный автомат попадает в терминальное состояние 
Q2, которое говорит о том, что цепочка допущена 
автоматом. В противном случае, мы попадаем в тер-
минальное состояние Q1, которое не допускает задан-
ную последовательность. 

Для выполнения орфографических исправлений в 
названиях городов поиска будем использовать нейро-
сеть Хемминга. На вход системы подается слово S, 
которое будем искать, и таблица базы данных со спи-
ском названий t, в которой будем осуществлять поиск. 

На выходе получаем – номер n(t, S) слова в списке t, 
которое наиболее близко к исходному слову S. 

 

 
Рисунок 7 – Коды символов 

 
Входное слово из букв русского алфавита преоб-

разуется в слово в алфавите 01, которое затем подает-
ся на вход нейронной сети, т.е. каждой букве в соот-
ветствие ставится слово из символов 0 и 1 длины 5. 
Кодирование строится таким образом, чтобы стоящие 
рядом на компьютерной клавиатуре символы имели 
близкие по Хеммингу коды. Таким образом, должно 
достигаться наиболее эффективное исправление опе-
чаток. 

 

 
Рисунок 8 – Пример исправлений 

 
Информационная модель системы создавалась на 

унифицированном языке моделирования UML 
(Unified Modeling Language). Визуальное моделирова-
ние с помощью UML представляет собой поэтапный 
спуск от наиболее общей концептуальной модели 
системы к логической, а затем и к физической моде-
ли, причем модель представляет собой совокупность 
так называемых диаграмм [14]. 

Возможности системы представлены на диаграмме 
вариантов использования (use case diagram, диаграмма 
прецедентов), которая отображает концептуальную 
модель системы (рис. 9). 

Программа предполагает два режима работы – 
работу с базой знаний и работу с программой 
(обычный режим работы). При работе с базой знаний 
предполагается, что в качестве пользователя будет 
выступать эксперт в данной предметной области или 
инженер по знаниям. Работа с базой знаний включает 
в себя добавление ключей для идентификации, с 
помощью которых будут идентифицироваться 
области, и добавление ключей для исправления, 
которые представляют собой правила для поиска и 
замены фрагментов в нужных областях 
библиографического описания. 
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Структура системы показана на диаграмме классов 
(рис. 10), типовая последовательность действий поль-
зователя – на диаграмме состояний (рис. 11), а сущно-

сти программной системы – на диаграмме компонен-
тов (рис. 12). 

 
Рисунок 9 – Диаграмма вариантов использования 

 
 

Рисунок 10 – Диаграмма классов 
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Рисунок 11 – Диаграмма состояний 

 
 

Рисунок 12 – Диаграмма компонентов 
 

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
Разработанная информационная модель интеллек-

туальной системы для анализа библиографического 
описания была реализована в среде визуального про-
граммирования Visual Studio 2017 C# на платформе 
Microsoft .NET Framework [15-18]. 

Для реализации программной системы использу-
ются такие встроенные компоненты, как Regex – биб-
лиотека регулярных выражений, которая содержит 
методы Match, IsMatch и Replace. 

Для работы с документами пакета Microsoft Office 
используется внешний пакет Interrop.Office. Данный 
пакет включен в .NET Framework CLR (Common 

Language Runtime) и включает в себя использование 
COM (Component Object Model) для взаимодействия с 
объектами .NET, в данном случае с объектами прило-
жения Office.Application и Office.Document. 

Для работы с базой данных используется встроен-
ный компонент OLE DB, который поставляется плат-
формой .NET Framework, и также использует объект-
ную модель компонентов COM. 

Для осуществления нечеткого поиска и нечетких 
регулярных выражений используется пакет TRE. 
Данный пакет является реализацией нечетких регу-
лярных выражений на языке C, который использует 
метрики расстояния Левенштейна. 
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Внешний вид программы состоит из пяти вкладок, 
которые включают разные этапы проверки и исправ-
ления списка литературных источников: 

– Содержание – при работе здесь видно все загру-
женное в программу содержание области списка ли-
тературы; 

– Проверка – здесь можно будет проверить список 
литературы в целом, при этом выделив нужное опи-
сание, и просмотреть его области; 

– Исправление ошибок – здесь осуществляется ис-
правление библиографического описания, которое 
было предварительно выбрано на вкладке проверки; 

– Управление списком – здесь формируется спи-
сок всех имеющихся (загруженных в программу) ис-
точников для обратной вставки в документ; 

– База данных – взаимодействие с базой данных, 
то есть загрузка и сохранение библиографических 
описаний. 

Для формирования базы знаний регулярных выра-
жений выбрано хранилище в виде реляционной базы 
данных Microsoft Access. Структура разрабатываемой 
базы данных выглядит следующим образом: 

– main – главная таблица, в которой предполагает-
ся хранение списка библиографии; 

– ident – таблица, содержащая регулярные выра-
жения для идентификации областей; 

– rules – таблица, содержащая регулярные выра-
жения в виде правил для исправлений (замены) фраг-
ментов описания, как в целом, так и отдельных его 
областей; 

– conditions –  таблица, содержащая условия, необ-
ходимые для выполнения исправлений из набора пра-
вил rules; 

– comments – таблица, содержащая комментарии, 
которые будут использоваться подсистемой объясне-
ний при выполнении исправлений (замен) из набора 
правил rules. 

Имея построенные правила для идентификации, 
сформируем базу знаний, добавляя для каждой облас-
ти соответствующее регулярное выражение для иден-
тификации. Для одной области может быть несколько 

выражений идентификации. Окно редактора выраже-
ний для идентификации представлено на рис. 13. 

Аналогичным образом формируются правила для 
исправлений, как показано на рис. 14. 

Для сформированных правил необходимы ком-
ментарии, которые будут выводиться пользователю 
при наличии исправлений. 

Для случаев, когда какие-либо фрагменты библио-
графического описания исправить невозможно, пре-
дусмотрена подсистема замечаний, которая вместо 
осуществления исправления выведет определенное 
замечание, и по возможности выделит фрагмент, к 
которому оно относится. 

После того, как сформирована база знаний, можно 
перейти к работе программы в обычном режиме. Не-
обходимо выбрать проверяемый документ, после чего 
он будет загружен в программу и отобразится во 
вкладке «Содержание». Перейдя на вкладку проверки, 
можно видеть, какие библиографические описания 
нуждаются в исправлениях. Зеленым цветом помече-
ны описания, которые не нуждаются в исправлениях. 
Желтым цветом – описания, в котором предлагается 
не более одного исправления. Красным цветом под-
свечены описания, для которых предлагается более 
одного исправления.  

В случае аналитического библиографического 
описания разделы областей делятся на составную 
часть и идентифицирующий документ (рис. 15). 

После  нажатия кнопки «Исправить» в нижней таб-
лице появится список выполненных исправлений с 
объяснениями к исправлениям, если они имеются в 
базе знаний. Номер исправления соответствует номеру 
правила, которое выполнило это исправление (рис. 16). 

На вкладке исправления ошибок также предусмот-
рена возможность редактирования. Есть возможность 
отредактировать сам список, который показывается в 
верхней части программы, после чего программа по-
просит подтверждение выполненных изменений. 
Кроме этого, предусмотрена возможность редактиро-
вать содержимое прямо в таблице. Для перехода в 
режим редактирования в таблице необходимо нажать 
кнопку «Редактировать». 

 

 
Рисунок 13 – Окно редактора регулярных выражений для идентификации областей 
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Рисунок 14 – Окно редактора с регулярными выражениями для исправлений 
 

 
Рисунок 15 – Раздел проверки списка литературных источников 

 

 
 

Рисунок 16 – Раздел исправления ошибок библиографического описания 
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В разделе «База данных» можно найти библиогра-
фическое описание по ключевым словам, а так же 
сохранить уже имеющиеся исправленные варианты 
библиографических описаний 

После того как библиографические описания про-
верены и исправлены, их можно вставить обратно в 
документ. Для этого следует перейти в раздел 
«Управление списком». В этом разделе отобразятся 
готовые к вставке записи библиографических описа-
ний. Выделив нужные (по умолчанию выделены все), 
нажать кнопку вставить, сформированный список 
вставится обратно в документ. 
 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Были изучены требования к составлению библио-

графического описания, проанализированы сущест-
вующие методы формирования списка литературных 
источников, выявлены их недостатки, обоснована 
необходимость создания программного средства для 
проверки библиографических описаний. Проведено 
исследование методов интеллектуального анализа, 
рассмотрены методы регулярных выражений, нечет-
кого поиска с применением нечетких регулярных вы-
ражений, конечного автомата и нейронной сети Хем-
минга. 

В процессе проектирования информационной сис-
темы составлена модель в виде UML-диаграмм, кото-
рая описывает варианты использования системы, 
классы и объекты, с которыми работает система, ее 
основные состояния и алгоритм действий при выпол-
нении исправления. 
 

ВЫВОДЫ 
Разработанная интеллектуальная система позволя-

ет выявить и исправить ошибки оформления библио-
графического описания. Основой программы является 
база знаний, которую можно дополнить при наличии 
каких-либо непредусмотренных ситуаций. Кроме это-
го, данная система дает возможность накапливать 
базу данных уже проверенными списками литерату-
ры. 

Таким образом, разработанную систему можно 
улучшать без вмешательства в исходный код про-
граммы. При этом уровень ее возможностей и пра-
вильности исправлений, выдачи замечаний напрямую 
зависит от полноты и правильности составленной ба-
зы знаний. 

Научная новизна заключается в создании ранее 
несуществующей модели проверки библиографиче-
ского описания на соответствие действующим стан-
дартам библиографического описания, основанной на 
методах регулярных выражений, нечеткого поиска, 
конечного автомата и нейронной сети Хемминга. 

Практическая ценность заключается в разработки 
интеллектуальной для проверки библиографического 
описания и частично автоматизированного исправле-
ния с пользовательскими указаниями, сформирован-
ными на основе базы знаний. 

К перспективам дальнейших исследований можно 
отнести использование других стилей оформления 
списка литературы, отличных от ДСТУ 7.1:2006, та-
ких, как IEEE. 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Розглянуто завдання аналізу бібліографічного списку з метою автоматизації перевірки правильності його 
складання. Об’єктом дослідження був процес формування бібліографічних описів на основі діючих стандартів. Предмет 
дослідження – моделі й методи інтелектуального аналізу для перевірки й виправлень бібліографічного опису. Ціль роботи – 
підвищення ефективності науково-педагогічної діяльності за рахунок застосування інтелектуальної системи для перевірки 
списку літературних джерел у курсових і дипломних роботах студентів. 

Метод. Проаналізовано стандарт і наведено елементи, що становлять бібліографічний опис. Розглянуто існуючі інстру-
менти для формування й перевірки списку літературних джерел, виявлені їхні недоліки, обґрунтована необхідність створен-
ня програмного засобу для перевірки бібліографічних описів. Наведено дослідження методів інтелектуального аналізу: роз-
глянуті методи регулярних виражень, нечіткого пошуку із застосуванням нечітких регулярних виражень, кінцевого автома-
та й нейронної мережі Хемінга. Створено раніше не існуюча модель перевірки бібліографічного опису на відповідність дію-
чим стандартам, заснована на методах регулярних виражень, нечіткого пошуку, кінцевого автомата й нейронної мережі 
Хемінга. Представлено об’єктно-орієнтовану модель проектованої комп’ютерної системи мовою візуального моделювання 
UML. Описано роботу комп’ютерної реалізації програмної системи, здійсненої в середовищі візуального програмування C#. 

Результати. Розроблено програмну систему – інтелектуальну систему прийняття рішень – для перевірки бібліографіч-
ного опису й частково автоматизованого виправлення з користувальницькими вказівками, сформованими на основі бази 
знань. 

Висновки. Розроблена інтелектуальна система дозволяє виявити й виправити помилки оформлення бібліографічного 
опису. Основою програми є база знань, яку можна доповнити при наявності яких-небудь непередбачуваних ситуацій. Крім 
цього, дана система дає можливість накопичувати базу даних вже перевіреними списками літератури. Розроблену систему 
можна поліпшувати без втручання у код програми. При цьому рівень її можливостей і правильності виправлень, видачі за-
уважень прямо залежить від повноти й правильності складеної бази знань. До перспектив подальших досліджень можна 
віднести використання інших стилів оформлення списку літератури, відмінних від ДСТУ 7.1:2006, таких, як IEEE. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: бібліографічний список, бібліографічний опис, ДСТУ 7.1:2006, ISBD, регулярні вираження, нечіт-
кий пошук, відстань редагування, нечіткі регулярні вираження, кінцевий автомат, нейросеть Хемінга, Unified Modeling 
Language, С#, WorldAddIn. 
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ABSTRACT 
Context. The problem of analyzing a bibliographic list is examined with the purpose of automating the verification of the cor-

rectness of its compilation. The object of the study was the process of creating bibliographic descriptions based on existing standards. 
The subject of the study is models and methods of intellectual analysis for checking and correcting bibliographic descriptions. 

Objective. The goal of the work is to increase the effectiveness of scientific and pedagogical activity through the use of an intel-
lectual system to check the list of literary sources in the students’ course and diploma papers. 

Method. The standard is analyzed and the elements composing the bibliographic description are listed. Existing tools for forming 
and checking the list of literature sources are considered, their shortcomings are revealed, the necessity of creating a software tool for 
checking bibliographic descriptions is grounded. The research of methods of intellectual analysis is given: methods of regular expres-
sions, fuzzy search with application of fuzzy regular expressions, finite automaton and neural network of Hamming are considered. A 
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previously existing model for checking the bibliographic description for compliance with existing standards was created, based on 
the methods of regular expressions, fuzzy search, the finite automaton and the neural network of Hamming. An object-oriented 
model of the projected computer system in the language of visual modeling of UML is presented. The work of computer implementa-
tion of the software system implemented in the C # visual programming environment is described. 

Results. A software system was developed – an intelligent decision-making system – to check the bibliographic description and 
partially automated correction with user instructions generated based on the knowledge base. 

Conclusions. The developed intellectual system allows to reveal and correct mistakes of registration of the bibliographic descrip-
tion. The basis of the program is the knowledge base, which can be supplemented if there are any unforeseen situations. In addition, 
this system makes it possible to accumulate a database of already verified lists of literature. The developed system can be improved 
without interfering with the source code of the program. At the same time, the level of its capabilities and correctness of corrections, 
the issuance of comments directly depends on the completeness and correctness of the compiled knowledge base. The prospects for 
further research include the use of other styles for the design of a list of literature other than DSTU 7.1: 2006, such as the IEEE. 

KEYWORDS: bibliographic list, DSTU 7.1: 2006, ISBD, regular expressions, fuzzy search, editing distance, fuzzy regular ex-
pressions, finite state machine, Hamming neural network, Unified Modeling Language, C #, WorldAddIn. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Програмні системи настільки щільно увійшли до нашого життя, що неможливо уявити собі існування та 

розвиток людства без них. Але під впливом чинників технічної еволюції відбувається старіння програмних систем із погір-
шенням їх характеристик. Тут у пригоді стає докорінна переробка із наслідуванням позитивних якостей програмної системи 
та відділенням негативних, тобто реінжиніринг. Подібні процеси, що починаються з перепроектування, вимагають 
обов’язкової аналітичної оцінки показників проекту, адже існують випадки, коли реінжиніринг нерентабельний стосовно 
конкретної програмної системи. У статті розглянуто комплексний інструмент оцінки програмного проекту, що прогнозує 
працемісткість перепрограмування об’єктів, у сполученні із іншими показниками проектів, які визначають складність реін-
жинірингу програмних систем. 

Мета. Сформувати метод, за яким можна оцінити показники реінжинірингу програмних систем за допомогою комплек-
сного інструментарію оцінки програмного проекту. 

Метод. Описана у статті технологія заснована на використанні методу точок Карнера із внесенням суттєвих доповнень 
та розширень. Встановлення коефіцієнтів та обрання значення констант засновані на методі Якобсона та перевірені на бага-
точисельній статистиці найбільш схожих проектів. 

Результати. Після аналізу завершеного проекту і вивчення звіту про показники, доступні чинники можуть бути точно 
відкориговані, щоб дати оцінку фактичним годинам реінжинірингу. Згодом, можна використовувати ці дані у якості базової 
траєкторії життєвого циклу проекту. На підставі розрахованих показників оцінювання формується звіт, що містить аналіз 
оцінки програмного проекту, для включення у вихідну проектну документацію, яка є частиною організаційного забезпечен-
ня систем автоматизованого проектування програмних систем. 

Висновки. Отримав подальший розвиток метод розрахунку проектних точок Карнера із внесенням суттєвих доповнень 
та розширень щодо процесів реінжинірингу програмних систем. Кожна змінна визначається та обчислюється окремо із ви-
користанням вимірювань, вагових коефіцієнтів та обмежуючих констант. Вимірювання виконуються командою досвідчених 
системних аналітиків, що спираються на власні уявлення про технічну складність проекту та можливості команди програмі-
стів. Коефіцієнти та константи приймаються, виходячи із статистичних даних 3 – 5 вже оцінених аналітиками виконаних 
проектів із близьким ступенем схожості.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: програмна система, проект, реінжиніринг, метод проектних точок, показник, оцінка, варіант вико-
ристання, чинник, ваговий коефіцієнт, обмежуюча константа. 

 

АБРЕВІАТУРИ 
DHR – Default Hourly Rate; 
DR – Duration; 
EC – ECF Constant; 
ECF – Environment Complexity Factor; 

EWE – Estimated Work Effort; 
TC – TCF Constant; 
RTF – Rich Text Files 
TCF – Technical Complexity Factor;  
TWF – TCF Weight Factor; 

135



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Великодний С. С., Тимофєєва О. С., Зайцева-Великодна С. С., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-13 

UCP – Use Case Point; 
UEV – Unadjusted ECF Value; 
UML – Unified Modeling Language; 
UTV – Unadjusted TCF Value; 
UUCP – Unadjusted Use Case Points 
ВВ – варіант використання; 
ДО – діюча особа; 
ООП – об’єктно-орієноване програмування; 
ПС – програмна система; 
САПР – система автоматизації проектувальних 

робіт. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
ki – кількісне значення впливу кожного з 13-ти по-

казників технічної складності проекту; 
mi – кількісне значення наявності кожного з 8-ми 

показників кваліфікації персоналу; 
Vi – ваговий коефіцієнт кожного з 13-ти показни-

ків технічної складності проекту; 
Wi – ваговий коефіцієнт кожного з 8-ми показників 

кваліфікації персоналу. 
 

ВСТУП 
Головною метою, що ставиться перед САПР, є 

скорочення собівартості розробки об’єкта проекту-
вання, який, до речі, може бути будь-якого галузевого 
призначення. У представленому дослідженні наво-
диться оцінка проектування, а точніше сказати: пере-
проектування ПС. 

Управління скороченням собівартості проектуван-
ня, головним чином, відбувається за рахунок змен-
шення строків та персоналу, необхідного для здійс-
нення проектування ПС. 

ПС застосовуються у різноманітних галузях життя 
й діяльності людини, причому подальший розвиток 
цивілізації зменшує сегмент життя людини, що не 
охоплено ПС. Експлуатація, звичніше – використан-
ня, ПС у кожній окремій галузі (інформаційні техно-
логії, управління виробництвом, транспортом, побу-
дова телекомунікацій, наукова діяльність, освіта то-
що) має свої принципові відмінності. 

Спільної рисою для усіх ПС залишається те, що 
під впливом часу та інших невід’ємних факторів ін-
форматизації (оновлення: операційних систем, мов 
програмування, принципів дії розподілених систем 
обробки даних, що особливо важливо у сфері інфор-
маційних технологій) відбувається еволюційне ста-
ріння ПС. Така тенденція призводе до погіршення 
швидкісних, інформаційно-комунікаційних, графіч-
них, часових та інших характеристик аж до повної 
відмови ПС. Ось тут постає питання необхідності ви-
конання удосконалення, покращення й переробки ПС, 
а всі ці процеси є складовими комплексного поняття 
«реінжиніринг». 

Таким чином, тема, що передбачає складання ме-
тодики розрахунку показників оцінки проекту при 
виконанні реінжинірингу ПС є актуальною. 

Об’єктом роботи є процес реінжинірингу програ-
мних систем. 

Предметом роботи – оцінка показників проекту 
перед виконанням реінжинірингу програмних систем, 
яка необхідна для прийняття остаточного рішення 
щодо його доцільності. 

Мета роботи – сформувати метод розрахунку по-
казників реінжинірингу програмних систем за допо-
могою комплексного інструментарію оцінки програ-
много проекту. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Отже, виконання реінжинірингу – потребує доко-
рінної переробки (перепроектування) ПС з метою по-
кращення технічних характеристик, при виконанні 
якої треба унаслідуванням позитивні та відмовитися  
від впливу негативних якостей первинного об’єкту. 

Проблему реінжинірингу ПС різного галузевого 
призначення було детально розглянуто у [1, 2]. Мето-
дологічні засади реінжинірингу, які можна віднести й 
до ПС було закладено у [3].  

Перед виконанням оцінки реінжинірингу ПС не-
обхідно мати набір даних із конкретизованих проект-
них чинників: 3 виду ваги ВВ, 13 показників технічної 
складності, 8 показників кваліфікації персоналу, які 
отримано в результаті аналізу 3–5 вже закінчених 
схожих проектів.  

Необхідно отримати розрахункові показники за 
якими буде відбуватись прогнозований фінансовий 
перелік витрат. Також треба формалізувати критерії 
оцінки та визначення складності реінжинірингу вже 
готової ПС, але яка потребує зміни із плином часу.  

Уявлення про складність проекту необхідні для 
подальшого оцінювання та розрахунку приблизного 
терміну реалізації реінжинірингу, до якого включа-
ються час на: перепроектування, тестування, перена-
лагодження. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Метод, що орієнтовано на застосування вказівни-
ків UCР, належить Густаву Карнеру [4]. 

Багато спеціалістів вважають, що облік видатків на 
основі методу Карнера дає змогу отримати оцінку із 
похибкою у 20%, відносно реальних видатків [5–7]. 
Тому саме цей метод візьмемо за основу при вико-
нанні реінжинірингу ПС, з отриманням подальшого 
розвитку його стосовно до процедур реінжинірингу. 

Відповідь на це запитання дає метод Карнера 
(Karner’s Use Case Points Method), Згідно з пропозиці-
ями Карнера, пункти варіантів використання є функ-
ціями наступних аргументів:  

1) кількість і складність варіантів використання в 
системі;  

2) кількість і складність акторів у системі;  
3) різні нефункціональні вимоги (такі як продук-

тивність, переносимість тощо, які були не описані у 
варіантах використання);  

4) середовище розробки (мова, мотивація учасників).  
Згідно з [8] Методика Карнера пропонує загальну 

оцінку працезатрат проекту, але вона не дозволяє ви-
ділити який-небудь його етап. Більш того, методика 
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не може бути використана, доти, поки всі діаграми 
варіанти використання не будуть спроектовані [9].  

Фактор технічної складності проекту розрахову-
ється на підставі показників технічної складності про-
екту [10].  

 

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 
Перед тим, як оцінювати обсяги проекту, необхід-

но налаштувати технічні чинники та чинники середо-
вища. Для визначення технічного чинника складності 
(англ. – TCF) та чинника складності середовища 
(англ. – ECF) треба заповнити перелік чинників, що 
вплинуть на показники проекту. 

Першим з таких чинників є чинник ваги, що ви-
значається методом використання проектних точок 
Карнера, проте вони можуть корегуватись відповідно 
до конкретних вимог проекту. 

Наступний чинник – значення, що вказує на сту-
пінь впливу визначеного чинника на проект. Індикаці-
єю значення є варіювання від «0» до «5», що означає 
діапазон впливу від «відсутності» до «сильного» із 
можливими проміжними станами.  

Перед тим, як оцінювати програмну систему за 
допомогою показників використання функцій, що 
будуть піддані реінжинірингу, необхідно призначити 
вагу для кожного з варіантів використання майбутньої 
ПС, спираючись на проектні чинники (табл. 1).  

 

Таблиця 1 – Проектні чинники для призначення ваги ВВ 

Ранг Показник 
складності 

Інтерфейс кори-
стувача 

Кількість 
сутностей 
бази да-
них 

Кількість 
кроків 

сценарію 

Кількість 
класів 

реалізації

Вага, 
W 

1 Простий Запропонований 
із шаблону 1 ≤ 3 < 5 5 

2 Середній З елементами 
дизайну ≥ 2 4–7 5–10 10 

3 Складний 
Індивідуальна 
графічна розро-
бка дизайну 

≥ 3 > 7 > 10 15 

 

Виходячи із табл. 1, слід призначати відповідну 
вагу ВВ у тому випадку, коли присутній хоча б один 
із чинників з максимальним показником для відповід-
ного рангу. 

Сума показників складності ВВ знаходить своє ві-
дображення у показнику UUCP. TCF обраховується 
виходячи із декількох показників.  

Значення UTV, що розраховується, спираючись на 
перелік показників технічної складності проекту 
(табл. 2), яким (окрім вагового коефіцієнту) призна-
чується кількісне значення впливу показника на скла-
дність проекту: від «0» – вплив не оказує до «5» – 
сильний вплив. 

Накопичене значення UTV розрахуємо як: 

[ ]∑
=

×=
13

1i
ii kVUTV . 

Ваговий коефіцієнт TWF – за замовчуванням вста-
новлюється як 0,01; хоча теоретично може корегува-
тись. 

 
 

Таблиця 2 – Показники технічної складності проекту 
 Показник Ваговий 

коефіцієнт 
Кількісне 
значення Результат 

Розподілена система 2 5 10 
Висока продуктив-
ність 1 4 4 

Ефективність роботи 
кінцевого користувача 1 2 2 

Складна обробка 
даних 1 4 4 

Повторне викорис-
тання коду 1 2 2 

Легкість інсталяції 0,5 5 2,5 
Легкість використан-
ня 0,5 3 1,5 

Портативність 2 3 6 
Легкість корегування 
змін 1 3 3 

Паралельність 1 2 2 
Наявність спеціаль-
них функцій безпеки 1 2 2 

Доступ з боку зовні-
шніх користувачів 1 5 5 

Вимоги до попере-
днього навчання ко-
ристувачів 

1 3 3 

 

Постійна проекту TC – гарантований мінімум по-
казника TC = 0,6. 

Таким чином TCF для кожного конкретного прое-
кту приймає значення: 

UTWTWFTCTCF ×+= , 
тобто від теоретичного мінімуму: 0,6 до теоретичного 
максимуму: 1,25; чим ілюструє як позитивний вплив 
на витрати (зменшуючи на 40%), так і негативний – 
збільшуючи на 25%. 

Оскільки САПР – це комплекс засобів, що вклю-
чає також персонал [1], то необхідно при розрахунках 
показників проекту розглянути учасників проекту, 
тобто включити чинники розробників – ДО до оцінки 
складності реінжинірингу ПС. 

Розрахунковий чинник, що стосуються ДО, носить 
назву чиннику оточуючого середовища ECF та обчис-
люється виходячи із декількох показників. 

Значення UEV, що розраховується спираючись на 
перелік показників кваліфікації персоналу, який ви-
конує реінжиніринг (табл. 3). Показнику призначуєть-
ся кількісне значення наявності конкретного набору 
вмінь у персоналу: від «0» – показнику немає до «5» – 
сильно виражений показник. 

 

Таблиця 3 – Показники кваліфікації персоналу 
Показник Ваговий 

коефіцієнт 
Кількісне 
значення Результат 

Знайомство з UML 1,5 4 6 
Досвід роботи із кон-
кретним середовищем 0,5 3 1,5 

Досвід використання 
ООП 1 4 4 

Кваліфікація систем-
ного аналітика 0,5 4 2 

Мотивація 1 3 3 
Стабільність вимог 2 4 8 
Неповний робочий 
день – 1 0 0 

Складність мови про-
грамування  –1  3 – 3 
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Накопичене значення UEV розраховується як: 

[ ]∑
=

×=
8

1i
ii mWUEV , 

Ваговий коефіцієнт EWF – за замовчуванням вста-
новлюється як (–0,03), хоча теоретично може корегу-
ватись. 

Постійна проекту EC – абсолютний максимум по-
казника EC = 1,4. 

Таким чином ECF для кожного конкретного прое-
кту приймає значення: 

UEVEWFECECF ×+= , 
тобто від теоретичного мінімуму: 0,4 до теоретичного 
максимуму: 1,4; чим ілюструє як позитивний вплив на 
витрати (зменшуючи на 60%), так і негативний – збі-
льшуючи на 40%. 

Розрахункове значення для ВВ UCP – це число, що 
отримується для простого (див. табл. 1) ВВ. Значення 
вимірюється у так званих «проектних точках» та об-
числюється як: 

,ECFTCFUUCPUCP ××=  
Далі прогнозується загальний час проекту EWE у 

годинах:  
,DRUCPEWE ×=  

де DR – значення часу тривання розробки однієї 
«проектної точки» USP, яке краще всього обирати 

спираючись на використання досвіду проектів-
аналогів. DR є критичним чинником, і хоча його зна-
чення за замовчуванням дорівнює 10 год., воно легко 
може перевищувати 30 год., якщо значення UEV не-
збалансоване. При обранні DR необхідно брати до 
уваги кваліфікацію розробників, наприклад для нової 
команди слід обрати DR = 20 год. 

Таким чином, приходимо до оцінки вартості прое-
кту EC: 

,DHREWEEC ×=  
де DHR – усереднена за статистичними даними пого-
динна ставка персоналу (програміста). 

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 
Для допомоги у проведенні експериментальної ча-

стини з реалізації методу розрахунку показників оцін-
ки проекту при виконанні реінжинірингу програмних 
систем, будемо використовувати безкоштовну 30-ти 
денну версію CASE-засобу Enterprise Architect 14, що 
узято із офіціального ресурсу розробника – Sparx Sys-
tems.   

Наприклад, для реінжинірингу системи, що пред-
ставлена на рис. 1., необхідно, відповідно до табл. 1 
налаштувати кожний із ВВ.  

Приклад налаштування показників складності у 
середовищі Enterprise Architect 14 наведено на рис. 2. 

 

 
Рисунок 1 – Діаграма ВВ ПС, яку обрано для проведення оцінки проектних показників реінжинірингу 
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5 РЕЗУЛЬТАТИ 
Після настроювання варіантів використання, розра-

хунків чинників, вагових коефіцієнтів та обмежуючих 
констант цих чинників, можна переходити до наочної 
оцінки проекту. 

Сукупність результатів розрахунку чинників оцінки та 
показників проекту, перед виконанням реінжинірингу ПС, 
наведено на рис. 3. Для більшості розрахованих чинників та 
показників коментарі щодо їх одержання вичерпно наведе-
но у розд. 3 поданої статті.  

Пояснимо тільки призначення елементів керування, 
що подано у нижній частині рис. 3. 

Кнопка «Re-Calculate» – виконує перерахунок проек-
тних чинників, спираючись на змінені показники. 

Кнопка «Report» – генерує запит на створення та вка-
зівку шляху збереження звіту з оцінки проекту у форматі 
«RTF». 

Кнопка «View Report» – виконує перегляд встановле-
них показників оцінки проекту із викликом програмного 
забезпечення, асоційованого із переглядом RTF-файлів, 
наприклад: Microsoft Word. 

Кнопка «Default rate» – викликає діалогове вікно змі-
ни показників оцінки проекту, що завдані у Enterprise 
Architect 14 за замовчуванням. 

 

 
Рисунок 2 – Налаштування показників складності для ВВ 

 

 
Рисунок 3 – Результати розрахунків чинників та значень, що впливають на оцінку проектних показників реінжинірингу ПС 
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6 ОБГОВОРЕННЯ 
Під час роботи з предметною галуззю статті, дис-

кусій та обговорень розглянутої теми на конференціях 
та спеціалізованих форумах, автори прийшли до на-
ступних рекомендацій. 

1) Метод Карнера рекомендує виключати розширені 
ВВ при розрахунку проектних точок. Автори не згодні із 
цим та рекомендують розглядати усі ВВ при оцінки про-
екту, якщо ці ВВ вимагають перепроектування функціо-
налу, то існують зусилля на їх переробку, що повинні 
враховуватися за наведеною методикою. 

2) Об’єктивний спосіб точно налаштувати при 
удосконалені проект – це розглянути ВВ 3-х – 5-ти 
вже успішно завершених (у свій час) проектів, які 
вимагали реінжинірингу. Після аналізу завершеного 
проекту і вивчення звіту про показники, доступні 
чинники можуть бути точно відкориговані, щоб дати 
оцінку фактичним годинам реінжинірингу. Згодом, 
можна використовувати ці дані у якості базової траєк-
торії життєвого циклу проекту. 

3) Достатня перевірка працездатності полягає в 
тому, щоб спираючись на показник «Ave Hours per 
Use Case» (рис. 3) проаналізувати: чи можна перепро-
ектувати простий, середній чи складний ВВ у відве-
дений час (включаючи усі стадії створення ПС  [1]). 

4) Не слід очікувати вичерпної відповіді на питан-
ня «скільки коштує реінжиніринг?» або «як довго він 
триватиме?» – необхідно оцінювати отримані статис-
тичні дані, коригувати показники та аналізувати до-
свід  втілення показників успішних проектів. Розгля-
нута методика забезпечує на 17–19% меншу похибку, 
ніж метод Карнера, відносно фактичних видатків. 

 
ВИСНОВКИ 

В роботі вирішено наукову задачу: сформовано 
метод розрахунку показників реінжинірингу програм-
них систем на підставі комплексного інструментарію 
оцінки програмного проекту. 

Наукова новизна отриманих результатів склада-
ється у тому, що:  

1) отримав подальший розвиток метода розрахун-
ку проектних точок Карнера із внесенням суттєвих 
доповнень та розширень, що дозволяє зменшити по-
хибку на 17–19% у оцінюванні витрат на реалізацію 
проекту ніж метод Карнера;  

2) вперше застосовано запропонований метод що-
до розрахунку показників процесу реінжинірингу ПС, 
що дозволяють оцінити прогнозований фінансовий 
перелік витрат. 

Практичний результат: формалізовано критерії 
оцінки та визначення складності реінжинірингу вже 
готової ПС, але яка потребує зміни із плином часу. 

Відмінність від аналогів: при складанні методики 
оцінки показників ПС, яка буде піддана реінжинірин-
гу, було виділено чинники, що впливають на плану-
вання ресурсів програмного проекту: 

1) дослідження моделі вимог ПС; 
2) кількість кроків для виконання реінжинірингу 

елементу ПС; 

3) технічна складність проекту; 
4) рівень кваліфікації команди програмістів. 
Кожна змінна, що використовується для розрахун-

ків у рамках реінжинірингу визначається та обчислю-
ється окремо із використанням: 

1) вимірювань характерних параметрів; 
2) вагових коефіцієнтів; 
3) обмежуючих констант. 
Вимірювання параметрів проводяться керівником 

проекту, що, спираючись на досвід 3-х – 5-ти схожих 
проектів, виходить із власних уявлень про технічну 
складність проекту та можливостях команди, яка буде 
виконувати реінжиніринг. 

Встановлення коефіцієнтів та обрання значення 
констант засновані на багато чисельній статистиці 
найбільш схожих проектів, що виконані за технологі-
єю А. Якобсона. 

Практичне значення отриманих результатів: на 
підставі розрахованих показників оцінювання форму-
ється звіт, який містить аналіз оцінки програмного 
проекту.  

Перспективи подальших досліджень: автоматизо-
ване формування звіту оцінки ПС, який включався би 
у вихідну проектну документацію, необхідну для про-
гнозування успішного виконання реінжинірингу кож-
ного з видів забезпечення: технічного, математичного, 
інформаційного, лінгвістичного, методичного, органі-
заційного тощо. Проектна документація є 
обов’язковою складовою частиною видів забезпечен-
ня систем автоматизованого проектування ПС. 

 
ПОДЯКИ 

Особливу подяку хочемо висловити розробнику 
CASE-засобу Enterprise Architect 14 – австралійській 
корпорації «Sparx Systems Pty Ltd»: за можливість 
вільного місячного користування найновітнішими їх 
розробками, за підтримку он-лайнового дискусійного 
форуму, за можливість вільного доступу до Enterprise 
Architect Lite та за навчально-довідкові матеріали з 
UML-моделювання, що містяться на офіціальному 
сайті «Sparx Systems». 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Программные системы настолько плотно вошли в нашу жизнь, что невозможно представить себе суще-
ствование и развитие человечества без них. Но под влиянием факторов технической эволюции происходит старение про-
граммных систем с ухудшением их характеристик. В такой ситуации необходима коренная переработка с наследованием 
положительных качеств программной системы и отделением негативных, то есть реинжиниринг. Подобные процессы, на-
чинающиеся с перепроектирования, требуют обязательной аналитической оценки показателей проекта, ведь существуют 
случаи, когда реинжиниринг нерентабелен относительно конкретной программной системы. В статье рассмотрен комплекс-
ный инструмент оценки программного проекта, прогнозирующий трудоемкость перепрограммирования объектов, в сочета-
нии с другими показателями проектов, определяющими сложность реинжиниринга программных систем. 

Цель. Сформировать метод, позволяющий оценить показатели реинжиниринга программных систем при помощи ком-
плексного инструментария оценки программного проекта. 

Метод. Описанная в статье технология основана на использовании метода точек Карнера с внесением существенных 
дополнений и расширений. Установление коэффициентов и избрание значения констант основаны на методе Якобсона и 
проверены на многочисленной статистике наиболее похожих проектов. 

Результаты. После анализа завершенного проекта и изучения отчета о показателях, доступные факторы могут быть точно от-
корректированы, чтобы дать оценку фактическим часам реинжиниринга. Впоследствии можно использовать эти данные в качест-
ве базовой траектории жизненного цикла проекта. На основании рассчитанных показателей оценки формируется отчет, содержа-
щий анализ оценки программного проекта, для включения в исходную проектную документацию, которая является частью орга-
низационного обеспечения систем автоматизированного проектирования программных систем. 

Выводы. Получил дальнейшее развитие метод расчета проектных точек Карнера с внесением существенных дополне-
ний и расширений относительно процессов реинжиниринга программных систем. Каждая переменная определяется и вы-
числяется отдельно с использованием измерений, весовых коэффициентов и ограничивающих констант. Измерения выпол-
няются командой опытных системных аналитиков, опирающихся на собственные представления о технической сложности 
проекта и возможности команды программистов. Коэффициенты и константы принимаются исходя из статистических дан-
ных 3–5 уже оцененных аналитиками выполненных проектов с близкой степенью схожести.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: программная система, проект, реинжиниринг, метод проектных точек, показатель, оценка, ва-
риант использования, фактор, весовой коэффициент, ограничивающая константа. 
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ABSTRACT 
Essentials. Today’s software systems have become so tightly integrated into our lives that it is virtually impossible to imagine 

the existence and development of mankind without them. But this progress also means that software systems currently in use have 
quickly become outdated and obsolete due to the pace technical evolution. It is here that end to end process review comes down with 
the inheritance of the positive qualities of the software system and the phasing out of the negative one, that is, re-engineering. All 
similar processes that begin with re-design, require a mandatory analytical assessment of the project’s key indicators since there are 
cases where re-engineering might be unprofitable for a particular software system. In the article below, the author takes a look at the 
complex tool of evaluating the software project redesign, which could predict labor costs for reprogramming of the objects in con-
junction with other indicators of the projects that determines the complexity of software system under review. 

Objective. The object of this paper is to outline the method by which one can estimate and evaluate key aspects for software sys-
tem reengineering with the help of complex tools for appraisal of the project under review. 

Method. The technology described in the article is based on use of the Karner’s Point method with the introduction of significant 
additions and extensions. The establishment of coefficients and the selection of the constants are based on the Jacobson’s method and 
tested on numerous statistics of the most similar projects. 

Outcome. After analyzing the completed project and examining the report of crucial factors, it’s possible to provide quite accu-
rate estimation for the actual man-hours of re-engineering for the particular project, given its key factors can be accurately adjusted. 
Subsequently, you can use this data as the base line for the project life cycle. Evaluation factors used for project cost calculation will 
be combined in a report that will be included in the source design documentation, which is part of the organizational support of the 
systems for the automation design of software systems. 

Conclusions. The method of calculating Karner’s project points with the introduction of significant extensions to the process of 
software system re-engineering has been further developed. Each variable is determined and calculated separately, using measure-
ments, weighting factors and constrains. Measurements are performed by a team of experienced QA-analysts based on their ideas 
about the technical complexity of the project and the capabilities of the software developers. The coefficients and constants are based 
on data collected from 3–5 projects already completed by analysts with a big degree of similarity. 

KEYWORDS: software system, project, re-engineering, method of design points, indicator, estimation, use case, factor, weight-
ing value, bounding constant. 
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ABSTRACT 

Context. Today, e-commerce is one of the most active and promising segments of the global economy, characterized by steady 
growth of volumes and active improvement of tools and technologies. Intellectualization of e-commerce systems today is one of the 
main trends in their development and effective functioning in a competitive environment. One of the most promising means of 
solving this task category is the use of intellectual agents (IAs). The modern approach to modeling the decision support process, in 
particular, in e-commerce, uses the Boyd’s loop principle, which involves repeated cycle repetition of four successive interrelated 
processes (stages): observation – orientation – decision-making – action. According to Boyd’s hypothesis, the higher speed of the 
cycle and the accuracy of the evaluation of the stages of the cycle provide an advantage over the competitor. 

Objective of the research is to develop tools for effective planning of actions of intellectual agents of e-commerce systems in a 
competitive environment based on ontologies, and to set the task of planning the actions of intellectual agents to the problem of 
dynamic programming. 

Method. The mathematical support and method of action planning of IA based on adaptive ontologies are developed. This 
method can be used to effectively operate IA in a competitive environment of the SEC, which is modeled by Boyd’s loop. Adaptive 
ontology is used to plan IA actions. To this end, we have added two scalar quantities (the importance of concepts and relationships) 
that are used to find an effective way to implement the IA plan in a generally accepted three-element tuple that defines ontology (a 
set of concepts, relationships, and their interpretation). Such an assessment of the ontology elements allows reducing the task of 
planning IA actions in a competitive environment to the task of dynamic programming. 

Results. In the article the model of planning of actions of intellectual agents of electronic commerce systems using an ontological 
approach is constructed. The method of evaluation of actions of intellectual agents on the basis of adaptive ontologies is developed. 
Such an assessment makes it possible to reduce the task of scheduling actions to the task of dynamic programming. 

Conclusions. Analysis of the results of IA actions can determine the causes of the formation of the target audience by a set of 
characteristics of the functioning of the SEC. By regulating the content, its uniqueness, the efficiency of its formation and its 
adequate management according to the individual needs of a regular user, one can model the boundaries of the target social audience 
and the number of unique visitors from search engines. In fig. 5–6 the results of the work of the developed systems in the form of 
charts are presented, from which it follows that in the presence of all types of IA significantly increases the volume of visits and 
unique users. 

KEYWORDS: intelligent agent, ontology, planning, e-commerce. 
 

ABBREVIATIONS 
 

B2B is a Business-to-business; 
B2C is a Business-to-consumer; 
C2B is a Consumer-to-business. 
KB is a knowledge base; 
IA is intelligent agent; 
IS is an information system; 
IP algorithmic paradigm; 
IT is an information technology; 
SA is a subject area; 
SEC is system of electronic commerce. 

 
NOMENCLATURE 

C is a set of concepts; 
R is the set of relations between concepts; 
F is the set of concepts and relationships interpretation 

axioms that set semantic constraints for a concepts and 
relationships system; 

S is set of AI states; 

A is a set of actions; 
Goal is set of target states; 
Path is path from the initial state to the state of the 

goal 
W is weight of the importance of concepts C; 
L is weight of the importance of relations R; 
∆t is some limit value of weight change of the concept, 

which depends on the ontology SA; 
σi is confidence; 
σiС is the old measure of confidence; 
U is information sources; 
Tij is information resource; 
aj

kl is the transition of IA from the state Sk to the state 
of Sl, using the alternative aj; 

gj
kl cost of transition from state to state; 

ν(aj
kl) is evaluation of action aj

kl at a time; 
Di is the domain of the property xi; 
ν(Sk) is estimate of the state of Sk; 
ZP is task of planning the activity of IA in the SEC;  

143



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Berko A. Y., Vysotska V. A., Lytvyn V. V., Naum O. M., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-14 

Ev is a scalar quantity that coordinates resource 
expenditures with IA actions; 

Eq is a scalar quantity that agrees with the measure of 
the effect obtained with the actions of the IA; 

k
ijg  is the cost of resources for the transition from the 

state of Si to the state Sj, using the alternative ak;  
k
jr  is the period of operation of the IA in the state Sj, 

in the alternative to ak; 
er  is desired period of operation of IA. 

 
INTRODUCTION 

Today, e-commerce is one of the most promising 
areas for the development of Internet systems and Internet 
technologies. The trend of steady growth of the e-
commerce market has remained unchanged for over two 
decades and continues to be maintained. According to a 
study by Morgan Stanley [5], it is projected that the 
global e-commerce market in 2016 will exceed $ 1 trillion 
in the USA. In Ukraine the total e-commerce market in 
2015 compared to 2014 has increased by 37%, and in 
2016 it is forecast to grow by 27% [2]. Such active 
development of the industry causes additional competition 
and introduces new requirements to the participants of the 
e-commerce market. Unlike traditional trade, for which 
the main ways to increase competitiveness remain 
marketing approaches (price policy, expansion of the 
client base, the capture of new markets, change in the 
range, etc.) for e-commerce, the domination of 
technological solutions in improving market efficiency is 
typical. In the environment of e-commerce there is large 
number of factors that determine the behavior of elements 
in this environment, the way to make solutions and 
directly affect the effectiveness and quality of the results 
of the operation of IA. The description of such factors is 
stored in the KB, not in the database, since logical output 
plays an important role in the simulation of the IA’s 
actions, which can be realized on the basis of knowledge 
about the software. The core of such a BP is the software 
ontology. Consequently, the development of methods and 
means of supporting the decision-making of the 
functioning of IA in the SEC using the ontological 
approach is an urgent area of research. The results of this 
set of tasks provide new opportunities for analyzing the 
IA solutions made in the competitive environment of e-
commerce and their further adjusting. The main 
technological trends in the development of e-commerce 
systems and tools that increase their competitiveness in 
the market in 2018 are determined, such as: [4], [6] 

1. Mobile technologies, which provide the active use 
of mobile devices to access e-commerce resources, 
advertising and electronic payments. 

2. Multi-Channel is used for a wide range of different 
methods and means of communication between the e-
commerce provider and the client. 

3. Personalization is used for organization of the 
policy of interaction with the client based on his 
individual characteristics and needs. This is done by 

analyzing customer personal data from shopping history, 
forums, social networks and more. 

4. Socialization is used for active communication 
between the e-commerce provider and clients using a 
variety of environments and IT. 

5. Cloud Services are used to provide free access to 
the resources and proposals of the SEC without limiting 
client’s place of residence, his time, IT and access 
facilities. 

6. Big Data Technologies are used to involve the use 
of significant volumes of operational data of various 
content and format, obtained from a wide range of sources 
in the tasks of analysis and planning of the policy of the 
SEC. 

7. Small Data Technologies are used to focus on the 
means of interaction with customers with the 
characteristics of a particular person by using personal 
data that is obtained in the process of communicating with 
the client. 

8. The iBeacon technology uses close-range devices 
(Bluetooth, WiFi, NFC, etc.) to establish active contact 
with the customer at the time of his stay at a point of sale 
or service. 

9. Intellectual IT is based on the application of 
methods and tools for processing knowledge and 
situational decision-making in the SEC. 

The object of the research is the processes of 
supporting the decision-making of the functioning of IA 
in the SEC using ontological approach. The subject of the 
research is the methods of effective planning of IA 
activities in the SEC. The aim of the study is to develop 
tools for effective planning of IA activities in the SEC in 
a competitive environment based on ontologies, and to 
sum up the task of planning IA actions to the task of 
dynamic programming. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

There are two main ways to achieve the competitive 
advantage of SEC in competitive environments using IA 
[3], [7], [9]. The first way is to accelerate the OODA IA 
activity cycle. This allows the first to make decisions and 
forces competitors to respond in response to the imposed 
plan. The second way is to improve the quality of the 
decisions made, that is, to build a plan of action that is 
more responsive to a situation than a competitor’s 
decision. One of the ways to improve the quality of 
solutions made by IA e-commerce a modern approach to 
building a BP on the basis of ontology can be to used [7], 
[8]. Formally, the ontology consists of terms (concepts) 
organized in taxonomy, their definitions and attributes, as 
well as the axioms associated with them and the rules of 
derivation [8]. Therefore, under the model of ontology O 
we understand the three forms 

O=<C, R, F>. (1)
The main attention in the article is focused on the 

planning of IA activities in the SEC (Boyd’s loop 
orientation stage). The essence of the orientation of the AI 
is to find the Path from the initial state to the state of the 
goal, subject to the fulfillment of certain criteria. 
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Typically, such criteria specify the rationality of the 
behavior of the IA, the essence of which is to find a Path 
in which transition costs are optimal, and the effect (the 
reaction of the external environment within which the IA 
functions) from such a transition is maximal [5–6]. Such 
rational behavior is similar to the well-known economic 
model of “price-quality”, which makes it possible to 
reduce the task of constructing an action plan for IA to the 
category of two-criterion. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The intellectualization of the SEC, in the opinion of 
the authors, today is the most promising direction of their 
development in the coming years, as this way allows to 
change the principles of the functioning of e-commerce 
systems and tools in general. The introduction of 
intellectual IT involves the evolutionary transition of the 
SEC from the IP and IT to heuristic (intelligent systems). 
For systems constructed on this principle, there are the 
following features [3, 9]: 

– flexibility, sensitivity to environmental indicators, 
self-organization; 

– ability to learn; 
– risks of errors; 
– accumulation and use of prior knowledge; 
– adaptation to changing environment. 
The use of intelligent technologies for the construction 

and organization of activities of the SEC considerably 
expands the possibilities of their functioning in a 
competitive environment [10–16]. 

Today, one of the most popular methods of 
constructing complex intelligent systems that operate in 
competitive environments is the use of IA [3, 9]. 
Intelligent Agent is a software tool designed for self-
location, moving and playback and performing certain 
actions in a distributed network environment, functioning 
of which is in accordance with the principles of intelligent 
systems [3]. This means that the IA is able to identify the 
host environment and its changes, accumulate to apply 
knowledge (self-learning), make decisions, plan and 
perform actions in accordance with the situation [9]. The 
use of IA as an active mean of business provides the SEC 
with fundamentally new opportunities that enhance their 
competitiveness and the efficiency of their operation in a 
competitive environment. 

The most common approach to organizing the 
functioning of IA e-commerce in a competitive 
environment today is a Boyle Loop type model [1]. 
Boyd’s loop (cycle) is the concept of organizing the 
object’s operation in a competitive environment, which 
involves the cyclic execution of a defined sequence of 
stages [1]. The completion of the Boyd Loop stages form 
a cycle, denoted by the acronym OODA [1, 9], that 
consists of the following sequence of procedures: 

1) Observation is the process of gathering information 
necessary for a decision in a particular situation; 

2) Orientation which involves the processing of 
information obtained as a result of actions at the 

monitoring stage, using methods of analysis and 
synthesis; 

3) Decision-making is determination of the best 
variant of the plan of action for its further realization; 

4) Action is the final stage of the cycle, which 
involves the practical implementation of the chosen 
course or action plan. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The use of IA as an active means of business provides 
the SEC with fundamentally new opportunities that 
enhance their competitive ability and efficiency in a 
competitive environment. The main functions of the IA 
for the SEC are presented in the form of the Use-Case 
Diagram (Fig. 1) [17–22]. 

In this way, it is possible to organize the functioning 
of the electronic commerce system through an intelligent 
agent, whose work is based on the use of adaptive 
ontology (Fig. 1). Ontology in this structure is the core of 
the knowledge base that describes the agent’s activity in 
the competitive environment of e-commerce. An 
intelligent agent in this case serves as an advanced 
interface tool in the interaction of the e-commerce system 
with clients and partners in a market-based Internet 
environment. This provides a significant expansion of the 
functionality of such an interface by providing the 
intelligent agent of the system of additional capabilities. 

The main functions of the intellectual agent of the e-
commerce system include [23–31]: 

– Maintenance of communications in the areas of 
“client-business”, “business client” and “business-
business”; 

 

 
 

Figure 1 – A UML diagram of options for using an intelligent 
agent 
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– collection of marketing data in the external 
environment about the situation on the market; 

– Formation and distribution of offers of goods and 
services among customers and potential users of e-
commerce systems; 

– Data collection and comparison of prices for goods 
and services with analogues in the e-commerce market for 
the formation of the pricing policy of the system of 
electronic commerce; 

– Realization of operations of purchase and sale of 
goods and services in the Internet environment; 

– Obtaining customer data from the external 
environment and transferring them to the e-commerce 
system; 

– Formation and targeting of advertising information 
from the system of electronic commerce to the client; 

– Beacon (iBeacon) client interaction with short-range 
devices such as Bluetooth, WiFi, NFC, etc. 

In addition to expanding the functionality, the use of 
the intelligent agent creates opportunities for increasing 
the efficiency of the operation of the e-commerce system 
by improving the quality of decision-making in a 
competitive environment [32–42]. By the nature of the 
tasks that are performed by the IA in the SEC, we will 
distinguish between the following categories (Fig. 2). 

– B2C of IA types is provide interaction between the 
SEC and the consumer of goods and services; 

– C2B of IA types is provide interaction between 
consumers of goods and services from the SEC; 

– B2B of IA types is provide interconnection between 
the SECs. 

The task of planning the activity of IA in the SEC ZP 
contains 3 components, ZP=<S, A, Goal>. For an 
effective planning of the e-commerce IA activity, an 
important element is the ability to evaluate the states and 
actions. For this purpose, it is expedient to use the model 
of adaptive ontology [6, 14], which is defined by the 
expression of the species: 

FRCO ,ˆ,ˆˆ = , (2)

where WCC ,ˆ = , LRR ,ˆ = . The essence of the 
proposed solution consists in narrowing the search space 
of the best-case scenario of e-commerce IA, which allows 
us to eliminate  the ineffective and  inappropriate solution 
 

 
 

Figure 2 –Intelligent agent categories for e-commerce system 

how to improve the quality of the final result. The 
solution of the ZP problem, in this case, is as follows: 

– adaptive ontology concepts Ĉ={ Ĉ1, Ĉ2, …, Ĉm}, 
adaptive ontology Ô, which specify alternatives for the 
transition between states of the IA, give the weight Wk, 
k=1,2, ..., m; 

– over time this weight varies depending on the degree 
of confidence σi to the source of information on the basis 
of which alternative has been added to the ontology; 

– those notions of the set Ĉ, the increase in weights of 
which for a certain period does not exceed a certain 
threshold, ∆t is removed. 

– let at some time t the weight of the concept Ĉk of the 
ontology Ô be equal to t

kW . To increase the weight of the 
concepts, certain sources of information are used by U. 
That is, there are a plenty of information sources U={U1, 
U2, …, Um}, each of which contains a plurality of 
resources Ui={Ti1, Ti2, …, Tip}. The confidence measure 
for the source Ui will be denoted as σi ∈ [0, 1], where 
σi=0 indicates a complete distrust of the source Ui, σi=1 is 
the maximum confidence in the source Ui. It is initially 
assumed that the measure of confidence of all sources is 
the same, and has no deviations in one direction or 
another, that is, σi=0.5, and in addition to the ontology, 
the concepts of the measure change. To assess the change 
in the confidence in the source, the following procedure is 
proposed: the new confidence measure σiH to the source is 
calculated as σiH=2·σiС – σiС

2, if the expert used source 
resources to supplement the ontology; 

– the new measure is calculated as σiH=σiС – σiС
2, if 

the expert did not use the resources from this source to 
supplement the ontology; 

– if, after completing the ontology σiH< λ, such a 
source of information is not considered in the future (in 
practice, sufficient threshold values are considered to be 
λ=0,1, that is, when, after six consecutive attempts, 
resources of the source are not used to fill the ontology - 
its measure of confidence takes the value σiH≈0,099, and 
such a source is excluded from further use in the 
processes of complementing the ontology); 

– after performing all the stages of filling the 
ontology, the weights of each of the concepts Ĉk, k=1,2, 
..., m are changed by the formula: 

∑
⊗

+ σ+=
iij UT
i

t
k

t
k WW 1 , (3)

where the entry iij UT ⊗  indicates that the Tij resource 
from Ui source of information is used to fill the ontology; 

– in the next step ontology excludes concepts for 
which the growth of confidence is insignificant, that is 

tt
k

t
k WW Δ<−+1 . 

Performing such a sequence of steps allows you to 
reduce the search space of the best path (Path) in the IA 
actions. After the search space Path is narrowed, the two-
criterion problem of choosing the transition path between 
two adjacent states can be reduced to a task with one 
criterion. To do this, we do the following: The set of 
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concepts Ĉ is described by the characteristics (properties) 
of Х={x1, x2, …, xM}; the value of the property xi. is 
denoted as zi=z(xi)∈Di. The goal state of the Goal is 
determined by the fact that some subset of signs X´⊆ X 
must reach certain values of z(xi, Goal)∀x∈X´. To select 
actions we will rely on the rationality of IA behavior in 
the SEC, that is, in an effort to minimize the cost of 
resources to achieve the state of the goal. Each action aj

kl 
equals a certain expense of IA resources – gj

kl . In the 
tasks of improving the efficiency of the SEC in a 
competitive environment, each of the alternatives is 
characterized by resource costs (material, private, 
financial, etc.) and resulting effect (financial, marketing, 
time etc.). Information about alternatives, costs of 
operating resources is stored on an ontology. Estimates of 
the transition of IA from one state to another are directly 
proportional to 

(1) cost of resources ν(aj
kl)=Ev⋅gj

kl, and 
(2) for the resulting effect q(aj

kl)=Eq⋅gj
kl. 

In this view, the task of the IA is to minimize the 
values that characterize the SEEC’s total costs in the 
selected way 

 

( ) min)(),(
* →=∑ ∈

n
VPathlk

kl
jkl

avV , (4)
 

and maximizing the resulting SEC effect 
 

( ) max)(),(
* →=∑ ∈

n
QPathlk

kl
jkl

aqQ , (5)
 

where (k,l) specifies the transition path from the state Sk to 
the state Sl, jkl the alternative number selected for such a 
transition, Path(V) is the path for reducing the cost, 
Path(Q) is the way to increase the effect. Thus, in this 
way the task of planning the actions of IA in the SEC is 
reduced to a two-criterion optimization problem. 
Traditionally, such tasks are quite complex to solve, 
require the use of dynamic programming methods and do 
not always give the expected solution. The use of 
ontology in IA planning allows the heuristic approach that 
is based on pre-acquired knowledge that builds on such an 
oncology and continually updates and replenishes them in 
the processes of the functioning of an IA for building an 
effective plan of its action. In order to assess the reaction 
of the environment to the behavior of IA in the SEC, 
principles have been applied to stimulating learning [11]. 
This involves the following scheme of his actions: 

– at each step the agent is in the state s of some set of 
states S; 

– in such a state, he chooses from an existing set of 
actions A some action a; 

– in response to this e-commerce environment informs 
the agent of the evaluation of the results of such an action 
and a new state; 

– on the basis of the received IA builds an optimal 
plan of behavior, corresponding to the given criteria. 

We denote )(* SQ  the expected gain of the IA in the 
state S; YASY →×:  is promotion functions; 

SAST ′→×:  is functions of transition between states. 

The task is to maximize the winnings. In the real 
situation, at the beginning of the process, the IA is in 
absolute uncertainty, since no known reaction of the 
system to any actions, including transitions between 
states. According to the theory of stimulating learning 
[14], the optimal value of a state is the reward that we 
receive if the IA works best. This value can be defined as 
the solution of equations: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′γ+= ∑

∈ PathAa
SQSaSTaSYQ )(),,(),(max ** . (5)

If you know it, then the choice of the optimal strategy 
is carried out according to the formula: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′′γ+=π ∑

Patha
SQSaSTaSYs )(),,(),(maxarg)( ** . 

Traditionally, this problem is solved by an iterative 
method. Taking into account (4) and (5), we obtain a two-
criterion problem. From a mathematical point of view, 
there is no ideal method or method for solving such 
problems. Each of them has its own advantages and 
disadvantages and the scope of application. Having 
analyzed the known methods, the method of the main 
component is chosen if the target functions (4) or (5) can 
be evaluated accordingly from below or from above; if it 
is impossible to evaluate them, then we use the complex 
criterion method. Thus we get one of three tasks: 

QQV ≥**,min , (6)
VVQ ≤** ,max , (7)

*

*
min

Q
Vf = . (8)

Tasks (6)–(8) are multi-step optimization tasks, that is, 
the tasks of dynamic programming. In practice, solving 
such problems is complex enough, and is requiring 
considerable time and resource costs. Therefore, repeated 
repetition of such procedures for choosing an optimal IA 
action plan can significantly impede or disable its 
activities. An alternative way is to build an action plan 
based on previously obtained decisions that are stored in 
the BP. The basis of such a BP forms a special ontology. 
The use of ontology reduces task of constructing a plan to 
search for and evaluate conversion options based on 
predetermined descriptions, rules and criteria (Fig. 3). 

 
Figure 3 – Case diagram of using the intelligence agent when 

choosing an optimal action plan 

147



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Berko A. Y., Vysotska V. A., Lytvyn V. V., Naum O. M., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-14 

The use of the intellectual agent and the knowledge 
base on the basis of adaptive ontology allows you to move 
from solving the problem of dynamic programming to 
choosing a solution based on previously acquired 
knowledge. The work of the intellectual agent of the e-
commerce system in this process is organized as follows. 

1. IA generates a request for an ontology, which 
defines the type of e-commerce activity and criteria for 
optimality of the cost indices of V* resources and the 
effectiveness of Q*. 

2. As a result of the query, the intelligent receives 
transition options for constructing an optimal action plan 
to minimize resource costs – Path(V) and maximize the 
Path(Q) effect. 

3. SEC implements selected plans and performs an 
estimate of the optimality of the cost of resources V* and 
efficiency of Q*. 

4. The results of the evaluation system are passed to 
the agent, which, in the case of their compliance with the 
specified criteria, preserves the selected paths Path(V) and 
Path(Q) as optimal transitions for the specified type of 
action of the SEC. 

5. In case of non-compliance of the results of the 
actions of the SEC with the given criteria of optimality, 
the intellectual agent initiates the updating of the adaptive 
ontology with new knowledge about optimal variants of 
transitions. An update is either performed by an expert or 
based on previously accumulated IA knowledge. 

In general, this way of solving the problem of 
constructing an optimal IA action plan involves a 
significant reduction in the level of its formalization and 
the accuracy of the results. However, given that the use of 
large volumes of incomplete or inaccurate data and 
informal criteria is typical for the SEC, the use of 
traditional mathematical methods becomes rather difficult 
and often impossible. Therefore, the use of ontologies for 
constructing an IA action plan is justified in such 
circumstances by approach. 

 
4 EXPERIMENTS 

The module of functioning of IA planning of the SEC 
activity was developed [12]. Let the IA be in the state 
S(0), there is some information resource G. Before the IA 
there is a task P is to go to some target state of Goal, 
using this resource and software knowledge stored in its 

ontology: GoalSP
OG,

0: → . The period of operation of the 
IA (r) is used to assess the states, and for the actions, the 
cost of resources g for the transition from state to state. 

Then the formula for choosing alternatives is 
presented as:  

k
ij

k
jk

ij
g

r
ao =)( . 

So for interaction of the SEC with the consumer it is 
necessary to solve three subtasks (identification, 
processing of the order, implementation of payments), the 
second of which is divided into nine subtasks (the 
formation of a consumer basket, the formation of 

proposals for shares, receipt of confirmation of the order 
from the consumer, clarification of the methods 
payments, payment, clarification of delivery methods, 
registration of the order, formation of a notice to the 
consumer about the registration of the order).  

Alternative solutions are used to solve each subtask. 
For the subtask of specifying the delivery methods you 
can choose one of three alternatives: mail, courier, self 
delivery. Information is stored in the ontology of e-
commerce [13].  

The rationality of activity planning is formulated as 
follows: how to maximize the resulting SEEK effect with 
minimal cost, taking into account that:  

1) the main restrictive resource factor is the level of 
demand for goods and services that a particular SEC 
implements;  

2) the target economy effect received by the user of 
the IA from the functioning of the SEC and possible 
losses from its incorrect functioning;  

3) The costs of promoting the information resources of 
the SEС are known and determined by IT Internet 
marketing and SEO;  

4) indicative terms of profitable functioning of the 
SEC for a specific category of goods or services for 
known (specified) promotional and other measures by 
Internet marketing tools and SEO technologies are known 
from expert assessments, norms, forecasts, for example, 
based on Google Analytics and tools statistics Google 
Adsense and Google AdWords.  

So for the subtype of the formation of sales for goods 
or the formation of shares for the service in accordance 
with the forecasts for the decline in demand for them, the 
following rule has been used: IF ((Ends the seasonal 
period) OR (The number of sales is equal to or less than 
the threshold minimum) OR (The number of negative 
comments is greater or equal or (The number of failures / 
returns is greater or equal to the threshold minimum)) 
AND (There are no alternative solutions, goods or 
services) TO (Block the sale of goods and formulate a 
request moderator on his replacement).  

KB details this rule through the system of refinement 
product rules, constructed in accordance with the Rete 
algorithm. For IA, there is important information that 
allows you to succeed in solving this problem, i.e.: 
information on new types of alternative products or 
services that are more in demand among potential 
customers; information on pricing policies for such 
alternative products in accordance with the capabilities of 
regular consumers (target audiences) of this specific SEC; 
information on more effective marketing technologies for 
the promotion of goods and services through the 
information resource of the SEC. To search for this 
information, analyze the information resources of the 
relevant SECs that have been in demand in recent years. 
The results are written in the developed ontology using 
the SWRL rules. In general, we get the following model 
of the problem: 
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where j

j
rr min= . 

The problem (9) can be solved by the method of 
functional equations, which is suitable for solving 
dynamic programming tasks. The use of adaptive 
ontologies in IA KB allows reducing the task of planning 
activities to the task of dynamic programming [14–15]. 
 

5 RESULTS 
For the SEC without IA, the statistics of the visit are 

rather chaotic and uncontrolled (Fig. 4). 

 
Figure 4 – An example of visiting the information resource 

(travelua.org) for Internet tourism 
 

For a detailed analysis of the functioning of the SEC 
as an Internet newspaper and Internet journal, different 
systems with different types of IAs were developed and 
implemented, maintaining for each of them a different 
number of stages of the content lifecycle. That is, not all 
types of IAs have been developed for different 
implemented SECs or IAs have not been developed at all. 
Tabl 1 provides a list of implemented SECs indicating the 
availability of implemented IAs with maintenance of the 
content lifecycle. 

Table 1 – Implementation of various IAs in the SEC 
№ URL Type IA 
1 fotoghalereja-vysocjkykh.com  journal C2B,B2C 
2 vgolos.com.ua newspaper C2B,B2C,B2B 
3 tatjana.in.ua journal B2C 
4 presstime.com.ua  newspaper C2B,B2C 
5 www.autochip.vn.ua journal C2B,B2C 
6 kursyvalyut.com newspaper C2B,B2C,B2B 
7 dobryjranok.com newspaper C2B,B2C 
8 goodmorningua.com newspaper B2В 
9 зсш3львів.in.ua newspaper C2B 
10 victana.lviv.ua journal C2B,B2C,B2B 

 

Analysis of the results of IA actions can determine the 
causes of the formation of the target audience by the set 
of characteristics of the functioning of the SEC. By 
regulating the content, its uniqueness, the efficiency of its 
formation and its adequate management according to the 
individual needs of a regular user, one can model the 
boundaries of the target social audience and the number 
of unique visitors from search engines.  

In fig. 5–6 the results of the work of the developed 
systems in the form of charts are presented, from which it 
follows that in the presence of all types of IA significantly 
increases the volume of visits and unique users.  

The fig. 5 presents a result of statistical analysis of the 
fotoghalereja-vysocjkykh.com functioning. The fig. 5a 
shows a dependence of selling commercial content from 
visiting information resource fotoghalereja-
vysocjkykh.com. The fig. 5b shows the correlation of the 
visit to the information resource of fotoghalereja-
vysocjkykh.com and the implementation of commercial 
content, depending on the application of methods for 
processing commercial content. The fig. 6 presents the 
result of statistical analysis of the Victana functioning. 
The fig. 6a shows the statistical distribution of visits to 
the information resource victana.lviv.ua and the 
implementation of commercial content. The fig. 6b shows 
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Figure 5 – Statistical analysis of the fotoghalereja-vysocjkykh.com functioning: а – diagram of relations; b – graph of dependency 
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a dependence of the visit to the information resource 
victana.lviv.ua and the implementation of commercial 
content from the connection of software for the 
processing of information content. The service of the 
statistics of visits to the information resource of the SEC 
allows us to estimate the increase in the volume of sales 
of content from the direct proportional dependence of the 
increase in the number of visits to the information 
resource, the number of regular users, the promise of 
marketing activities (Fig. 7a). The fig. 7b presents a 
mathematical expectation of commercial content 
realization through the information resource. The fig. 8 

shows a result of statistical analysis of the information 
resource victana.lviv.ua visiting pages per session. 

 
6 DISCUSSION 

The presence of different types of IA in SEC increases 
in sales of goods and / or services a regular user of 9%, 
the active involvement of unique visitors, potential users 
and expanding the boundaries of the target and regional 
audience by 11%, page views by 12%, time of visit 
information resources on 7%. So cumulative (fig. 9a) and 
median filtering (fig. 9b) for information resource 
victana.lviv.ua visit pages per session is shown in Fig. 9.  
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Figure 6 – Statistical analysis of the Victana functioning: а – diagram of relations; b – graph of dependency 
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Figure 7 – Regression analysis of the increase in content sales: а – diagram of regression analysis for visits to the kursyvalyut.com 

resource; b – diagram of mathematical expectation of commercial content realization through the information resource 
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a 

 
b 

Figure 8 – For information resource victana.lviv.ua visiting pages per session: а – diagram of relations; b – graph of dependency 
 

 
a b 

Figure 9 – Statistical analysis of the visiting information resource victana.lviv.ua: а – cumulate of relations; b – graph of Median 
Filtering 

For an agglomeration hierarchical cluster analysis, it is 
advisable to choose the strategy of the “closest neighbor” 
for unification (since the proximity matrix consists of 
only 5 objects). The distance between the two groups is 
defined as the distance between the two closest elements 

of these groups (Fig. 10). This strategy is monotonous and 
greatly compresses the space of signs. 

We will now analyze the information resource 
tatjana.in.ua from the IA type B2C (Fig. 11–12).  
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a b 
Figure 10 – Statistical analysis of the visiting resource victana.lviv.ua: а – stages of the “closest neighbor” strategy; b – dendrogram 

of dependency 
 

 
a b 

Figure 11 – Statistical analysis of the visits on the information resource tatjana.in.ua from the IA type B2C: а – schedule of relations; 
b – cumulative of dependency 

 

 
a b 

Figure 12 – Statistical analysis of the visits on the information resource tatjana.in.ua from the IA type B2C: а – visit 
schedule of relations; b – histogram cumulative of dependency 
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The fig. 11a shows the time line diagram of visits on 
the information resource tatjana.in.ua from the IA type 
B2C. The fig. 11b shows cumulative diagram of visits on 
the information resource tatjana.in.ua from the IA type 
B2C. The site visits are going down in time for the 
information resource of the IA type B2C. This shows on 
fig. 12 also. Fig. 12a shows the time line diagram of visits 
on the information resource of the IA type B2C. Fig. 12b 
shows the histogram cumulative of visits on the 
information resource tatjana.in.ua from the IA type B2C. 
In fig. 13 is dendrogram, of visit on tatjana.in.ua. 

In fig. 14 gives the result of finding the trend in a time 
series of smoothing methods for the information resource 
tatjana.in.ua without IA. Fig. 14a shows original data on 
smoothing time line diagram for the visit on the 
information resource of the IA type B2C. Fig. 14b shows 
smoothing time line diagram for the visit on the 

information resource of the IA type B2C where 
smoothing coefficient w=3. Fig. 14c shows smoothing 
time line diagram for the visit on the information resource 
of the IA type B2C where smoothing coefficient w=5. 

 
CONCLUSIONS 

The mathematical support and method of action 
planning of IA based on adaptive ontologies are 
developed. This method can be used to effectively operate 
IA in a competitive environment of the SEC, which is 
modeled by Boyd’s loop. Adaptive ontology is used to 
plan IA actions. To this end, we have added two scalar 
quantities (the importance of concepts and relationships) 
that are used to find an effective way to implement the IA 
plan in a generally accepted three-element tuple that 
defines an ontology (a set of concepts,  relationships, and 

 

  
Figure 13 – Visit the dentogram tatjana.in.ua 

 
a 

 
b 

 
c 

Figure 14 – Smoothing schedule for the visit on the information resource of the IA type B2C: а – original data on smoothing time 
line diagram; b – smoothing time line diagram where smoothing coefficient w=3; c – smoothing time line diagram where smoothing 

coefficient w=5 
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their interpretation). Such an assessment of the ontology 
elements allows to reduce the task of planning IA actions 
in a competitive environment to the task of dynamic 
programming. The scientific novelty of the article is the 
development of a method and mathematical support for 
the use of ontologies at the stage of Boyd’s loop 
orientation for constructing an effective IA action plan for 
SEC. The presence of all types of IAs in the SEC leads to 
an increase in the volumes of sales of goods and / or 
services to a constant user by 9%, the active involvement 
of unique visitors, potential users and the expansion of the 
target and regional audience by 11%, revised pages by 
12%, time of information resource visits to 7%. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Сьогодні електронна комерція є одним з найактивніших та найбільш перспективних сегментів 

глобальної економіки, для якого характерним є стале зростання обсягів та активне вдосконалення засобів і технологій. 
Інтелектуалізація систем електронної комерції сьогодні є одним з основних трендів їх розвитку та ефективного 
функціонування в конкурентному середовищі. Одним з найперспективніших засобів вирішення цієї категорії задач є 
використання інтелектуальних агентів (ІА). Сучасний підхід до моделювання процесу підтримки прийняття рішень, 
зокрема, в електронній комерції використовує принцип петлі Бойда, який передбачає багаторазове повторення циклу з 
чотирьох послідовних взаємопов’язаних процесів (етапів): спостереження – орієнтація – прийняття рішення – дія. Згідно із 
гіпотезою Бойда – вища швидкість виконання циклу і точність оцінок етапів циклу забезпечує перевагу над конкурентом. 

Метою дослідження є розроблення засобів ефективного планування дій інтелектуальних агентів систем електронної 
комерції в конкурентному середовищі на основі онтологій, та зведення задачі планування дій інтелектуальних агентів до 
задачі динамічного програмування. 

Метод. Розроблено математичне забезпечення та метод планування дій ІА на основі адаптивних онтологій. Цей метод 
можна використати для ефективного функціонування ІА у конкурентному середовищі СЕК, яке моделюється петлею Бойда. 
Для планування дій ІА використано адаптивну онтологію. З цією метою у загальноприйнятий трьохелементний кортеж, 
який задає онтологію (множина понять, відношень та їх інтерпретація), нами додано дві скалярні величини (важливість 
понять та відношень), які використовуються для пошуку ефективного шляху реалізації плану ІА. Така оцінка елементів 
онтології дає змогу звести задачу планування дій ІА в конкурентному середовищі до задачі динамічного програмування. 

Результати. У статті побудовано модель планування дій інтелектуальних агентів систем електронної комерції з 
використанням онтологічного підходу. Розроблено метод оцінки дій інтелектуальних агентів на основі адаптивних 
онтологій. Така оцінка дає змогу звести задачу планування дій до задачі динамічного програмування. 

Висновки. Аналіз результатів дій ІА дозволяє визначити причин формування цільової аудиторії за набором 
характеристик функціонування СЕК. Регулюючи тематичний набір контенту, його унікальність, оперативність його 
формування та адекватне управління ним згідно індивідуальних потреб постійного користувача, можна моделювати межі 
цільової соціальної аудиторії та кількість унікальних відвідувачів з пошукових систем. На рис. 5-6 подані результати роботи 
розроблених систем у вигляді графіків, з яких випливає, що при наявності всіх типів ІА суттєво збільшується обсяг 
відвідувань та унікальних користувачів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інтелектуальний агент, онтологія, планування, електронна комерція. 
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AНОТАЦИЯ 
Актуальность. Сегодня электронная коммерция является одним из самых активных и наиболее перспективных 

сегментов глобальной экономики, для которого характерно устойчивый рост объемов и активное совершенствование 
средств и технологий. Интеллектуализация систем электронной коммерции сегодня является одним из основных трендов их 
развития и эффективного функционирования в конкурентной среде. Одним из самых перспективных способов решения этой 
категории задач является использование интеллектуальных агентов (ИА). Современный подход к моделированию процесса 
поддержки принятия решений, в частности, в электронной коммерции использует принцип петли Бойда, который 
предусматривает многократное повторение цикла из четырех последовательных взаимосвязанных процессов (этапов): 
наблюдение – ориентация – принятие решения – действие. Согласно гипотезе Бойда – высокая скорость выполнения цикла 
и точность оценок этапов цикла обеспечивает преимущество над конкурентом. 

Целью исследования является разработка средств эффективного планирования действий интеллектуальных агентов 
систем электронной коммерции в конкурентной среде на основе онтологий, и сведения задачи планирования действий 
интеллектуальных агентов к задаче динамического программирования. 

Метод. Разработаны математическое обеспечение и метод планирования действий ИА на основе адаптивных онтологий. 
Этот метод можно использовать для эффективного функционирования ИА в конкурентной среде СЕК, которое 
моделируется петлей Бойда. Для планирования действий ИА использовано адаптивную онтологию. С этой целью в 
общепринятый Трехэлементный кортеж, который задает онтологию (множество понятий, отношений и их интерпретация), 
нами добавлено две скалярные величины (важность понятий и отношений), которые используются для поиска 
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эффективного пути реализации плана ИА. Такая оценка элементов онтологии позволяет свести задачу планирования 
действий ИА в конкурентной среде к задаче динамического программирования. 

Результаты. В статье построена модель планирования действий интеллектуальных агентов систем электронной 
коммерции с использованием онтологического подхода. Разработан метод оценки действий интеллектуальных агентов на 
основе адаптивных онтологий. Такая оценка позволяет свести задачу планирования действий в задачи динамического 
программирования. 

Выводы. Анализ результатов действий ИА позволяет определить причин формирования целевой аудитории по набору 
характеристик функционирования СЕК. Регулируя тематический набор контента, его уникальность, оперативность его 
формирования и адекватное управление им в соответствии индивидуальных потребностей постоянного пользователя, 
можно моделировать пределы целевой социальной аудитории и количество уникальных посетителей из поисковых систем. 
На рис. 5–6 представлены результаты работы разработанных систем в виде графиков, из которых следует, что при наличии 
всех типов ИА существенно увеличивается объем посещений и уникальных пользователей. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интеллектуальный агент, онтология, планирование, электронная коммерция. 
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ABSTRACT 
Context. We consider security properties of decentralized blockchain-based consensus protocols. The object of research is block 

confirmation time for users to get assurance that their transaction will not be reverted. 
Objective. The goal of the paper is to analyze double-spend attacks on the different blockchain-based systems and compare 

resulting probabilities of attacker’s success. 
Method. We presented two models for two types of attacks on the Ouroboros protocol (for the general and covert adversaries). 

The models allow calculating the exact number of slots needed to achieve the required level of security. It was shown that the 
Ouroboros protocol allows achieving the required security level with significantly shorter confirmation period in comparison with 
Bitcoin. We estimated minimal number of confirmation blocks and compare estimation time for Bitcoin, GHOST and Ouroboros 
protocols. As a measure of comparison, we considered transaction confirmation time for which the probability of a double-spend 
attack is less than 0.1%. We use different standard probability distribution and different properties of Markov chains and Random 
Walks to get comparison of estimated security properties of Bitcoin blockchain against three different models of Bitcoin double 
spend attack. The splitting attack based on the model where resources of honest participants are divided to compete different chains 
is applied to Bitcoin and GHOST consensus protocols. Properties of Markov chains and Random Walks are also applied to obtain 
security estimations for the Ouroboros protocol. 

Results. We developed methods to get specific numbers for average block confirmation time for Ouroboros protocol. We 
compared minimal number of confirmation blocks needed to ensure a high security for considered protocols: Bitcoin, GHOST and 
Ouroboros. 

Conclusions. The obtained results allow determination of security bounds for the Bitcoin, GHOST and Ouroboros  consensus 
protocols. Users of the practically deployed blockchain systems may get specific parameters for a given assurance level. 

KEYWORDS: blockchain, Bitcoin, proof-of-work, GHOST, proof-of-stake, Ouroboros. 
 

ABBREAVIATIONS 
 

GHOST is a Greedy Heaviest-Observed Sub-Tree; 
HM is an honest miner; 
MM is a malicious miner; 
PoW is a Proof of Work; 
PVSS is a Publicly Verifiable Secret Sharing. 

 
NOMENCLATURE 

α  is some small probability; 
zα  the probability that an adversary would be able to 

catch up when he is z  blocks behind; 
m  is the number of blocks in the honest chain; 

( ) = ( , )m w λ μ  is a state of the string w  represented 
by two variables λ  and μ ; 

( ) = (0,0)m ε  is the initial state of the algorithm; 
n  is the number of blocks in the adversarial chain; 
p  is the fraction of hashing power that is possessed 

by honest nodes (equivalent to the probability that an 
honest node finds the next block); 

q  is the fraction of adversarial hashing power 
(equivalent to the probability that an adversary finds next 
block); 

Kq  is the probability that an adversary would ever 
catch up with the deficit of K  blocks; 

t  is the time advantage of an adversary towards 
fraudulent block production; 

w  is a characteristic string. 
 

INTRODUCTION 
The Bitcoin is a payment system where digitally 

signed transactions are grouped into blocks and stored 
securely in a structure called blockchain. A blockchain is 
a sequence of blocks linked via hash pointers where each 
new block contains a hash of the previous block. This 
structure preserves an ordered list of transactions that 
uniquely determines the state of the system. 

Unlike other centralized payment systems, in Bitcoin, 
once a transaction is added to the blockchain, it could not 
be considered as confirmed immediately. A user needs to 
wait some time to be sure that the transaction is set in 
stone in the blockchain. This is because of decentralized 

159



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

©Kaidalov D. S., Kovalchuk L.V., Nastenko A. O., Rodinko M. Yu., Shevtsov O. V., Oliynykov R. V, 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-15 

nature of the system where everyone can add blocks to the 
blockchain. To provide consistency among different users 
and to preserve inability to revert previously added 
blocks, a special mechanism is used called proof-of-work. 
The following idea underlies a proof-of-work system: a 
computational effort (calculation of a hash value below 
some target) should be applied to produce a block. Only a 
chain of blocks with the most computations would be 
considered valid. 

As the blockchain technology evolves, the alternatives 
to the computationally heavy proof-of-work mechanism 
appear. The most promising one is called proof-of-stake: 
it does not require heavy computations to produce blocks, 
instead, a block producer is chosen through a fair 
procedure among all stakeholders in the system. The 
Ouroboros is a good example of such a system [1]. To the 
best of our knowledge, it is the first provably secure 
proof-of-stake protocol with rigorous security guarantees. 

The concept of a blockchain could be undermined if 
someone would have a possibility to revert blocks by 
submitting a chain that would substitute the one currently 
accepted. For example, such possibility can result in the 
following attack: some buyer pays to a merchant with 
bitcoins, after the corresponding transaction is included 
into the blockchain, the merchant accepts a payment and 
sends a product to the buyer; upon receiving the product 
the buyer issues a conflicting chain of blocks which does 
not contain the payment to the merchant but instead sends 
coins back to the buyer. So as long as the merchant cannot 
be sure that the payment is irreversible, it would not be 
secure to deliver the product. 

S. Nakamoto argues [2] that the system is secure (with 
some probability) against such attacks, unless 50% or 
more of the total computational power possessed by an 
adversary. 

The described double-spend attack is relevant not only 
for Bitcoin, but also for other proof-of-work systems, for 
instance, those based on the GHOST algorithm [3], as 
well as for proof-of-stake systems, like Ouroboros. 

The object of study is to focus on the block 
confirmation time needed to provide reasonable security 
guarantees for the users. 

The subject of study is comparison of block 
expectation time for popular proof-of-work and proof-of-
stake consensus algorithms. 

The purpose of the work is to analyze known 
double-spend models for Bitcoin and evaluate how 
effective an adversary can be in terms of probability of 
successful attack. For that purpose we present new 
mathematical models for the Ouroboros protocol that 
allows calculating the security bounds for different types 
of adversaries. We also provide the results of splitting 
attack simulations for Bitcoin and GHOST algorithms. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

In this paper we describe known double-spend models 
for Bitcoin and present new mathematical models for the 
Ouroboros protocol that allow calculating the security 
bounds for different types of adversaries.  

Suppose there is the set of miners which is divided 
into honest miners and malicious miners.  

The input values are p, q and α = 0,001. 
The problem is: given p, q, α, find the minimal 

number z of confirmation blocks, that the probability of 
double-spend attack after these blocks is less than α. 

We build the estimation for minimal number of 
confirmation blocks and also compare estimation time for 
different protocols: Bitcoin, GHOST and Ouroboros. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The existing mathematical models of the Bitcoin 
double-spend attack are presented in [1, 2, 4, 5, 6]. 

The first model of double-spend attack was introduced 
by S. Nakamoto in the original Bitcoin white paper [2]. 
S. Nakamoto considers the scenario when an adversary 
tries to generate secretly an alternate chain that would be 
longer (in terms of computational difficulty) than the 
honest chain. 

M. Rosenfeld improved the Nakamoto’s model in [5], 
but did not give any rigorous justification for it. 
Mathematically description of the attack was given for the 
first time in paper [6] by Grunspan and Perez-Marco. We 
also look into two models proposed by C. Pinzon et al. [4] 
that introduce a notion of time advantage to the original 
model that was analyzed by Nakamoto and Rosenfeld. 

The splitting attack was described in [7] and could be 
considered as a variation of a double-spend attack since 
the main goal is to create a fork of the required length. 
The splitting attack for the GHOST protocol is slightly 
different compared to Bitcoin [7]. 

Let’s consider a double-spend attack that could 
happen in a blockchain-based system [8]. As we briefly 
mentioned before, it does not really matter what type of 
consensus mechanism underlies the system, a double-
spend could happen in both proof-of-work and proof-of-
stake systems. Here we describe the main essence of the 
attack. 

As it follows from the name, the whole idea of a 
double-spend attack is to use the same coins twice. In 
general, it implies that someone pays for some goods, but 
after receiving them, he/she reverts the payment so both 
goods and money are in the hands of the attacker. While it 
is infeasible to change the transaction with the payment 
itself (because that would require falsifying of a digital 
signature), it is possible to reject an entire block which 
includes the transaction. For doing this, an attacker needs 
to substitute a valid sub-chain of blocks with a new one 
that has a bigger score (score calculation depends on the 
actual blockchain type). Even though this attack requires 
tremendous resources (computational in the case of a 
proof-of-work or financial in the case of a proof-of-stake 
system), it could be profitable. 

The attack involves next steps:   
1. An adversary A  wants to buy some goods from a 

merchant .B  To do this, A  creates a transaction 1tx  with 
a payment to B  and sends it to the blockchain (Fig. 1).  
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2. B  receives the payment from A , he waits for 
sufficient number of confirmations in the blockchain and 
then sends goods to A  (Fig. 2).  

3. A  creates a conflicting transaction 2tx  where he 
redirects coins to his address, and tries to generate a 
forked block containing this transaction. Given that B  
waits for additional confirmations on top of the block 
with the payment, A  needs to overcome all those blocks 
in his chain and create a fork with a higher score (Fig. 3).  

4. If A  is lucky to produce a fork of the main chain, 
the transaction 1tx  would be removed from the 
blockchain. Instead, the transaction 2tx  would be 
included. The network will continue with the chain of the 
adversary, so the payment to the merchant B  would be 
lost forever (Fig. 4). At the same time, the adversary A  
seizes both goods and money.  

 

 
 

Figure 1 – Initial state of the blockchain from the genesis block 
.G  The transaction 1tx  is included just into the latest block 

 

 
 

Figure 2 – Merchant B  waits for 3 more blocks on top of the 
block with 1tx  and sends goods to A  

 

 
 
Figure 3 – An adversary creates a fork with a higher score 
 

 
 

Figure 4 – The network continues with the chain of an 
adversary. 1tx is substituted with 2tx  

 
Even though specific techniques of fork creation could 

vary for different consensus protocols, the essence of the 
described attack remains the same for all of them. 

Now we give an overview of the existing 
mathematical models of the Bitcoin double-spend attack.  

In S. Nakamoto’s model [2] given that an adversary 
starts with some deficit K  (the honest chain is longer 
than adversarial on K  blocks), the probability that an 
adversary would ever catching up with the honest chain is 
analogous to the Gambler’s Ruin problem and could be 
calculated as follows: 

1 if ;
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( / ) if > .K K

p q
q

q p p q
≤⎧

⎨
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Assuming that an adversary starts to work on the 

malicious fork right after the payment transaction is 
included into the blockchain (so does not wait for z  

blocks after which it is confirmed by the merchant), he 
may have mined some number of blocks so the deficit K  
is reduced. The adversarial progress will be a Poisson 

distribution with the expected value = qz
p

λ . 

The overall probability of the successful double-spend 
attack can be found by multiplying the Poisson density for 
each possible amount of progress by the probability of 
catching up with the remaining deficit: 
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However, these results were obtained under 

assumptions that do not quite correspond to the real 
model. The first assumption that is also present in almost 
all other papers is the assumption that the time of 
generation of the block and the time of its appearance in 
the network coincide, so the block propagation delay is 
zero. But from this assumption it follows that the 
probability of an “accidental” fork is zero, and reality 
shows that such forks happen about 6 times per month. 
The second assumption is even more incorrect. It is as 
follows: if the probability of an event is p , then the 
number of tests in which there will be exactly n  events, 

is exactly n
p

. In fact, this means replacement of the 

random variable with its mathematical expectation, that is 
not entirely correct, to say it mildly. 

Another well-known mathematical model for the 
Bitcoin double-spend attack, in addition to those 
presented by Nakamoto, is the model of M. Rosenfeld. 
In [5] he clarifies and expands the work of S. Nakamoto. 
The same basic model is taken: for a successful double-
spend attack an adversary needs to catch up with 

=z n m−  blocks where n  is the number of 
confirmations that a user waits to before sending goods, 
and m  is the number of blocks that an adversary is 
expected to mine during the confirmation period. 

M. Rosenfeld considers the catching-up process as a 
Markov chain, where each step is defined as finding of a 
block by an honest node or by an adversary:  

 

1

1 with probability ,
=

1 with probability .
i

i
i

z p
z

z q+

+⎧
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The attack succeeds if z  ever reaches 1− . If < 0z  

then = 1zα , otherwise 

1 1= .z z zp q+ −α α + α  
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In this case, the probability to catch up with z  blocks 
can be defined as follows: 

 
max( 1,0)= min( / ,1) =z

z q p +α  

1

1, if < 0 or > ;
=

if 0 and .( / ) ,z

z q p
z q pq p +

⎧⎪
⎨ ≥ ≤⎪⎩  

 

(2)

In the paper by Rosenfeld [5], other, and, as it turned 
out, more accurate analytical expressions for these 
probabilities were proposed, while a slightly different 
model was chosen for their production  than those used by 
Nakamoto. 

M. Rosenfeld models the progress as a negative 
binomial distribution. The probability that an adversary 
will mine a given number of blocks m  during an honest 
miner will mine n  blocks is  

 
1

( ) = .n mm n
P m p q

m
+ −⎛ ⎞

⎜ ⎟
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 (3)

 
It follows that the probability of a successful double-

spend attack, where a merchant waits for n  confirmations 
and an adversary succeeds to find 1m+  blocks during the 
confirmation period is equal to 
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However, this paper did not provide any justification 

for this chosen model. The authors simply assumed that 
the appearance of “honest”/“dishonest” blocks in the 
network is described by a negative binomial distribution; 
though, this assumption was not substantiated there. 
In [5], the results were also obtained under the assumption 
that the propagation time of the block in the network is 
zero. Regarding Nakamoto’s second assumption, it is 
unclear how far the authors have noticed this fallacy; 
however, they did not use this assumption. For this 
reason, the numerical results in this paper differ from the 
results by Nakamoto, i.e. for the same probability of 
attack, Rosenfeld’s paper requires more confirmation 
blocks. 

An interested reader could find more rigorous 
description of this model in the original paper [5]. 

It is worth to mention two theoretical models that 
were presented by C. Pinzon et al. [4]. 

The first one generalizes the model of M. Rosenfeld 
by adding an extra parameter that represents time-
advantage of an adversary. 

The second one that is called “a time-based model” is 
completely different from those described above. In this 
model, the lengths of the valid and adversarial chains are 

assumed to be equal. Instead, the authors are focused on 
the time parameter t  that represents the time difference 
between the thn  block in both the adversarial and honest 
chains. 

Wonderful from the mathematical point of view, 
Grunspan’s paper [6] impresses with the mathematical 
rigor of his presentation and substantiation. In this paper, 
the authors prove what Rosenfeld suggested without 
proof – that the process of generating 
“honest”/“dishonest” blocks in the network is described 
by a negative binomial distribution. However, the authors 
could not, and even did not try to get rid of the same 
assumption on the instantaneous propagation of the block 
in the network. 

As far as these models are consistent with the model 
of M. Rosenfeld and give almost the same results, we do 
not examine them deeply. Short descriptions are given in 
the Appendices A and В. 

Since all considered models are intended to estimate 
the probability of the same double-spend attack in 
Bitcoin, the results are similar except differences between 
the models of S. Nakamoto and others. The models of 
C. Grunspan, M. Rosenfeld and C. Pinzon et al. give 
exactly similar results (assuming that time advantage in 
the models of C. Pinzon is equal to zero). 

The Table 1 shows the values computed for different 
models. It represents the number of blocks that a user 
should wait for to be 99.9% sure that his transaction 
would not be reverted by an adversary.    

 
Table 1 – The number of blocks that a user should wait to be 

99.9% sure that his transaction would not be reverted by an 
adversary with the given hashing power 

 

Adversarial 
hashing power 

The model of 
S. Nakamoto  

The models of 
Rosenfeld and 
Grunspan  

The model of  
C. Pinzon 
(generalized)  

0.1 5 6 5 
0.15 8 9 8 
0.2 11 19 12 
0.25 15 20 19 
0.3 24 32 32 
0.35 42 58 58 
0.4 89 133 134 
0.45  539 541 

  
It is worth noting that the presented theoretical models 

for the double-spend attack could also be applied to 
another Bitcoin-like proof-of-work systems. 

Now let’s consider the splitting attack [7] which is 
targeted at the proof-of-work based protocols with a short 
block generation time that is comparable to the block 
propagation time in the network. 

We will start with a general overview of a splitting 
attack, and then provide some experimental results 
showing possibility of its application to different proof-
of-work consensus protocols. 

In contrast to the classic double-spend attack, where 
an adversary is supposed to create a fork secretly and 
publish it after getting goods and only in case if his chain 
is longer, the splitting attack is public for all nodes from 
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the beginning. Moreover, not only an adversary 
contributes blocks into the forked branches but also 
honest nodes. 

The idea of the attack is the following: when a fork of 
depth 1 accidentally happens, an adversary splits its 
hashing power on both branches to keep their lengths  
equal as long as possible. In this case honest miners 
would also be split due to their arbitrary choice between 
branches of equal lengths. When honest miners publish a 
new block in one of the branches, an adversary publishes 
block in the other branch to keep the fork running (see 
Fig. 5). If branches are of the same length, then adversary 
does nothing so again honest miners are split in half. 

So the adversary tries to keep both chains balanced by 
their lengths. If lengths differ, the adversary extends the 
chain that is behind by publishing some amount of blocks 
needed to equalize lengths of both chains. The attack 
continues till the adversary has sufficient amount of 
blocks for each chain in his reserves. If he cannot equalize 
chains’ lengths at the end of some round, then the attack 
is finished. 

 

 
 

Figure 5 – The fork that keeps running while the adversary is 
able to equalize lengths of both branches with malicious blocks 

(marked with M) 
 
A notion of a round was initially taken from [9]; it 

represents a complete round of information propagation to 
all nodes in a p2p network. In practice, information 
propagation is a random variable with an order of tens of 
seconds. In the described model, it is assumed that one 
full communication round takes 12.6 seconds (this is the 
average block propagation time in the Bitcoin 
network [10]). 

A general essence of the splitting attack is the 
following: when the time of block generation is 
comparable to the time of block propagation, then the 
probability of generation of 2 or more blocks in the same 
round (and at the same block height) becomes non-
negligible. In this case, at the beginning of the next round 
the network would be split into two branches. An 
adversary leverages such block collisions to keep the fork 
running. 

Thus, an important parameter that facilitates a splitting 
attack is the number of PoW solutions (mined blocks) per 
complete round of information propagation. In [7], where 
this parameter is designated as f , it was shown that 
when f  decreases and gets closer to 0, then the 
probability of a splitting attack decreases too (an 
adversary needs almost 50% of the hashing power to 
make a split). And vice versa, when f  increases, the 
security bound becomes worse (the attack becomes 
feasible with less than 50% of the hashing power). The 

splitting attack is the most effective when 1f ≥ , i.e., at 
the rate of 1 block per round or more. 

It follows from the above that a short block generation 
time (relative to the block propagation time) creates 
favorable conditions for a splitting attack to occur. Hence, 
it becomes interesting to investigate resistance of proof-
of-work protocols with different values of the 
parameter f . 

Let’s consider the splitting attack on GHOST. 
GHOST protocol was initially proposed as an 
improvement of the Bitcoin protocol that allows to reduce 
time between blocks while preserving the same level of 
security [3, 11]. 

The main modification that was suggested is that 
blocks not included into the main chain can still 
contribute to the chain’s irreversibility. The basic 
observation behind the protocol is that the blocks that are 
built on top of some block B  add additional weight to 
block B  even if they are not in the main chain. So, in 
contrast to the Bitcoin protocol, where only the blocks 
that are in the main chain contribute to the difficulty of 
this chain, in GHOST a whole sub-tree of blocks is 
considered (Fig. 6). See for more information [3, 11]. 

Since it was declared by the authors that the GHOST 
protocol has a comparable security even with short block 
generation time (it is stated that even when blocks are 
issued every second, the security level is the same as in 
the original Bitcoin protocol, [3]), we found a few serious 
mistakes in their works that puts to doubt their assertions 
and results. So it becomes interesting to investigate 
resistance of the GHOST protocol against a splitting 
attack. 

 

 
 

Figure 6 – Calculation of the chain’s difficulty D is shown for 
the Bitcoin and GHOST protocols. In GHOST, even the blocks 

that are not included into the main chain add weight to it 
 
The splitting attack for the GHOST protocol is slightly 

different compared to Bitcoin [7]. There are two 
differences: 

– An adversary has to compensate the difference in the 
total number of honestly mined blocks in both branches at 
the end of each round, while in Bitcoin-like protocols he 
has to compensate only the maximal number of honestly 
mined blocks to keep both chains balanced.  

– All blocks produced by an adversary are always 
valid. This facilitates an attack for adversary, because he 
can just mine the first nodes after the common prefix of 
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the two branches. In contrast, in Bitcoin an adversary has 
to extend only the head of diverging chains, so all blocks 
must be recent.  

Now let’s consider the double-spend attacks on 
Ouroboros. As stated in [1], it is the first provably secure 
proof-of-stake blockchain protocol with rigorous security 
guarantees, comparable to those achieved by the Bitcoin 
blockchain protocol. First we briefly discuss the protocol 
itself, and then present two models for different types of 
adversaries. 

As previously stated, the Ouroboros is a proof-of-
stake protocol, thus it does not require heavy 
computations for block production. While in the proof-of-
work protocols like Bitcoin the blocks are produced by 
the miners (which do not necessarily have a stake in the 
system), in Ouroboros only the stakeholders can produce 
blocks. Given that the stakeholders are well incentivized 
to keep the overall stability of the system (as it would 
consequently keep the value of their coins), it creates an 
additional incentive for block producers to act honestly, 
thus making a system more secure in general. 

The main idea behind the protocol is that the time is 
divided into so called epochs, and each epoch consists of 
a predefined number of slots. Each slot has an associated 
stakeholder that should produce a block during the time of 
that slot. The model requires synchrony among 
stakeholders, and the blocks that are produced in the 
incorrect timeslots are considered invalid. At most one 
block could be produced in the given slot (Fig. 7). 

The owners of the slots are chosen randomly before 
the beginning of the epoch. Randomness for a selection 
procedure is generated collectively by a set of 
stakeholders by means of a special cryptographic protocol 
based on the PVSS scheme [12]. 

 

 
 

Figure 7 – A general scheme of the Ouroboros protocol  
 

The time is divided into slots, each slot has an 
associated stakeholder who should produce a block in this 
slot. It is not necessary that the block in the given slot will 
be produced (for instance, a corresponding stakeholder 
could be offline at the moment), but there is a strict rule 
that only one block can be produced in the slot. 

Following the terminology given in [1], an attack that 
consists in a fork creation is called an attack on a common 
prefix. There are two possible models for an adversary 
that is going to create a fork: the one that immediately 
demonstrates an adversarial behavior and the one that 
leaves an adversary covert. We will briefly describe both 
of them. 

Despite of the rule that a slot winner can produce only 
one block per slot in the given chain of blocks, nothing 
can prevent him from creating several blocks in the same 

slot but in different chains, thus creating a fork (see 
Fig. 8). An adversary can facilitate an attack by 
publishing blocks in both chains forcing honest slot 
winners to be split between them. In what follows, we 
will call such adversary a general adversary. 

 

 
 

Figure 8 – An adversary that possesses some slots (shown in 
red) tries to split honest slot winners into two chains, thus 

facilitating an attack 
 
While the described attack provides an adversary with 

significant opportunities, it leaves a suspicious “audit 
trail” – multiple signed blocks at the same slot that 
immediately signals malicious behavior. That motivates 
to consider a restricted class of covert adversaries, who 
produce not more than one block per slot (though not 
necessarily in the expected slot [1]). 

An interested reader could find more details in [1, 13]. 
 

3 MATERIALS AND METHODS 
Let’s consider Ouroboros general adversary model. A 

central point of the security arguments given in [1] is the 
notions of the characteristic and forkable strings. A 
characteristic string is a binary string {0,1}n  where each 
element indicates a slot that is assigned either to an 
adversary (denoted with 1) or to an honest user (denoted 
with 0). A forkable string is a characteristic string with 
such disposition of adversarial slots that allows fork 
creation. 

Understanding density of the forkable strings among 
all characteristic strings will help to determine the 
probability of an attack. The paper [1] gives an upper 
bound on the probability of a string being forkable. In our 
research, we are interested in the exact probabilities of 
forks. To obtain such probabilities, we utilize a recursive 
algorithm that detects a forkable string (see lemma 4.18 
in [1] for more details): 

 
( ( ) 1,0), if ( ) > ( ) = 0;

( 0) = (0, ( ) 1), if ( ) = 0;
( ( ) 1, ( ) 1), otherwise.

w w w
m w w w

w w

λ − λ μ⎧
⎪ μ − λ⎨
⎪ λ − μ −⎩

(5)

 
Given a characteristic string w  and the initial state 

(m ε ), the state is updated sequentially with each element 
of the string. Finally, when all elements from w  are 
processed, the variable μ  is checked: if 0μ ≥  then the 
string w  is forkable, otherwise it is not. 
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Having such an algorithm, it is possible to calculate 
the overall probability of a fork for a string of particular 
length. It could be done by constructing of a matrix of 
probabilities for all possible states (Fig. 9). 

The matrix could be calculated iteratively using the 
following rules (based upon the algorithm (5)): 

 
0 0
0,0 ,= 1 and = 0, for = 0 or = 0,i jp p i j  

 
1 1

, 1, 1 1, 1= lam1 mu1(1 )n n n
i j i j i jp q p q p− −

− − + +⋅ ⋅ + − +

1 1
1,0 0, 1mu2(1 ) lam2(1 ) ,n n

i jq p q p− −
+ ++ − + −  

 
1 if = 0, 1 if = 0,

mu1 = mu2 =
0 otherwise; 0 otherwise.

j j⎧ ⎧
⎨ ⎨
⎩ ⎩
1 if > 0, 1 if = 0,

lam1 = lam2 =
0 otherwise; 0 otherwise.

i i⎧ ⎧
⎨ ⎨
⎩ ⎩  

 
Finally, the probability that an adversary with the 

fraction of stake q would be able to create a fork of n  
slots could be defined as follows: 

 
( )
,

=0 =0

( , ) = .
n n

n
i j

i j

DS q n p∑∑
 

(6)
  

 
Note that it is also possible to estimate the probability 

of a fork by simulating an attack directly. It could be done 
by generating of random binary strings (taking into 
account the probability of an adversarial slot) and 
checking them with the algorithm (5). The results 
conform with those obtained analytically with the 
equality (6). 

Now let’s consider Ouroboros covert adversary 
model. As stated previously, a covert adversary tries to 
keep an attack in secret, until he creates a branch of 
sufficient length. In this case, an adversarial behavior 
would be to refrain from publishing of blocks in the 
honest chain (Fig. 10). 

 
 
 
 

 
 

Figure 10 – A covert adversary tries to accumulate sufficient 
amount of slots (shown in red) to overcome an honest chain at 

some moment in future 
 

In the classical double-spend attack it is assumed that 
an adversary has to create a fork of at least n  blocks, 
where n  is the number of confirmations that a user waits 
for before sending of goods or providing of a service. In 
this formulation, the attack with a covert adversary is 
basically close to the Bitcoin double-spend attack. 
Therefore, the probability of a fork after n  blocks could 
be easily calculated using, for instance, the model of 
S. Nakamoto (see section 2, eq. 1). 

Because of the deterministic nature of the block 
creation process in the Ouroboros protocol, it is more 
convenient to consider security bounds as the number of 
slots that a user should wait for to be sure (to some 
degree) that a fork cannot be created (opposite to the 
number of blocks in the classical model). 

In our model, for a successful attack an adversary 
needs to create a fork of l  slots (or longer). To do this, he 
needs to possess at least half of the slots at some point 
after the slot l . The probability of this event consists of 
two components: the ability of the adversary to 
accumulate some slots before the slot l , and the ability to 
catch up with the deficit (if any) after the slot l . We 
assume that neither honest users nor the adversary do not 
skip their slots, so there are no gaps. 

The number of slots that an adversary would get 
during the period of l  slots is a random variable that 
follows a binomial distribution. The probability to get 
exactly m  slots is the following:  

 

( ) = .m l ml
P m q p

m
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠  

(7)

 

The probability of catching up with =z n m−  slots 
(where =n l m−  is the  number of  honest slots) could be 
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Figure 9 – The matrix shows the probabilities of a random characteristic string w  of length n  being in the state ( ) = ( , )m w i j . It is 
indexed by all possible values λ  and μ  that could be reached by the string of length n  
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defined as a particular case of the Gambler Ruin 
problem [14] as: 

2( ) .
1

l mq
q

−

−
 

 
It follows that the probability of a successful attack 

where an adversary creates a fork of l  slots is equal to: 

=0

( , ) = ( ) ( 2 ) =
l

m

S q l P m C l m−∑
 

/2
2

=0

(1 ) ( )
1

l
m l m l m

m

l qq q
m q

⎣ ⎦
− −⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑

= /2 1

(1 ) .
l

m l m

m l

l
q q

m
−

⎣ ⎦+

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

 
 

(8)

In order to get insights on the density of forks 
produced by different types of adversaries and to compare 
them with other consensus protocols, we made a 
calculation using the expressions above. The results are 
shown in Table 2. 

Because synchrony between time slots is assumed in 
the Ouroboros protocol, it does not make sense to 
consider the parameter k  (time between blocks) as we 
did for other consensus protocols. 

 
Table 2 – The number of slots that a user should wait for to be 

99.9% sure that his transaction would not be reverted by an 
adversary with the given stake 

 

Adversarial stake General Adversary Covert Adversary 
0.1  15 11 
0.15  23 17 
0.2  35 25 
0.25  55 39 
0.3  94 63 
0.35  181 115 
0.4  443 265 
0.45  1990 1077 

 
4 EXPERIMENTS 

Firstly, in our experiments, we took two most 
widespread protocols: Bitcoin and GHOST and obtained 
experimental results during the computational modeling 
for both protocols.  

As it is known, the average block generation time in 
Bitcoin is equal to 10 minutes [2]. Given that the average 
block propagation time is 12.6 seconds [2], the parameter 

12.6= = 0.021
10 60

f
⋅

. In what follows, it is more suitable to 

use the parameter k  instead of f  that shows an average 
amount of communication rounds between 2 consecutive 

blocks: 1=k
f

. It is interesting to estimate the possibility 

of a successful splitting attack for the original choice 
= 47.6k  made in Bitcoin, and see how security degrades 

in the case when k  decreases. To accomplish this, we 
perform an experimental analysis of the described attack. 

The next experiments included comparison among 
different consensus protocols and adversarial models 
described in the previous sections. As a unified measure, 
we took the number of block confirmations (or time slots 
in the case of Ouroboros) needed to be sure that a given 
block cannot be removed from the blockchain with the 
probability of at least 99.9% (in other words, the longest 
fork that an adversary with a certain hashing power/stake 
can create with the probability of at least 0.1%). 

The chosen measure appears to be relevant for a real-
world application because it shows how long a user should 
wait before accepting a payment transaction, thus decreasing 
the possibility of the considered attacks to a sufficient level. 

To get further insights on the usability of the 
considered protocols, it is helpful to compare them by the 
average confirmation time. As long as different protocols 
have different time between blocks, this would give us 
more accurate picture of the security guarantees provided 
by protocols against different types of attacks. 

The time between two consecutive slots in the Ouroboros 
system is expected to be 20 seconds. The average time to 
mine a Bitcoin block is 10 minutes [2]. During the analysis 
of the splitting attack, we also estimated the security bounds 
for the Bitcoin with reduced block generation time (12.6 
seconds per block). The GHOST values of block generation 
time is the same as for Bitcoin. 

 
5 RESULTS 

Let’s consider experimental results during the 
computational modeling for Bitcoin and GHOST 
protocols.  

The results of the simulations for Bitcoin are 
summarized in Fig. 11. It is shown what fork length an 
adversary can maintain with the probability of success of 
at least 0.1%. It is easy to see that when the time between 
blocks decreases, an adversary gets a chance to create a 
longer fork. 

Our simulation shows that for the choice of = 47.6k  
(like in Bitcoin) 6 confirmations are needed to be sure that 
the probability of a splitting attack is less than 0.1% 
(considering an adversary that possesses 35% of the 
hashing power). If we assume that the average block 
generation time is equal to the block propagation time (so 
that = 1k ) then 9 confirmation is needed for the same 
level of security. 

 

 
Figure 11 – The fork length that an adversary with a given 

hashing power can create with the probability of success of at 
least 0.1%. Different lines represents different choice of the 

parameter k  
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Figure 12 – The fork length that an adversary with a given hashing 
power can create for the GHOST protocol with the probability of 

success at least 0.1%. Different lines represents different choice of the 
parameter k  

 

The results of the simulation (Fig. 12) for GHOST 
show that the attack is extremely effective when the 
parameter k  is near to 1. 

The summarized results of protocols’ comparison are 
presented in Table 3. It includes two models for 
Ouroboros (with general and covert adversaries), classic 
Bitcoin double-spend attack, Bitcoin splitting attack 
(including hypothetical Fast Bitcoin with reduced block 
generation time to one per communication round, e.g. 
12.6 sec) and GHOST splitting attack (both with 10 min 
and 12.6 sec blocks). 

The Table 4 and Figure 13 show how long (in 
minutes) a confirmation period should be to reduce the 
probability of an attack to less than 0.1%.   

 

Table 3 – The number of slots that a user should wait to be 99.9% sure that his transaction would not be reverted by an adversary 
with the given hashing power (or stake in the case of Ouroboros protocol). Note that for Ouroboros the values in the table represent 

the number of slots, while for other protocols they represent the number of blocks 
 

 Adversarial 
stake (hashing 
power)  

 Ouroboros 
General 
Adversary  

 Ouroboros 
Covert 
Adversary  

 Bitcoin 
(Rosenfeld)  

 Bitcoin 
splitting  

 Fast Bitcoin 
splitting  

 GHOST 
splitting  

 Fast GHOST 
splitting  

0.1   15  11  6  3  6  3  6  
0.15   23  17  9  4  7  4  8  
0.2   35  25  13  4  8  6  11  
0.25   55  39  20  5  9  9  19  
0.3   94  63  32  6  10  9  30  
0.35   181  115  58  8  12  11  73  
0.4   443  265  133  9  14  12  185  
0.45   1990  1077  539  14  18  13  509  

 
Table 4 – An average confirmation time (in minutes) that guarantees, with the probability of more than 99.9% that a block would not 

be reverted from the blockchain 
 

Adversarial 
stake (hashing 
power)  

Ouroboros 
General 
Adversary  

Ouroboros 
Covert 
Adversary  

Bitcoin 
(Rosenfeld)  

Bitcoin 
splitting  

Fast Bitcoin 
splitting  

GHOST 
splitting  

Fast GHOST 
splitting  

 Block 
generation time  

20 sec  20 sec  10 min  10 min  12.6 sec  10 min  12.6 sec  

0.1  5  3.6  60  30  1.2  30  1.2  
0.15  7.6  5.6  90  40  1.4  40  1.6  
0.2  11.6  8.3  130  40  1.6  60  2.3  
0.25  18.3  13  200  50  1.8  90  4  
0.3  31.3  21  320  60  2.1  90  6.3  
0.35  60.3  38.3  580  80  2.5  110  15.3  
0.4  147.3  88.3  1330  90  2.9  120  38.8  
0.45  663.3  359  5390  140  3.7  130  106.9  

 

 
Figure 13 – Comparison of the expected confirmation periods (in minutes) for different protocols and adversarial 

models
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6 DISCISSION 
From the Table 4 and Figure 13 we can note that the 

Ouroboros protocol allows to confirm the block in 5 
minutes in the worst case (considering an adversary with 
10% of the total resources) while Bitcoin needs almost 60 
minutes to provide the same level of security.  

The splitting attack is more effective for the systems 
with short block generation time, but in general case, it is 
not better than the classical double-spend attack. Our 
simulations showed possibility of the attack for the 
Bitcoin and GHOST protocols with 10 min and 12.6 sec 
blocks. Not surprising that shorter blocks increase the 
required number of blocks to confirm a transaction but, 
despite this, the overall confirmation time is significantly 
reduced due to fast blocks. 

 
CONCLUSIONS 

In this paper we presented an analysis of the different 
consensus protocols and adversarial models. The main 
goal was to compare the well-known proof-of-work 
protocol that underlies Bitcoin with the new proof-of-
stake algorithm that was introduced in Ouroboros. We 
also had a look at the GHOST algorithm that is initially 
intended to improve Bitcoin consensus. As a measure of 
comparison, we considered transaction confirmation time 
that allows to be sure that the probability of a double-
spend attack is less than 0.1%. 

The scientific novelty of obtained results: we 
presented two models for two types of attacks on the 
Ouroboros protocol (for the general and covert 
adversaries). The models allow calculation of the exact 
number of slots needed to achieve the required level of 
security. It was shown that the Ouroboros protocol allows 
achieving of the required security level with significantly 
shorter confirmation period compared to Bitcoin. 

The practical significance consists in the fact that 
obtained results allow determination of the security 
bounds for the Ouroboros system. It becomes extremely 
important for a real-world application because it will help 
users to figure out how long they should wait before 
accepting the transaction.   

 
APPENDIX A. THE GENERALIZED MODEL 

OF C. PINZON ET AL. 
The model proposed by C. Pinzon et al. [4] 

generalizes the model of M. Rosenfeld by adding of an 
extra parameter that represents time-advantage of an 
adversary. 

As in the previous models, a successful double-spend 
attack consists of two constituents: the progress of an 
adversary during the confirmation period of m  blocks 
and his ability to catch up with the deficit =z m n− . The 
catch-up function is the same as originally used by 
S. Nakamoto (which occurs in Gambler’s Ruin Problem). 
The improvement of this model lies in the modified 
progress function. It is represented as follows:  

 
( , , , ).P q m n t  

Basically, the function P  represents the probability of 
an adversary mining exactly n  blocks once the honest 
network mines m  blocks, assuming that an adversary has 
been additionally mining secretly for t  time units. While 
the first three parameters ( , , )q m n  are well-known from 
the previous models, the time-advantage t  is the new 
one. It represents an amount of time since the thn  block is 
found by an adversary until the thm  block is found by the 
honest network. This time period t  potentially increases 
the probability of an adversary to find the next block 
faster than the honest network thus giving him an 
advantage. 

In order to define the function P , it is necessary to 
define the function ( , , )a q t k  that represents the 
probability to mine exactly k  blocks during the time 
period t  with a fraction q  of hashing power (the proof 
could be found in the original paper [4]):  

 
1, if = = 0,
0, if 0,

( , , ) = ( ) , otherwise.
!

k
qt

t n
t

a q t k qt e
k

−

⎧
⎪ ≤⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

 

 
The function P  can be defined as follows: 
 

=0

( , , , ) = ( , , ) ( , , ).
n

R
z

P q m n t a q t z P q m n z−∑
 

(9)

 
Note that in the case of = 0t  the progress function 

( , , , )P q m n t  is equivalent to the progress function 
presented by M. Rosenfeld [5]. 

Let ( , )RC x y  be the catch-up function as defined by 
M. Rosenfeld (eq. 2) and K – the number of blocks in the 
honest chain. It follows that the probability of a successful 
double-spend attack is equal to:  

 
( , , , ) =GDS q K n t  

=0

1 ( , , , )(1 ( , )).
K n

R
z

P q K z t C q K n z
−

= − − − −∑
 

(10)

 
Note that if the parameters = 0t  and = 1n  then this 

model is equivalent to the one proposed by M. 
Rosenfeld [5]. More information can be found in the 
original paper [4]. 

 
APPENDIX B. THE TIME-BASED MODEL OF 

C. PINZON ET AL. 
  
The second model presented by C. Pinzon et al. is 

completely different from those described in section 2. In 
the time-based model, the lengths of the valid and 
fraudulent chains are assumed to be equal. Instead, 
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authors are focused on the time parameter t  that 
represents time difference between the thn  block in 
adversarial and honest chains. 

We will not go deep into the details of this model, 
instead we will only present the final equation for 
calculation of the probability of a double-spend attack. 
We refer an interested reader to the original paper [4] to 
find more details about this model. 

Let P  be the progress function from the generalized 
model (eq. (9)) and TC  is the catch up function for the 
time-based model that is defined as follows:  

 
( ) , if > 0,

( , ) =
otherwise.

1,

p q t

T

q e t
pC q t

− −⎧
⎪
⎨
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The double-spend attack probability can be defined as 

the probability of having a time disadvantage t  once the 
1K th′+  block is mined, multiplied by the probability of 

catching up with that disadvantage: 
 

0 0

0 0

( , , , ) =

( , 1, 1, ) ( , ) .

T

T

DS q K n t

P q K K n t C q t t dt
∞

−∞
= + − + −∫  

(11)

 
The parameters in (11) are the same as in (10). 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Проведений аналіз децентрализованих протоколів консенсусу, які базуються на блокчейні, з точки зору 

властивостей безпеки системи. Об’єктом досліждення є час підтвердження блоку із відповідним рівнем гарантій відсутності 
відміни транзакції для користувачів. Метою роботи є порівняння кінцевих ймовірностей успіху атаки подвійної витрати для 
різних систем на базі блокчейну. 

Метод. Представлено дві моделі для двох атак на протокол Уроборос (для загального та прихованого зловмисників). 
Представлені моделі дозволяють обчислити точне значення числа слотів, необхідних для досягнення необхідного рівня 
безпеки. Показано, що протокол Уроборос дозволяє досягнути необхідного рівня безпеки за значно коротший період 
підтвердження у порівнянні з протоколом Біткоін. Зроблена оцінка та порівняння мінімального числа блоків підтвердження 
для протоколів Біткоін, GHOST  та Уроборос. В якості міри порівняння було прийнято час підтвердження транзакції для 
якого ймовірність атаки подвійної трати менше, ніж 0,1%. Різні типи стандартних імовірнісних розподілів, а також 
властивості ланцюгів Маркова та випадкових блукань застосовується для отримання порівняння і оцінок властивостей 
безпеки блокчейна Біткоіна до трьох різних моделей атаки подвійної трати. Атака розгалуження, що заснована на моделі, де 
ресурси чесних учасників поділені для конкурування різних ланцюгів, застосована до протоколів консенсусу Біткоін і 
GHOST. Для оцінок безпеки протоколу Уроборос також  використовуються властивості ланцюгів Маркова та випадкових 
блукань. 

Результати. Розроблено методи для отримання точних значень середнього часу підтвердження блока для протоколу 
Уроборос. Зроблено порівняння мінімального числа блоків підтвердження для забезпечення високого рівня безпеки для 
протоколів Біткоін, GHOST та Уроборос. 

Висновки. Отримані результати дозволяють визначити безпечні межі застосування протоколів консенсусу Біткоін,  
GHOST і Уроборос. Користувачі можуть отримати конкретні параметри для заданого рівня гарантій безпеки. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: блокчейн, Біткоін, консенсус із доказом роботи, GHOST, консенсус із доказом володіння, 
Уроборос. 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Выполнен анализ децентрализованных протоколов консенсуса, основанных на блокчейне, с точки 

зрения свойств безопасности системы. Объектом исследования является время подтверждения блока с соответствующим 
уровнем гарантий отсутствия отмены транзакции для пользователей. Целью работы является сравнение результирующих 
вероятностей успеха атаки двойной траты для различных систем на базе блокчейна. 

Метод. Представлены две модели для двух атак на протокол Уроборос (для общего и скрытого злоумышленников). 
Представленные модели позволяют вычислить точное значение числа слотов, необходимых для достижения необходимого 
уровня безопасности. Показано, что протокол Уроборос позволяет достичь необходимого уровня безопасности за более 
короткий период подтверждения по сравнению с протоколом Биткоин. Произведена оценка и сравнение минимального 
числа блоков подтверждения для протоколов Биткоин, GHOST и Уроборос. В качестве меры сравнения было принято время 
подтверждения транзакции, для которого вероятность атаки двойной траты меньше, чем 0,1%. Различные типы стандартних 
вероятностных распределений, а также свойства марковських цепей и случайных блужданий используются для получения 
сравнения и оценок свойств безопасности блокчейна Биткоина к трем различным моделям атаки двойной траты. Атака 
разветвления, основанная на модели, где ресурсы честных участников разделены для конкуренции различных цепочек, 
применена к протоколам консенсуса Биткоин и GHOST. Для оценок безопасности протокола Уроборос также используются 
свойства марковских цепей и случайного блуждания. 

Результаты. Разработаны методы для получения точных значений среднего времени подтверждения блока для 
протокола Уроборос. Сделано сравнение минимального числа блоков подтверждения для обеспечения высокого уровня 
безопасности для протоколов Биткоин, GHOST и Уроборос. 
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Выводы. Полученные результаты позволяют определить безопасные границы для применения протоколов консенсуса 
Биткоин, GHOST и Уроборос. Пользователи могут получить конкретные параметры для заданного уровня гарантий 
безопасности. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: блокчейн, Биткоин, консенсус с доказательством проделанной работы, GHOST, консенсус с 
доказательством владения, Уроборос. 
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ABSTRACT 
Context. Traditionally a large number of pilot carriers are utilized to acquire channel state information in OFDM based systems. 

A larger number of pilot carriers gives better channel state estimation but leads to lower spectrum efficiency of the system.  
Objective. Primary objective of this paper is to look at the practical aspects of the application of novel CS-based channel 

estimation technique, that can achieve estimation quality on reduced training data, in context of real pilot aided OFDM systems. 
Method. A novel technique CS enables representation of sparse signals using fewer samples as compared to its original size. 

Exploiting the sparse nature of channel impulse response of multipath channels, we apply the CS technique for channel estimation in 
pilot aided OFDM system based on ISDB-T standard. 

Results. In this paper, we consider two the most popular CS-based recovery algorithms – OMP and CoSaMP. The MSE 
performance metrics are given for both CS-based channel estimation algorithms. Simulations results demonstrate that CoSaMP 
provides more stable results while requires more pilot carriers than OMP to achieve good estimation quality. Both algorithms require 
a priori knowledge of channel sparsity level but CoSaMP is much more sensitive to a correctness of this information. 

Conclusions. The compressed sampling approach shows the impressive capability of channel impulse response recovery from a 
significantly smaller amount of pilot carriers than traditional linear methods require. However, the need of sparsity knowledge by the 
most popular CS recovery methods seriously limits the applicability of these algorithms in real OFDM receivers. Nevertheless, CS-
based channel estimation is a promising technique which worth further investigation to overcome this limitation. 

KEYWORDS: OFDM, multipath channel, channel estimation, compressed sampling. 
 

ABBREVIATIONS 
OFDM – orthogonal frequency division multiplexing; 
LS – least squares; 
ML – maximum likelihood; 
CS – compressed sampling; 
OMP – orthogonal matching pursuit; 
CoSaMP – compressive sampling matching pursuit; 
MSE – mean square error; 
CNR – carrier to noise ratio; 
FFT – fast Fourier transform; 
ISDB-T – integrated services digital broadcasting-

terrestrial; 
SFN – single frequency network; 
ADC – analog to digital converter;  
SP – scatter pilots; 
TMCC – transmission and multiplexing configuration 

control. 
 

NOMENCLATURE 
NMC ×∈Φ  – sampling matrix; 

NCH ∈  – channel frequency response; 
NCh∈  – channel impulse response; 

iτ  – delay of i-th distinguishable channel tap; 
K  – channel sparsity; 
N  – number of carriers in one OFDM symbol; 
w  – white Gaussian noise with unknown statistics 

2σ ; 
NNCX ×∈  – transmitted carriers in one OFDM 

symbol; 

NCY ∈  – received carriers in one OFDM symbol; 
PN  – number of pilot carriers in one OFDM symbol; 

NNPC ×∈Φ̂  – partial DFT sampling matrix for pilot 
carriers; 

PN
P CX ∈  – transmitter pilot carriers in one OFDM 

symbol; 
PN

P CY ∈  – received pilot carriers in one OFDM 
symbol; 

NCh∈
~  – estimated / recovered channel impulse 

response. 
 

INTRODUCTION 
OFDM is the most popular modulation technique 

widely applied in modern wireless communication 
systems. Channel estimation is an integral part of high 
data rate wireless communication systems. It is essentially 
a process of recovery of channel state information, which 
is required for data decoding. The accuracy of channel 
estimation has great importance for high data rate 
decoding and is one of the key challenges in OFDM based 
wireless communication systems. 

Most of the OFDM based systems employ pilot 
subcarriers for channel estimation. Traditional linear 
channel estimation techniques [1–5], like the ML and LS, 
require a large number of pilots to achieve a proper 
accuracy of channel state information recovery. A higher 
number of pilots, that do not carry data, seriously reduce 
spectral utilization efficiency of the system. 
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But these traditional methods do not exploit the fact 
that the impulse response of the wireless channels is often 
sparse [6]. Sparse channel means there are a few strong 
distinguishable signal paths in it due to reflection, 
refraction, and scattering of the signal on its way from the 
transmitter to the receiver. Channel estimation method 
that uses the advantage of the channel sparsity allows 
reduction of the number of pilot carriers per OFDM 
symbol and in such way improves the efficiency of 
channel bandwidth utilization. It also achieves higher 
channel estimation accuracy in mobile reception scenario 
compared to traditional methods. The methods best suited 
for sparse channel estimation are developed in CS theory. 

CS [7] is a novel signal processing technique that 
postulates that any signal that can be sparsely represented 
in some orthogonal space can be sampled with lower 
frequency and accurately reconstructed with much fewer 
samples than specified by classic sampling theory by 
Nyquist [8, 9]. In the theory of CS, a sampling is a linear 
operator applied to a k-sparse signal. The process of 
collecting multiple samples is viewed as the action of a 
sampling matrix Φ  on the target signal. For M 
compressed measurements of a signal in NC  the 
sampling matrix has dimensions NM × . Since sampling 
matrix NM×Φ  must not map two different k-sparse 
signals to the same set of compressed measurements, the 
minimum number of measurements is kM 2≥ . Moreover 
each collection of 2k columns of NM×Φ  must be 
nonsingular. 

 

1 PROBLEM STATEMENT 
For wireless communications, the transmission 

medium is the radio channel between transmitter and 
receiver. The signal can get from the transmitter to the 
receiver via a number of different propagation paths. Each 
of the paths has distinct amplitude, propagation time, 
departure and arrival directions. Because of this, the 
signal at the receiver side consists of the sum of several 
components with different energy and phase shits to each 
other and noise. Different phase shifts of signal 
components lead to interference, which creates so-called 
frequency selective fading – the effect of significant 
amplitude changes of frequency components in the signal. 

Consider the frequency selective fading channel in 
OFDM system, whose coherence time is much larger than 
the symbol period. If ADC sampling frequency is Fs, its 
discrete sample-time channel model is: 

 

( )∑
=

τ−δ=
K

i
ii Fstath

1
,][  (1) 

 

where K is the number of dominant transmit paths, ai is 
the complex amplitude and iτ  is the delay of i-th 
distinguishable channel tap. When there are just a few 
none zero elements in [ ] N

K Caaah ∈= 0,0,0,...,,...,0,,,0 21 ,  
we say that such channel is K sparse. 
 

 
 

Figure 1 – The sparse impulse response of the multipath 
channel 

The frequency response of the channel model (1) is 
hH Φ= , where NNC ×∈Φ  is Fourier matrix. 

Provided that in the OFDM system, the total number 
of subcarriers is N, among them the number of pilot 
subcarriers is NNP ≪ . Carriers xi contain data and pilot 
signals in one OFDM symbol. Cyclic prefix length 

KgT τ<  is greater than the maximum possible path delay 
in every OFDM symbol. The frequency domain signal at 
the receiver is a vector NCY ∈ , which can be written as: 

,wXHY +=  (2) 
where ( )NxxxdiagX ,...,, 21=  is NNC ×  matrix with 

carriers, NCH ∈  is a vector of complex amplitudes of 
channel frequency response, w is white Gaussian noise 
term with unknown statistics 2σ . 

Since hH Φ= , (2) can be equivalently rewritten to: 
 

,whXY +Φ=    (3) 
 

where [ ] NT
K Caaah ∈= 0,0,0,...,,...,0,,,0 21  is sparse 

multipath channel impulse response with only NK ≪  
nonzero entries and NNC ×∈Φ  is Fourier matrix. 

At the OFDM receiver side, h and w are fully 
unknown. Y and X are partially known for only pilot 
carriers XP and YP, where the number of pilot carriers  

NNP ≪  significantly less than a total number of carriers 
in the OFDM symbol. In channel estimation context 
model (3) for receiver side transforms to: 

,ˆ whXY PP +Φ=  (4) 
where ,],...,,[ 21 ZpppP

PN ∈=  is pilot positions in the 

OFDM symbol and ,ˆ NNPC ×∈Φ  is matrix derived from 
Fourier matrix in a next way: 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝
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ωω
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The channel estimation process is essentially a 
recovery of the original high dimensional NCh∈  from 
low dimensional PN

P CX ∈  and PN
P CY ∈  available at 

the receiver side. 
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
The most common channel estimation techniques in 

the literature for OFDM systems use repeated blocks of 
pilots or training data to formulate ML or LS estimation 
algorithms. Both of the methods based on well-
established theory [1–5] and provide identical channel 
estimation results. To perform LS estimations, we need to 
formulate an overdetermined system of linear equations in 
terms of the parameters to be estimated [4]. To perform 
ML parameter estimations, we need first to form a log-
likelihood function in terms of the parameters to be 
estimated [5].  

According to the theory the only way to improve 
estimation quality of ML and LS estimators is to increase 
the number of training data in the system. But more 
training data means reduction of data throughput in the 
system. Moreover, the use of repeated OFDM training 
blocks requires that channel fading remains unchanged at 
least over the period of the repeated blocks. This implies 
that the maximum Doppler frequency must satisfy 

TfD 1< , where cff cD ν= , c is the speed of light, T is 
one complete OFDM block time length in seconds, and fc 
is the carrier frequency in Hz. Corresponding maximum 

mobile receiver speed in this case is 
Tf

c

c
<ν . 

From the last formula it’s clear that to increase 
mobility of the reception we need to reduce training block 
time length. In the best case we’d like to be able to 
estimate channel state information for every OFDM 
symbol independently. But according to the ML and LS 
theory this will inevitably degrade estimation quality of 
these classical methods [1–5]. This contradiction between 
channel estimation quality, data throughput and reception 
mobility of classical channel estimation methods force 
researchers to look for new techniques that can achieve 
estimation quality on reduced training data. 

Compared with classical channel estimation methods, CS  
[7] reconstruction methods exploit the fact of the channel 
sparsity, which can effectively balance the channel 
estimation performance spectral efficiency and 
computational complexity. Different CS reconstruction 
algorithms may have different channel estimation 
performance. Majority of CS reconstruction methods are 
based on two types – l1 norm minimization methods [10]. 
The second type is greedy pursuit algorithms [11], such as 
OMP and CoSaMP. Greedy algorithms are more popular 
because of its lower computation complexity [12]. In the 
early stages, OMP algorithm was employed to estimate 
sparse channel with improved estimation performance [13]. 
Recently, CoSaMP algorithm gradually replaces OMP to 
realize more effective sparse channel estimation [14] in 
OFDM system. 

While currently available works are mainly aimed to 
proof the ability of  CS to recover channel state information 
of sparse channels, the primary objective of this paper is to 
look at the practical aspects of application of CS-based 
channel estimation methods in real pilot aided OFDM 
systems. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The channel estimation process is a recovery of the 
original high dimensional NCh∈  from low dimensional 

PN
P CX ∈  and PN

P CY ∈  available at the receiver side. 
Since known part of the considered mathematical model 
(4) is significantly less than unknown, due to NNP ≪ , 

the recovery of NCh∈  is a classical inverse problem 
addressed in CS theory [7–9]. According to the theory, 
sparse solution of the undetermined system can be found 
with high probability via l1 norm minimization process. 
Within CS framework sparse channel estimation problem 
can be defined in a next way: 

 

1minarg
~

hh
PNCh∈

= , 

subjected to ε≤Φ−
2

ˆ hX
Y

P
P  

  (5) 

where ε  is a predefined noise level proportional to 2σ . 
For inverse problem (5) CS theory proposes roughly 

two categories of recovery algorithms. One category is 
convex optimization algorithms [10], which guarantee 
global optimal solution but have high computational 
complexity. The other category is greedy algorithms, 
which can give a suboptimal solution but are easy to 
implement in practice [11–14]. 

In this paper, we study recovery performance of OMP 
and CoSaMP-two the most popular greedy algorithms, 
applied to sparse channel estimation in pilot-aided OFDM 
systems. 

OMP is an iterative algorithm that at every step takes 
an atom from the orthonormal dictionary with the highest 
correlation to compressed measurements residue [13]. 
The algorithm is prohibited from taking the same atom 
twice and so all resulting components in the recovered 
signal are orthogonal to each other. This continues until 
some stopping criteria are met. The most common 
stopping criteria in all CS greedy algorithms is a number 
of recovered nonzero components (i.e. sparsity level). 
Pseudocode for OMP is shown in Algorithm 1. 

 
Algorithm 1 OMP 
Require: number of channel paths k (sparsity, number of 
iterations) 
Input: sampling matrix ,ˆ NNPC ×∈Φ  

measurement vector PP
N XYyCy P ←∈ ,  

1: Initialize: yrλhi ←←←← 000   ,0  0,
~

  1,  
2: while i ≤ k do 

174



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Kotlyarov V. V., Shpylka A. A., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-16 

3: 11 ˆmaxarg −Φ←φ i
T

i r  {find 1 atom in Φ̂  with max 

        correlation to the residue} 
4: iii φ∪λ←λ −1    {add atom position to support λ } 

5: yh †
i iλ

Φ← ˆ~          {re-estimate with new support} 

6: ii hyr
~

Φ̂−←       {update the residue} 
7: i ← i + 1 

8: end while 
Output: estimated Channel Impulse Response N

k Ch ∈
~

 
after k iterations 
 

CoSaMP method [14] is based on OMP idea, but it 
incorporates several other ideas to accelerate the 
algorithm and to provide strong reconstruction guarantees 
that OMP does not provide. Unlike OMP algorithm, 
CoSaMP identifies 2k orthogonal dictionary atoms at each 
iteration. This allows CoSaMP algorithm to run faster for 
many types of signals but requires a priori knowledge of 
the sparsity level k as part of its input. Pseudocode for 
CoSaMP is shown in Algorithm 2. 
Algorithm 2 CoSaMP 
Require: number of channel paths k (sparsity level) 
Input: sampling matrix ,ˆ NNPC ×∈Φ  

measurement vector PP
N XYyCy P ←∈ ,  

1: Initialize: yr,h,i ←←← 00   0
~

  1  
2: while i ≤ k  do 

3: 12 ˆmaxarg −Φ←φ i
T

k r {find 2k atoms in  Φ̂  

with max correlation 
to the residue} 

4: ( ) φ∪←λ −1
~

sup ih      {merge with the current 
estimation support} 

5: ya †
λΦ← ˆ   {LS estimation for support λ } 

6: ai k
ah maxarg

~
←  {prune LS estimation to k max 

components} 
7: ii hyr

~
Φ̂−←  {update the residue} 

8: i ← i + 1 
9: end while 
Output: estimated Channel Impulse Response N

k Ch ∈
~

 
after k iterations 

 

4 EXPERIMENTS 
In all the simulation cases the setup is configured 

according to Mode 1 of ISDB-T standard [15] with FFT 
size N=2048 and the guard interval length of Tg=512. To 
reduce the uniformity of sampling, we used SP together 
with TMCC as pilot carriers. In such way, the maximal 
number of available pilot carriers in each OFDM symbol 
is NP=157 for Mode 1 in accordance with the standard. 
For multipath channel model we use two groups of six-tap 
typical urban channel models [16] with the variable delay 
between groups (see table 1 for more details). Such 
multipath channel has 2x6 dominant taps, which means 

actual channel sparsity in all the simulation cases is the 
same and equals 12. Such structure of the channel model 
allows simulation of typical signal propagation in SFN. 

 

5 RESULTS  
The simulations are carried out to compare the 

performance of the two proposed algorithms in different 
channel conditions and input parameters scenarios. At 
each simulation step, a recovery of channel impulse 
response of the particular multipath channel is performed 
by OMP and CoSaMP from the same input data set for 
both algorithms. The efficiency of the algorithms is 
evaluated via the MSE of the channel impulse response 
recovery by the next formula: 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−∑

N

=n
nn hh

N
E=MSE

1

2~1 , 

where NCh ∈
~

 is recovered channel impulse response, 
NCh∈  actual channel impulse response, N length of the 

channel impulse response. 
 

6 DISCUSSION 
Fig. 2a compares the MSE performance of the two 

algorithms against CNR. The channel model parameters 
are according to table 1. The number of pilot carriers used 
for impulse response recovery is NP=157. It is clear that 
MSE from both algorithms is decreasing with the CNR 
increase, but CoSaMP has better recovery performance in 
low noise conditions than OMP. 

Fig. 2b shows the MSE performance of the two 
algorithms against channel length (max delay spread of 
the channel). The length of the channel model is defined 
by the group delay values (see table 1). CNR is fixed at 
20dB. The number of pilot carriers used for impulse 
response recovery is NP=157. Both algorithms show 
similar recovery performance that does not depend on the 
channel length. It is noticeable that OMP provides less 
stable results than CoSaMP. This can be explained by 
OMP’s greedy nature, that does not give reconstruction 
guarantees. 

Fig.2c presents the MSE performance of the two 
algorithms against the value of sparsity parameter K, 
which should be equal to a number of signal propagation 
paths in the channel (channel sparsity). Both of the 
algorithms require this parameter at the input. From the 
structure of algorithm 1 it is clear that OMP uses 
paramater K only at step 2 for iteration count, while 
CoSaMP uses parameter K at steps 2, 3 and 6 for 
interation count, support assumption update and pruning 
of the recovered components. Because of that CoSaMP is 
significantly more sensitive to the correctness of value K 
and this clearly visible in the result of simulation. 

Fig. 2d compares the MSE performance of the two 
algorithms against a number of pilot carriers NP used for 
the recovery. All channel model parameters are according 
to table 1. CNR is fixed at 20dB. We observe that 
CoSaMP requires more pilot carriers to achieve the same 
recovery performance level as OMP. This is especially 
noticeable when small number of pilot carriers is used. 
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Table 1 – SFN channel model parameters 
Group A B 

Group delay, sμ  0 typical 80 or varies from 6 to 250 

Path № 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Delay iτ , sμ  0 0,2 0,5 1,6 2,3 5 0 0,2 0,5 1,6 2,3 5 

Total delay, sμ  0 0,2 0,5 1,6 2,3 5 80 80,2 80,5 81,6 82,3 85 
Path Loss, dB –3 0 –2 –6 –8 –10 –9 –6 –8 –12 –14 –16 

 

 
a 

 
b 

 
c 

 
d 

Figure 2 – Simulation results of Channel State Information recovery with OMP and CoSaMP algorithms: (a) MSE 
of the recovery versus CNR, (b) MSE versus channel length, (c) MSE versus sparsity parameter K, (d) MSE versus 

number of pilots used for recovery 
 

CONCLUSIONS 
In this paper we have provided comparison of two CS 

algorithms in context of channel impulse response 
estimation in OFDM based system. Simulation results 
based on ISDB-T standard shows that OMP algorithms is 
more sensitive to noise and does not guarantee the 
recovery performance for every symbol. CoSaMP 
algorithm requires more pilot carriers than OMP for the 
same level of recovery performance but provides stable 
MSE performance of the recovery. Both algorithms 
require a priori knowledge of channel sparsity but 
CoSaMP is very sensitive to a correctness of this 
parameter. Unfortunately, in real life channel sparsity is 
not known a priori and moreover is not constant over 
time. This significantly limits applicability of these 
algorithms in real wireless OFDM receivers. 
Nevertheless, CS approach shows impressive capability 
of channel impulse response recovery from significantly 
smaller amount of pilot carriers than traditional LS based 

linear methods require. CS-based Channel Estimation is 
promising technique which worth of further investigation. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Для отримання інформації про стан каналу в системах на основі ортогонального частотного поділу 

(OFDM) традиційно використовується велика кількість пілотних несучих. Збільшення кількості пілотних несучих покращує 
оцінку стану каналу, але призводить до зниження спектральної ефективності системи. 

Мета. Основна мета даної роботи дослідити практичні аспекти застосування техніки розрідженій дискретизації, яка 
дозволяє оцінювати канальну характеристику по невеликій кількості пілотних несучих, в контексті реальних OFDM систем. 

Метод. Сучасна технологія розрідженій дискретизації (CS) пропонує відновлювати сигнали, які мають розріджене 
подання у деякому базисі, шляхом мінімізації L норми, що дозволяє використовувати меншу кількість вибірок ніж 
вимагають класичні методи. Використовуючи розріджену природу імпульсної характеристики багатопроменевих каналів, 
ми застосували техніку розрідженій дискретизації для оцінки каналу в системах OFDM з пілотними несучими на прикладі 
стандарту ISDB-T. 

Результати. В даній роботі порівнюються результати оцінки каналу для двох найпопулярніших алгоритмів відновлення 
на основі CS-Orthogonal Matching Pursuit (OMP) і Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP). Наведено показники 
середньоквадратичної помилки (MSE) для алгоритмів оцінки каналу на основі CS. Результати моделювання показують, що 
CoSaMP забезпечує більш стабільні результати, але для отримання хорошої якості оцінки вимагає більше пілотних несучих, 
ніж OMP. Обидва алгоритми вимагають апріорного знання рівня розрідженості канальної характеристики, але CoSaMP 
набагато більш чутливий до правильності цієї інформації. 

Висновки. Метод розрідженої дискретизації показує вражаючу здатність відновлення імпульсної характеристики 
каналу по значно меншій кількості пілотних несучих, ніж вимагають традиційні лінійні методи. Однак потреба популярних 
CS методів відновлення в апріорно знанні рівня розрідженості характеристики суттэво обмежує можливість застосування 
цих алгоритмів в реальних приймачах OFDM. Проте, оцінка каналу на основі CS є багатообіцяючим методом, який 
заслуговує подальшого вивчення з метою усунення даного обмеження. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: OFDM, багатопроменевий канал, оцінка характеристики каналу, розріджена дискретизація. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Для получения информации о состоянии канала в системах на основе ортогонального частотного 
разделения (OFDM) традиционно используется большое количество пилотных несущих. Увеличение количества пилотных 
несущих улучшает оценку состояния канала, но приводит к снижению спектральной эффективности системы. 

Цель. Основная цель данной работы исследовать практические аспекты применения техники разреженной 
дискретизации, которая позволяет оценивать канальную характеристику по небольшому количеству пилотных несущих, в 
контексте реальных OFDM систем.  

Метод. Современная технология разреженной дискретизации (CS) предлагает восстанавливать сигналы, которые имеют 
разреженное представление в некотором базисе, путем минимизации L нормы, что позволяет использовать меньшее 
количество выборок чем требуют классические методы. Используя разреженную природу импульсной характеристики 
многолучевых каналов, мы применили технику разреженной дискретизации для оценки канала в системах OFDM с 
пилотными несущими на примере стандарта ISDB-T. 

Результаты. В данной работе сравниваются результаты оценки канала для двух самых популярных алгоритмов 
восстановления на основе CS-Orthogonal Matching Pursuit (OMP) и Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP). 
Приведены показатели среднеквадратичной ошибки (MSE) для алгоритмов оценки канала на основе CS. Результаты 
моделирования показывают, что CoSaMP обеспечивает более стабильные результаты, но для получения хорошего качества 
оценки требует больше пилотных несущих, чем OMP. Оба алгоритма требуют априорного знания степени разреженности 
канальной характеристики, но CoSaMP гораздо более чувствителен к правильности этой информации.  

Выводы. Метод разреженной дискретизации показывает впечатляющую способность восстановления импульсной 
характеристики канала по значительно меньшему количеству пилотных несущих, чем требуют традиционные линейные 
методы. Однако потребность популярных CS методов восстановления в априорном знании степени разреженности 
характеристики серьезно ограничивает применимость этих алгоритмов в реальных приемниках OFDM. Тем не менее, 
оценка канала на основе CS является многообещающим методом, который заслуживает дальнейшего изучения с целью 
устранения данного ограничения.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: OFDM, многолучевой канал, оценка характеристики канала, разреженная дискретизация. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Впервые предложено применение методов табу-поиска, случайного поиска, роя частиц для построения 

оптимальных по стоимости планов эксперимента при исследовании весоизмерительной системы и терморегулятора. 
Цель работы – провести сравнительный анализ разработанных методов оптимизации, таких как табу-поиск, случайный 

поиск, рой частиц при поиске оптимальных планов проведения эксперимента во время исследования весоизмерительной 
системы и терморегулятора. 

Метод. Предложены методы построения оптимальной по стоимости реализации матрицы планирования эксперимента с 
использованием алгоритмов роя частиц, табу-поиска и случайного поиска. В начале вводится количество факторов и стои-
мости переходов для каждого уровня факторов. Затем с учетом введенных данных формируется исходная матрица планиро-
вания эксперимента. При использовании алгоритма табу-поиска на каждом шаге итерации в качестве нового текущего ре-
шения выбирается лучшее решение в окрестности текущего и осуществляется проверка не находится ли оно в списке табу. 
Таким образом происходят вычисления, пока алгоритм не достигнет заданного числа итераций. Список табу формируется 
из решений, имеющих минимальную стоимость. Метод случайного поиска основан на перестановке столбцов матрицы пла-
нирования. Количество итераций алгоритма задается пользователем. Метод роя частиц основан на моделировании поведе-
ния популяции частиц. В каждой точке, где побывала частица, рассчитывается значение стоимости проведения эксперимен-
та. При этом каждая частица запоминает, какое (и где) лучшее значение стоимости эксперимента она лично нашла и где 
расположена точка, являющаяся лучшей среди всех точек, которые разведали частицы. На каждой итерации частицы кор-
ректируют свою скорость (модуль и направление). Через некоторое количество итераций частицы собираются вблизи наи-
более хорошей точки. Затем среди всех новых точек осуществляется проверка, не нашли ли мы новую глобально лучшую 
точку, и, если нашли, запоминаем ее координаты и значение стоимости проведения эксперимента в ней. Затем рассчитыва-
ется выигрыш по сравнению с исходной стоимостью проведения эксперимента. 

Результаты. Разработано программное обеспечение, реализующее предложенные методы, которое использовано для 
проведения вычислительных экспериментов по исследованию свойств этих методов при исследовании весоизмерительной 
системы и терморегулятора. Синтезированы оптимальные по стоимости реализации планы экспериментов, а также приве-
дены выигрыши в результатах оптимизации по сравнению с исходной и максимальной стоимостями проведения экспери-
мента. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенных методов и реализующего их про-
граммного обеспечения, а также позволяют рекомендовать их для применения на практике при построении оптимальных 
матриц планирования экспериментов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод, оптимизация, рой частиц, планирование экспериментов, табу-поиск, оптимальный план, 
случайный поиск, стоимость. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

δ – погрешность измерения, %; 
S – чувствительность (коэффициент передачи); 
α – угол наклона весоизмерительного лотка, град; 
W – влажность сыпучего материала, %; 
fd – коэффициент трения сыпучего материала в 

движении; 
b0, b1, b2, b3, b12, b13, b23, b123 – коэффициенты мате-

матической модели при исследовании весоизмери-
тельной системы; 

Um – напряжение питания измерительного моста, 
В; 

Un – напряжение питания терморегулятора, В; 
Т – температура воздушной среды в зоне датчика 

температуры, °С; 
Rн – сопротивление нагрузки терморегулятора, 

кОм; 

Uвых – напряжение на выходе терморегулятора, В; 
G – граф; 
N – множество вершин графа; 
t – время работы программы, с; 
В – выигрыш; 
Сmin – минимальная стоимость проведения экспе-

римента, усл.ед.; 
Сисх – исходная стоимость проведения эксперимен-

та, усл.ед.; 
Si,j – итоимость перехода от i-го опыта к j-му, 

усл.ед.о бщая стоимость проведения эксперимента, 
усл.ед.; 

k – количество факторов. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Экспериментальные методы широко используются 

как в науке, так и в промышленности. При этом глав-
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ное значение – повышение эффективности экспери-
ментальных исследований, которые направлены на 
получение адекватной математической модели про-
цесса. Применение планирования эксперимента дела-
ет поведение экспериментатора организованным и 
целенаправленным, способствует существенному по-
вышению надежности полученных результатов и 
производительности труда экспериментатора. Объект 
исследования: процессы оптимизации по стоимост-
ным затратам планов многофакторного эксперимента 
для исследования весоизмерительной системы и тер-
морегулятора. Предмет исследования: результаты 
исследования методов оптимизации планов много-
факторных экспериментовпри изучении весоизмери-
тельной системы и терморегулятора. Цель исследова-
ния: получение наибольшего объема информации о 
воздействии исследуемых факторов на производст-
венный процесс. После этого происходит построение 
математической модели исследуемого объекта. А 
также получить эти модели нужно с минимальными 
стоимостными и временными затратами. Особенно 
важное значение это приобретает при исследовании 
дорогостоящих и длительных процессов. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Задача оптимизации  по стоимостным затратам 
планов экспериментов является NP-сложной, поэтому 
для своего решения требует значительных времени и 
большого объема вычислений, которые быстро растут 
с увеличением размерности задачи. В общем случае 
задачу выбора оптимального плана многофакторного 
эксперимента можно сформулировать следующим 
образом. 

Имеется полный взвешенный ориентированный 
граф G с множеством вершин N={1,2,…,n}, где n=2k , 
k-количество факторов. Веса всех дуг неотрицатель-
ны, необходимо найти путь с минимальной длиной. 
Стоимость перехода от i-го опыта к j-му равна Si,j . 
Необходимо найти стоимость проведения экспери-
мента Sобщ такую, что 

 

min
2 1

,общ →= ∑∑
= =

n

j

k

i
jiSS . 

 
Оптимальным решением задачи выступает такая 

перестановка строк матрицы планирования экспери-
мента, которая позволяет найти минимальную стои-
мость проведения эксперимента. С увеличением чис-
ла факторов (k) количество преобразований значи-
тельно возрастает. Следовательно целесообразно пы-
таться найти решения с помощью приближенных ал-
горитмов, таких как алгоритм случайного поиска, та-
бу-поиска, роя частиц. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Для решения этой задачи возможно применение 
методов комбинаторной оптимизации [1–5]. Известны 
примеры построения многофакторных планов экспе-

римента, которые основаны на использовании таких 
методов оптимизации как: полный перебор [6], слу-
чайный поиск [6]. Была доказана эффективность при-
менения этих методов при исследовании весоизмери-
тельной системы и терморегулятора. Каждый из этих 
методов имеет свои преимущества и недостатки. Их 
основными недостатками выступают: низкие показа-
тели быстродействия, и то что не всегда найденное 
решение является точным, а удается найти только 
близкое к оптимальному решение.  

Поэтому целесообразно для сравнения результатов 
оптимизации планов эксперимента применить следую-
щие алгоритмы оптимизации: рой частиц, табу-поиск, 
случайный поиск (перестановки столбцов матрицы пла-
нирования). Обширное исследование приложений мето-
да роя частиц сделано Поли [7, 8], В. Я. Гальченко и 
А. Н. Якимовым [9], а также Ши [10]. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В качестве весоизмерительной системы применя-
ется система [11], которая обеспечивает возможность 
моделирования процессов измерения весового расхо-
да сыпучих материалов и дает повышение точности 
измерения. На рис. 1 приведена функциональная схе-
ма весоизмерительной системы, а конструкция изме-
рительного лотка и общий вид системы показаны на 
рис. 2. 

 
Рисунок 1 – Функциональная схема весоизмери-

тельной системы 
 

Весоизмерительная система включает в себя бун-
кер 1 с дозируемым компонентом, электровибратор 2 
и датчик влажности материала 3 расположены в бун-
кере. Под бункером установлен ленточный конвейер 4 
с электроприводом 5. Также в состав входит датчик 
скорости движения 6 ленты конвейера. Лоток 7 закре-
плен под конвейером. Измерительный лоток соединен 
с помощью шарнирных соединений с тензорезестив-
ными датчиками силы 8, 9, 10 , которые подключены 
к аналого-цифровым преобразователям 11, 12, 13, 
которые соединены с микропроцессором 14. 
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Рисунок 2 – Общий вид системы и конструкция  

измерительного лотка 
 

Датчик растяжения ленты 15, концевые выключа-
тели 16, датчик скорости движения ленты конвейера, 
закрепленные на конвейере, и датчик температуры 17 
подключены к микропроцессору, который соединен с 
адресным дешифратором 18, накопителем памяти 19, 
а также с оперативным запоминающим устройством 
20, регистром адреса 21, блоком индикации 22, функ-
циональной клавиатурой 23, цифро-аналоговым пре-
образователем 24, который в свою очередь подключен 
к электроприводу 5 и электровибратору 2. 

Через цифро-аналоговый преобразователь 24 к 
микропроцессору 14 подключены дозатор 25, кото-
рый расположен в бункере 1, и электропривод 26 из-
мерительного лотка 7. 

 На ленточный конвейер 4 поступает шихта из 
бункера 1, а затем – на измерительный лоток 7. С по-
мощью концевых выключателей 16, размещенных под 
поверхностью конвейера 4, контролируется поступ-
ление сыпучего материала на ленточный конвейер. 
Если сыпучий материал поступает в необходимом 
количестве на ленточный конвейер 4, то не срабаты-
вают концевые выключатели 16, а если в меньшем 
количестве, то они срабатывают. Если срабатывают 
концевые выключатели 16, то сигнал подается на 
микропроцессор 14, а затем с него через цифро-
аналоговый преобразователь 24 сигнал поступает на 
электровибратор 2. В случае если поступление сыпу-
чего материала не началось, то микропроцессор 14 
подает сигнал на электропривод 5 ленточного конвей-
ера 4, чтобы осуществить его остановку, и на блок 
индикации 22 – сигнал аварийной остановки ленточ-
ного конвейера 4.  

Сыпучий материал с конвейера поступает на измери-
тельный лоток 7. Сыпучий материал, который движется 
по измерительному лотку 7, воздействует на тензорези-
стивные датчики силы растяжения (ТДС) 8, 9, 10. Сиг-
налы с ТДС посредством аналого-цифровых преобразо-
вателей 11, 12, 13 преобразовываются в цифровые и об-
рабатываются микропроцессором 14. В предлагаемой 
системе используется шарнирное крепление всех узлов, 
что обеспечивает возможность избавления от попереч-

ных сил и моментов, возникающих в результате дефор-
мации и температурного влияния отдельных деталей и 
узлов монтажа. 

Чтобы обеспечить учет влияния влажности сыпу-
чего материала применяется датчик влажности 3, ко-
торый соединен с микропроцессором 14. В случае, 
когда влажность материала отличается от заданной, 
микропроцессор 14 сигнализирует оператору о необ-
ходимости изменения угла наклона измерительного 
лотка 7. 

Чтобы учесть влияние температуры используется 
микроэлектронный температурный датчик 17, который 
соединен с микропроцессором 14. Количество шихты, 
поступающей на измерительный лоток 7, регулируется 
изменением скорости движения ленты конвейера 4. 
Чтобы это осуществить в системе применяют датчик 
скорости движения конвейерной ленты. 

В случае, когда расход шихты недостаточный,  
микропроцессор 14 выдает сигнал на электропривод 5 
конвейера 4 с целью повышения скорости движения 
конвейерной ленты. А в случае, когда расход шихты 
превышает требуемое значение, микропроцессор 14 
выдает сигнал на электропривод 5 конвейера 4, чтобы 
уменьшить скорость движения конвейерной ленты. 
Выполнение этих действий происходит до тех пор, 
пока расход материала не будет соответствовать за-
данной величине. 

В микропроцессоре 14 сохраняется матрица пла-
нирования эксперимента. В качестве критериев опти-
мизации были выбраны такие технические показатели 
весоизмерительной системы: погрешность измерения 
δ, %; чувствительность (коэффициент передачи) S. 
Факторы, которые влияют на эти показатели: Х1 – 
угол наклона весоизмерительного лотка, α, град; Х2 – 
влажность сыпучего материала, W, %; Х3 – коэффици-
ент трения сыпучего материала в движении, fd. 

Для установки значений уровней факторов, кото-
рые задаются первой строкой матрицы планирования, 
микропроцессор 14 через цифро-аналоговый преобра-
зователь 24 подает сигнал на электропривод 26, кото-
рый устанавливает соответствующий угол α наклона 
измерительного лотка 7. Влажность сыпучего мате-
риала, которая измеряется датчиком 3, в микропро-
цессоре 14 сравнивается с требуемым значением, ко-
торое задается первой строкой матрицы планирова-
ния. В случае рассогласования этих значений микро-
процессор 14 через цифро-аналоговый преобразова-
тель 24 выдает сигнал на дозаторы 25 для изменения 
влажности W материала. Изменение коэффициента 
трения fd достигается за счет замены типа материала, 
погружаемого в бункер 1. 

Сразу после установки значений уровней факто-
ров, которые задаются первой строкой матрицы пла-
нирования, вес сыпучего материала вычисляется мик-
ропроцессором 14. В микропроцессоре еще вычисля-
ется и погрешность измерения δ. Потом устанавлива-
ются значения уровней факторов, которые задаются 
второй строкой матрицы планирования эксперимента. 
После выполнения всех опытов плана эксперимента в 
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микропроцессоре 14 вычисляются коэффициенты ма-
тематической модели: 

.32112332233113

21123322110
XXXbXXbXXb

XXbXbXbXbb
+++

+++++=δ
  

Используя математическую модель, определяют 
оптимальные параметры α, W, fd, которые обеспечи-
вают минимальную погрешность δ весоизмеритель-
ной системы. 

Высокопроизводительная, безопасная и экономич-
ная работа различных приборов и устройств требует 
применения современных методов и средств измерения 
параметров, которые характеризуют ход производст-
венного процесса и состояние оборудования. Темпера-
тура – один из важнейших параметров технологиче-
ских процессов. Она обладает некоторыми важнейши-
ми особенностями, что обусловливает необходимость 
использования большого числа методов и технических 
средств для ее точного измерения. При изготовлении 
различных приборов, деталей также необходимо обес-
печить возможность ее регулировать для поддержки 
заданных температурных режимов, которые заложены 
в технологическом процессе. При исследовании полу-
проводникового терморегулятора [6, 13] в качестве 
независимых переменных, которые влияют на его ра-
боту, взяты обобщенные параметры: Х1 – напряжение 
питания измерительного моста Um, В; Х2 – напряжение 
питания терморегулятора Un, В; Х3 – температура воз-
душной среды в зоне датчика температуры T, °С; Х4 – 
сопротивление нагрузки терморегулятора Rн, кОм. 
В качестве параметра оптимизации выбрано напряже-
ние на выходе терморегулятора Uвых, В. 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Было разработано программное обеспечение, реа-
лизующее методы табу-поиска (Свід. про реєстрацію 
авторського права на твір №63466) случайного поиска 
(Свід. про реєстрацію авторського права на твір 
№63747), роя частиц (Свід. про реєстрацію авторсько-
го права на твір №71243). Язык программирования – 
Java. Просчеты выполнялись на компьютере с процес-
сором Intel Pentium G620 с частотой 2.60 GHz. Коли-
чество факторов и стоимости переходов уровней фак-
торов вводятся с клавиатуры. Для выявления законо-
мерностей дозирования и нахождения оптимальных 
режимов и конструктивных параметров весоизмери-
тельной системы был выбран начальный план ПФЭ 
типа 2k (число факторов k=3, число опытов N=8). 
Матрица планирования такого эксперимента приве-
дена в таблице 1. С учетом того, что опыты дорого-
стоящие, принято решение оптимизировать началь-
ный план по критерию минимума стоимостных затрат 
на его реализацию. Стоимости изменений значений 
уровней факторов от «–1» к «+1» и от «+1» к «–1» 
представлены в таблице 2, а стоимости начальной 
установки уровней факторов – в табл. 3. 

 

Таблица 1 – Матрица планирования начального экспе-
римента 

 

Фактор Номер опыта Х1 Х2 Х3 

1 –1 –1 –1 
2 +1 –1 –1 
3 –1 +1 –1 
4 +1 +1 –1 
5 –1 –1 +1 
6 +1 –1 +1 
7 –1 +1 +1 
8 +1 +1 +1 

 
Таблица 2 – Стоимости изменений значений  

уровней факторов 
 

Стоимость изменения, усл.ед. Фактор От «–1» к «+1» От «+1» к «–1» 
Х1(α) 12,0 8,0 
Х2(W) 16,0 24,0 
Х3(fd) 10,0 10,0 

 
Таблица 3 – Стоимости начальной установки  

уровней факторов 
 

Стоимость изменения, усл.ед. Фактор От «0» к «+1» От «0» к «-1» 
Х1(α) 6,0 4,0 
Х2(W) 8,0 12,0 
Х3(fd) 10,0 10,0 

 
Матрица планирования эксперимента при иссле-

довании полупроводникового терморегулятора [12] 
приведена в табл. 4. Стоимости изменений значений 
уровней факторов представлены в табл. 5. 
 

Таблица 4 – Матрица планирования начального  
эксперимента 

 

Фактор Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

1 –1 –1 –1 –1 
2 +1 –1 –1 –1 
3 –1 +1 –1 –1 
4 +1 +1 –1 –1 
5 –1 –1 +1 –1 
6 +1 –1 +1 –1 
7 –1 +1 +1 –1 
8 +1 +1 +1 –1 
9 –1 –1 –1 +1 

10 +1 –1 –1 +1 
11 –1 +1 –1 +1 
12 +1 +1 –1 +1 
13 –1 –1 +1 +1 
14 +1 –1 +1 +1 
15 –1 +1 +1 +1 
16 +1 +1 +1 +1 

 
Таблица 5 – Стоимости изменений значений  

уровней факторов 
 

Обозначение факторов Стоимости изме-
нений значений 

уровней факторов, 
усл.ед. 

Х1 Х2 Х3 Х4 

из «–1» в «+1» 2,0 2,4 60,0 1,6 
из «+1» в «–1» 2,4 2,8 30,0 2,0 
из «0» в «–1» 1,2 1,4 15,0 1,0 
из «0» в «+1» 1,0 1,2 30,0 0,8 
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5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Проведенные эксперименты подтвердили работо-

способность методов: табу-поиск, случайный поиск 
(перестановки столбцов матрицы планирования), роя 
частиц. Для стоимостей изменения уровней факторов 
при исследовании весоизмерительной системы, пред-
ставленных в табл. 2 и табл. 3, получены результаты 
оптимизации, отраженные в табл. 6. Сравнительная 
характеристика методов при исследовании весоизме-
рительной системы представлена в табл. 7. 

Для стоимостей изменения уровней факторов при 
исследовании полупроводникового терморегулятора, 
представленных в табл. 5, получены результаты оп-
тимизации, отраженные в табл. 8 и табл. 9. Сравни-
тельная характеристика предложенных методов при 
исследовании полупроводникового терморегулятора 
представлена в таблице 10. При этом исходная стои-
мость проведения эксперимента 202,4 усл.ед., а мак-
симальная 611,6 усл.ед. 

 

Таблица 6 – Планы эксперимента для исследования весоизмерительной системы дозирования сыпучих  
материалов 

  

Полный перебор Алгоритм табу-поиска Метод роя частиц 
Обозначение факторов Обозначение факторов Обозначение факторов Номер 

опыта Х1 Х2 Х3 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 

1 –1 –1 –1 7 1 1 –1 5 1 –1 –1 
2 –1 –1 1 3 –1 1 –1 7 1 1 –1 
6 1 –1 1 4 –1 1 1 3 –1 –1 1 
5 1 –1 –1 8 1 1 1 4 –1 1 1 
7 1 1 –1 6 1 –1 1 8 1 1 1 
8 1 1 1 5 1 –1 –1 6 1 –1 1 
4 –1 1 1 1 –1 –1 –1 2 –1 –1 1 
3 –1 1 –1 2 –1 –1 1 1 –1 –1 –1 

 

Таблица 7 – Сравнительная характеристика методов при исследовании весоизмерительной системы 
Метод оптимизации Стоимость реализации  

эксперимента, усл.ед. 
Время счета программы 

t, c 
Выигрыш, раз 

Рой частиц 104 0,01 1,59 
Табу-поиск 108 0,52 1,53 

Полный перебор 102 10 1,61 
Случайный поиск 102 25 1,61 

 
Таблица 8 – Исходный и оптимальные планы (табу-поиск, случайный поиск) ПФЭ при исследовании  

терморегулятора 
 

Исходный план Табу-поиск Случайный поиск(перестановка столбцов 
матрицы планирования) 

Обозначение факторов Обозначение факторов Обозначение факторов Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

1 –1 –1 –1 –1 1 –1 –1 –1 –1 1 –1 –1 –1 –1 
2 +1 –1 –1 –1 9 –1 –1 –1 +1 6 +1 –1 +1 –1 
3 –1 +1 –1 –1 11 –1 +1 –1 +1 5 –1 –1 +1 –1 
4 +1 +1 –1 –1 3 –1 +1 –1 –1 10 +1 –1 –1 +1 
5 –1 –1 +1 –1 4 +1 +1 –1 –1 14 +1 –1 +1 +1 
6 +1 –1 +1 –1 12 +1 +1 –1 +1 9 –1 –1 –1 +1 
7 –1 +1 +1 –1 16 +1 +1 +1 +1 2 +1 –1 –1 –1 
8 +1 +1 +1 –1 15 –1 +1 +1 +1 8 +1 +1 +1 –1 
9 –1 –1 –1 +1 8 +1 +1 +1 –1 16 +1 +1 +1 +1 

10 +1 –1 –1 +1 7 –1 +1 +1 –1 4 +1 +1 –1 –1 
11 –1 +1 –1 +1 5 –1 –1 +1 –1 3 –1 +1 –1 –1 
12 +1 +1 –1 +1 13 –1 –1 +1 +1 11 –1 +1 –1 +1 
13 –1 –1 +1 +1 14 +1 –1 +1 +1 12 +1 +1 –1 +1 
14 +1 –1 +1 +1 5 –1 –1 +1 –1 15 –1 +1 +1 +1 
15 –1 +1 +1 +1 2 +1 –1 –1 –1 7 –1 +1 +1 –1 
16 +1 +1 +1 +1 10 +1 –1 –1 +1 13 –1 –1 +1 +1 
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Таблица 9 – Исходный и оптимальный планы (рой частиц) ПФЭ при исследовании терморегулятора 

Исходный план Рой частиц 

Обозначение факторов Обозначение факторов Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

1 –1 –1 –1 –1 1 –1 –1 –1 –1 
2 +1 –1 –1 –1 13 –1 –1 +1 +1 
3 –1 +1 –1 –1 8 +1 +1 +1 –1 
4 +1 +1 –1 –1 15 –1 +1 +1 +1 
5 –1 –1 +1 –1 3 –1 +1 –1 –1 
6 +1 –1 +1 –1 7 –1 +1 +1 –1 
7 –1 +1 +1 –1 11 –1 +1 –1 +1 
8 +1 +1 +1 –1 16 +1 +1 +1 +1 
9 –1 –1 –1 +1 12 +1 +1 –1 +1 
10 +1 –1 –1 +1 4 +1 +1 –1 –1 
11 –1 +1 –1 +1 14 +1 –1 +1 +1 
12 +1 +1 –1 +1 10 +1 –1 –1 +1 
13 –1 –1 +1 +1 9 –1 –1 –1 +1 
14 +1 –1 +1 +1 5 –1 –1 +1 –1 
15 –1 +1 +1 +1 6 +1 –1 +1 –1 
16 +1 +1 +1 +1 2 +1 –1 –1 –1 

 
Так как полученная математическая модель оказа-

лась неадекватной [13], то было принято решение до-
строить план ПФЭ до плана ротатабельного цен-
трального композиционного планирования (РЦКП) 
[11]. При этом оптимальный план ПФЭ, полученный 
методом роя частиц, достраиваем методом итераци-
онного планирования эксперимента до плана РЦКП 
посредством добавления строк. Оптимальные и ис-
ходный планы РЦКП, в соответствии с которым про-
водили исследование, приведен в табл. 11. Стоимости 
изменений значений уровней факторов приведены в 
табл. 12. 

Сравнительная характеристика предложенных ме-
тодов при исследовании полупроводникового термо-
регулятора представлена в таблице 13. Стоимость 

исходного плана – 384,0 усл.ед., а максимальная 
стоимость – 384,9 усл.ед. 

 
Таблица 10 – Сравнительная характеристика методов 

при исследовании терморегулятора 

Метод оптимизации 
Стоимость реа-
лизации экспе-
римента, усл.ед. 

Выигрыш, раз 

Анализ перестановок 130 1,56 
Случайный поиск (пере-
становка строк матрицы 
планирования) 

81,6 2,48 

Рой частиц 69 2,93 
Табу-поиск 72 2,81 
Случайный поиск (пере-
становка столбцов мат-
рицы планирования) 

124 1,6 

 

 
Таблица 11 – Исходный и оптимальные планы ОЦКП 

 

Исходный план Оптимальный план (табу-поиск) Оптимальный план(рой частиц) 

Обозначение факторов Обозначение факторов 
Обозначение факто-

ров 
Номер 
опыта 

Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта 

Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта 

Х1 Х2 Х3 Х4 

1 –α 0 0 0 1 –α 0 0 0 7 0 0 0 –α 
2 +α 0 0 0 8 0 0 0 +α 2 +α 0 0 0 
3 0 –α 0 0 7 0 0 0 –α 6 0 0 +α 0 
4 0 +α 0 0 2 +α 0 0 0 15 0 0 0 0 
5 0 0 –α 0 9 0 0 0 0 5 0 0 –α 0 
6 0 0 +α 0 10 0 0 0 0 3 0 –α 0 0 
7 0 0 0 –α 11 0 0 0 0 4 0 +α 0 0 
8 0 0 0 +α 12 0 0 0 0 14 0 0 0 0 
9 0 0 0 0 4 0 +α 0 0 12 0 0 0 0 
10 0 0 0 0 13 0 0 0 0 13 0 0 0 0 
11 0 0 0 0 3 0 –α 0 0 11 0 0 0 0 
12 0 0 0 0 6 0 0 +α 0 1 –α 0 0 0 
13 0 0 0 0 14 0 0 0 0 9 0 0 0 0 
14 0 0 0 0 15 0 0 0 0 10 0 0 0 0 
15 0 0 0 0 5 0 0 –α 0 8 0 0 0 +α 
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Таблица 12 – Стоимости изменений значений уровней факторов 
 

Обозначение факторов Стоимости изменений значений 
уровней факторов Х1 Х2 Х3 Х4 

из «–1» в «–α» 1,2 1,4 15,0 1,0 
из «+1» в «–α» 4,8 5,6 60,0 4,0 
из «-1» в «+α» 4,0 4,8 120,0 3,2 
из «+1» в «+α» 2,0 2,4 60,0 1,6 
из «0» в «-α» 2,0 2,4 60,0 1,6 
из «0» в «+α» 2,0 2,4 60,0 1,6 
из «-α» в «0» 2,0 2,4 60,0 1,6 
из «+α» в «0» 2,4 2,8 30,0 2,0 
из «-α» в «+α» 8,0 9,6 240,0 6,4 
из «+α» в «-α» 9,6 11,2 120,0 8,0 
из «-1» в «0» 1,3 1,6 40,0 1,1 
из «+1» в «0» 1,6 1,9 20,0 1,3 

 
Таблица 13 – Сравнительная характеристика мето-
дов при исследовании полупроводникового  

терморегулятора 
 

Метод  
оптимизации 

Стоимость реализации 
эксперимента, усл.ед. 

Выигрыш, 
раз 

Анализ  
перестановок 193,4 1,99 

Случайный поиск  166,2 2,31 
Рой частиц 147,1 2,61 
Табу-поиск 152,3 2,53 

 
6 ОБСУЖДЕНИЯ 

Разработанные программы позволяют найти ми-
нимальную стоимость проведения многофакторного 
эксперимента (МФЭ), последовательность реализации 
опытов, выигрыш по сравнению с исходной матрицей 
планирования и время счета. При исследовании весо-
измерительной системы для значения стоимостей из-
менения уровней факторов, приведенных в табл. 2, 
получены результаты оптимизации планов экспери-
мента полным перебором, табу-поиском и методом 
оптимизации роем частиц (табл. 6). Как видно из табл. 
7, выигрыши в результатах оптимизации при исполь-
зовании метода полного перебора больше, чем при 
методах табу-поиска и роя частиц, и одинаковые с 
методом случайного поиска. Однако быстродействие 
выполнения вычислений при использовании метода 
полного перебора значительно ниже, чем при исполь-
зовании методов табу-поиска и роя частиц. 

При исследовании полупроводникового терморе-
гулятора получены последовательности проведения 
опытов (табл. 8, 9), при которых стоимости проведе-
ния эксперимента имеют меньшие значения, чем при 
использовании метода ограниченного перебора. 

Так как полученная математическая модель при 
исследовании полупроводникового терморегулятора 
оказалась неадекватной [13], было принято решение 
достроить план ПФЭ до плана ротатабельного цен-
трального композиционного планирования (РЦКП). 
При этом оптимальный план ПФЭ, полученный мето-
дом роя частиц, был достроен методом итерационного 
планирования эксперимента до плана РЦКП путем 
добавления строк (табл. 11). Как видно из табл. 13 

наибольший выигрыш при оптимизации этой дост-
ройки позволяет получить метод роя частиц. 

 
ВЫВОДЫ 

В результате проведенного исследования была 
решена актуальная задача получения последователь-
ности опытов при проведении многофакторного экс-
перимента, которая дает возможность получить его 
минимальную стоимость. 

Научная новизна работы состоит в том, что впервые 
предложено применение методов: роя частиц, табу-
поиска, случайного поиска для оптимизации по стоимо-
сти реализации планов многофакторного эксперимента. 
На примерах исследования весоизмерительной системы 
и терморегулятора доказана работоспособность и эф-
фективность предложенных методов. Наше исследова-
ние показало, что поиск оптимального или близкого к 
оптимальному плана эксперимента при исследовании 
весоизмерительной сиcтемы с использованием метода 
случайного поиска дал наилучшие результаты. При ис-
следовании полупроводникового регулятора наиболь-
шие выигрыши позволил получить метод роя частиц. 
Также этот метод обладает большими показателями бы-
стродействия, чем метод табу-поиска и метод случайно-
го поиска. 

Исследование может быть полезно научным ра-
ботникам, которые интересуются методами планиро-
вания экспериментов, а также различными методами 
оптимизации параметров системы. Разработанное 
программное обеспечение, реализующее предложен-
ные методы, а также проведенные эксперименты, ко-
торые подтверждают его работоспособность, можно 
рекомендовать для формирования оптимальных мат-
риц планирования эксперимента. 

Кроме исследования весоизмерительной системы 
и терморегулятора, рассмотренных в данной работе, 
по нашему мнению было бы интересно изучить при-
менение разработанных методов на более широком 
наборе практических задач планирования экспери-
ментов, таких как технологические процессы изготов-
ления РЭА, процесс получения пористых материалов, 
изготовление деталей горячей штамповкой и др. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Вперше запропоновано використання методів табу-пошуку, випадкового пошуку, рою часток для побу-

дови оптимальних за вартістю планів експерименту при дослідженні ваговимірювальної системи і терморегулятора. 
Мета роботи – провести порівняльний аналіз розроблених методів оптимізації, таких як табу-пошук, випадковий по-

шук, рою часток, при пошуку оптимальних планів проведення експерименту під час дослідження ваговимірювальної систе-
ми і терморегулятора. 

Метод. Запропоновано методи побудови оптимальної за вартістю реалізації матриці планування експерименту з викорис-
танням алгоритмів рою частинок, табу-пошуку і випадкового пошуку. На початку вводиться кількість чинників і вартості пере-
ходів для кожного рівня факторів. Потім з урахуванням введених даних формується вихідна матриця планування експеримен-
ту. При використанні алгоритму табу-пошуку на кожному кроці ітерації в якості нового поточного рішення вибирається краще 
рішення в околиці поточного і здійснюється перевірка чи не перебуває воно в списку табу. Таким чином відбуваються обчис-
лення, поки алгоритм не досягне заданого числа ітерацій. Список табу формується з рішень, що мають мінімальну вартість. 
Метод випадкового пошуку заснований на перестановці стовпців матриці планування. Кількість ітерацій алгоритму задається 
користувачем. Метод рою часток заснований на моделюванні поведінки популяції частинок. У кожній точці, де побувала час-
тинка, розраховується значення вартості проведення експерименту. При цьому кожна частка запам’ятовує, яке (і де) краще 
значення вартості експерименту вона особисто знайшла і де розташована точка, яка є кращою серед усіх точок, які розвідали 
частки. На кожній ітерації частки коректують свою швидкість (модуль і напрямок). Через деяку кількість ітерацій частки зби-
раються поблизу найбільш хорошої точки. Потім серед усіх нових точок здійснюється перевірка, чи не знайшли ми нову глоба-
льно кращу точку, і, якщо знайшли, запам’ятовуємо її координати і значення вартості проведення експерименту в ній. Потім 
розраховується виграш в порівнянні з вихідною вартістю проведення експерименту. 

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропоновані методи, яке використано для проведення 
обчислювальних експериментів з дослідження властивостей цих методів при дослідженні ваговимірювальної системи і тер-
морегулятора. Синтезовані оптимальні за вартістю реалізації плани експериментів, а також наведені виграші в результатах 
оптимізації в порівнянні з вихідною і максимальною вартостями проведення експерименту. 
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Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованих методів і програмного забезпечення, 
що їх реалізує, а також дозволяють рекомендувати їх для застосування на практиці при побудові оптимальних матриць пла-
нування експериментів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: метод, оптимізація, рій частинок, планування експериментів, табу-пошук, оптимальний план, ви-
падковий пошук, вартість. 
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ABSTRACT 
Context. For the first time, the use of taboo-search methods, random search, a swarm of particles for the construction of cost-

effective experiment plans for the study of a weighing system and a temperature regulator was proposed. 
Objective – to carry out a comparative analysis of the developed optimization methods, such as taboo search, random search, 

particle swarm when searching for the optimal plans for the experiment during the study of the weighing system and thermostat. 
Method. Methods for constructing the experimentally optimal implementation matrix for the experiment using algorithms of a 

swarm of particles, taboo search and random search are proposed. In the beginning, the number of factors and cost of transitions for 
each level of factors is introduced. Then, taking into account the input data, the initial experimental design matrix is formed. When 
using the taboo search algorithm at each iteration step, the best solution in the neighborhood of the current solution is chosen as the 
new current solution and the check is made whether it is in the taboo list. Thus, calculations occur until the algorithm reaches the 
specified number of iterations. The list of taboos is formed from decisions that have a minimum cost. The random search method is 
based on permuting the columns of the planning matrix. The number of iterations of the algorithm is specified by the user. The 
method of the particle swarm is based on modeling the behavior of the particle population. At each point where the particle visited, 
the value of the experiment is calculated. In this case, each particle remembers which (and where) the best value of the cost of the 
experiment, she personally found and where the point is located, which is the best among all the points that explored the particles. At 
each iteration, the particles correct their velocity (modulus and direction). After a certain number of iterations, the particles are col-
lected near the best point. Then, among all the new points, we check whether we have found a new globally better point, and if 
found, remember its coordinates and the value of the cost of conducting the experiment in it. Then the gain is calculated in compari-
son with the initial cost of the experiment. 

Results. The software that implements the proposed methods was developed, which was used to conduct computational experi-
ments to study the properties of these methods in the study of a weighing system and a temperature regulator. Optimized for the cost 
of implementation of the experiment plans were synthesized, as well as the gains in optimization results as compared to the initial 
and maximum costs of the experiment. 

Conclusions. The conducted experiments confirmed the efficiency of the proposed methods and the software that implements 
them, and also allow them to be recommended for application in practice when constructing optimal experimental design matrices. 

KEYWORDS: method, optimization, particle swarm, experiment planning, taboo-search, optimal plan, random search, cost. 
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АДАПТИВНЫЕ МАТРИЧНЫЕ МОДЕЛИ В ЗАДАЧЕ КОНТРОЛЯ 
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верситета радиоэлектроники, Харьков, Украина. 
Столбовой М. И. – аспирант кафедры информатики Харьковского национального университета радиоэлек-

троники, Харьков, Украина. 
 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. В настоящее время анализ многомерных данных является одним из приоритетных направлений научных 

исследований. Это связано с практически не контролируемым ростом объемов информации и возникновением необходимо-
сти получения/поиска различного рода полезных данных из нее. При этом анализ видеоданных является одним из наиболее 
сложных с вычислительной точки зрения не только из-за больших объемов обрабатываемых данных, но и, учитывая слабую 
структурированность видео, а также тот факт, что в целом ряде задач обработки видео существуют ограничения на время 
обработки. Одним из направлений решения этих проблем анализа видео является предварительная обработка видеоданных с 
целью получения их разбиения на однородные сегменты (сцены), что значительно сокращает временные и вычислительные 
затраты при дальнейшем контекстном анализе больших объемов видео информации. И, несмотря, на имеющиеся результа-
ты в этом направлении, задача кластеризации/сегментации видеопоследовательностей остается чрезвычайно актуальной. 

Цель. В работе рассмотрена проблема кластеризации многомерных потоковых данных на примере временной сегмента-
ции видеопоследовательностей.  

Метод. Предложен метод контроля изменений в потоковых данных, что позволяет отслеживать моменты, существенно-
го изменения характеристик входных многомерных данных, на основе адаптивных матричных моделей с введением специа-
лизированного алгоритма настройки прогнозирующей модели.  

Результаты. Проведенный эксперимент на видеопоследовательностях произвольной природы продемонстрировал воз-
можность обнаружения границ сегментов в видео. При этом следует отметить, что предложенный подход существенно за-
висит от результатов пространственной сегментации исходных данных, которая необходима для получения множества ха-
рактеристик, описывающих каждый видеокадр последовательности. 

Выводы. Предложенный в работе метод позволяет проводить кластеризацию-сегментацию многомерных входных дан-
ных при помощи адаптивных матричных моделей. В качестве исходных данных в экспериментальной части использовались 
видеопоследовательности. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: видеоданные, кластеризация, адаптивные матричные модели, критерии настройки, следящий 
сигнал. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

(1), (2),..., ( ),..., ( ),...x x x k x N  – входная последова-
тельность данных; 

( )x k , ( )x̂ k – прогнозируемый элемент последова-
тельности; 

A , B  – матрицы настраиваемых параметров; 
( )E x, y  – критерий идентификации; 

α  – параметр сглаживания; 
( )TLT k  – следящий сигнал Тригга-Лича; 

{ }1 2
( )= ( )i ix k x k – матрица параметров, характери-

зующая результаты сегментации отдельного кадра 
входной последовательности; 

1 2k , ,...,N ,...=  – текущее дискретное время; 
h hA ,B – ( )n n×  и ( )v v×  – матрицы параметров, 

подлежащие оцениванию; 
An – размерность матрицы; 
( )kξ – ( )n v×  – матричный белый шум; 

( )Sp •  –  символ следа матрицы; 
•  – матричная норма Фробениуса; 
Δ  – некоторый порог, определяющий изменение 

свойств; 

( ) ( ) ( )ˆv k x k x k= −  – ошибка прогнозирования на  
k -м такте контроля сигнала ( )x k ; 

( )A kη , ( )B kη – параметры шага поиска. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время обработка и анализ мультиме-

диа контента является одной из важнейших научно-
технических задач. Это напрямую связано с техниче-
ским прогрессом и увеличением числа приборов сбо-
ра подобной информации, что привело к значитель-
ному росту количества мультимедиа информации. 
Это в свою очередь существенно усложняет задачу 
поиска релевантных данных ввиду необходимости 
обработки огромных объемов данных. Особняком в 
этом стоят видео данные, т.к. зачастую они представ-
ляют собой весь комплекс мультимедиа содержимого 
и при этом с ростом качества видео данных (т.е. с 
увеличением разрешения и количества передаваемых 
в секунду кадров) количество необходимой для ана-
лиза информации возрастает экспоненциально. При 
этом одной из особенностей видеоданных является их 
априори слабая структурированность, что значитель-
но усложняет контекстный анализ. 

В связи с этим возникает задача структуризации 
видео, которую можно интерпретировать как задачу 
поиска однородных по содержимому сегментов ин-
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формации, что, по сути, является темпоральной сегмен-
тацией (кластеризацией) видеопоследовательностей. 
При этом следует учитывать, что классические подхо-
ды к кластеризации для подобных данных мало- (либо 
вообще не-) применимы, т.к. зачастую данные посту-
пают не в виде некоего конечного объема, а потоково, 
т.е. априори невозможно предположить характер по-
ступающих далее данных. К тому же поиск соответст-
вий между кадрами необходимо проводить в реальном 
времени или хотя бы в online режиме. Таким образом, 
существует необходимость разработки подходов по 
сегментации-кластеризации видеоданных. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

На входе имеются видео информация, заданная 
последовательностью кадров. Для каждого кадра по-
лучена пространственная сегментация методом JSeg. 

Результаты пространственной сегментации всей 
видеопоследовательности представлены в виде мно-
гомерной матричной последовательности 

(1), (2),..., ( ),..., ( ),...x x x k x N { }1 2
( )= ( ) ;i ix k x k  1 1 2 ;i , ,..,n=  

2 1 2i , ,..,v= . 
В качестве итогового результата необходимо по-

лучить последовательность данных ( )x̂ k , которую 
используем для отслеживания изменений свойств ис-
ходных данных, что, в свою очередь, используется 
для временной сегментации видеопоследо-
вательностей. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

В настоящее время существует целый ряд подхо-
дов к сегментации видео [1–3]. В то же время, задачи 
сегментации-кластеризации с точки зрения обнару-
жения изменения свойств временных рядов достаточ-
но часто встречаются во множестве практических 
приложений, а для их решения на сегодня разработа-
но множество подходов и конкретных алгоритмов [4, 
5]. Задача существенно усложняется, если контроль 
не обходимо производить в режиме реального време-
ни, когда данные поступают на обработку одно за 
другим, зачастую с достаточно высокой частотой. 
В этой ситуации на первый план выходят методы ран-
него обнаружения разладок [6] и online кластериза-
ции-сегментации [7]. Еще более задача усложняется, 
если объемом контроля являются потоки видео, при 
этом объектом контроля являются не скалярные или 
векторные наблюдения, а последовательности мат-
ричных сигналов. Конечно, матрицы наблюдений мо-
гут быть векторизированы, однако при этом резко 
возрастает размерность обрабатываемых векторов. В 
подобной ситуации более предпочтительными оказы-
ваются методы, основанные на непрямом подходе к 
кластеризации последовательности наблюдений [8], в 
рамках которого контролируются не собственно на-
блюдения, подлежащие анализу, а некоторые их ха-
рактеристики, для расчета которых должен быть вве-
ден дополнительный контур предобработки входных 

сигналов. Так в [9] была предложена процедура обна-
ружения изменений в многомерных потоках видео на 
основе последовательной кластеризации, при этом 
объектом кластеризации являлись статистические 
характеристики контролируемых процессов, такие как 
средние, дисперсии, коэффициенты корреляции, рас-
считываемые в online режиме с помощью рекуррент-
ных процедур. Такой подход подтвердил свою эффек-
тивность, однако он неявно предполагает, что обраба-
тываемая информация имеет стохастическую приро-
ду, что не всегда корректно в задачах обработки пото-
ков видео. В связи с этим предполагается целесооб-
разным разработать метод контроля и анализа пото-
ков матричных сигналов, не апеллирующий к стати-
стической природе обрабатываемых данных. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для описания входных сигналов, представленных 
в виде многомерной матричной последовательности, 
в [10] была введена прогнозирующая матричная авто-
регрессионная модель вида 

 

1
( ) ( ) ( )

An
h h

h
x k A x k h B k .

=
= − + ξ∑    (1) 

 
Вводя далее составные матрицы параметров 

1 2( )AnA A A ... A=  размерности An nn× , 
1 2( )An TB B B ... B=  размерности Avn v×  и  

 
( 1) 0

( 1)= ( )

0 ( )A

x k

x k x k h

x k n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
размерности A Ann vn× . Выражение (1) может быть к 
компактной форме 
 

( ) ( 1) ( ),x k Ax k B k= − + ξ  
 

в соответствие которой может быть поставлена адап-
тивная матричная модель вида [8] 
 

( ) ( 1) ( 1) ( 1),x̂ k A k x k B k= − − −    (2) 
 

при этом ( 1)A k − , ( 1)B k −  получаются на основании 
предыдущих ( 1)k −  наблюдений (1), (2),..., ( 1)x x x k − . 

Для настройки параметров адаптивной матричной 
модели (2) в [11] был предложен оптимальный гради-
ентный алгоритм идентификации, минимизирующий 
одношаговые критерии 
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2

( ( ) ) ( ( ) ( 1) ( 1) ( 1))
( ( ) ( 1) ( 1) ( 1))

( ) ( )= ( )

T

A AT A

E x k ,A Sp x k A k x k B k
x k A k x k B k

SpV k V k V k ,

= − − − − ⋅
⋅ − − − − =

=

 (3) 

2

( ( ) ) ( ( ) ( ) ( 1) ( 1))
( ( ) ( ) ( 1) ( 1))

( ) ( )= ( )

T

B BT B

E x k ,B Sp x k A k x k B k
x k A k x k B k

SpV k V k V k .

= − − − ⋅
⋅ − − − =

=

    (4) 

 
 Процедура градиентной минимизации критериев 
(3), (4) может быть записана в виде 

 
( )= ( 1)+ ( ) ( ) ( 1) ( 1),
( )= ( 1)+ ( ) ( 1) ( ) ( ).

A T T
A

T B
B

A k A k k V k B k x k
B k B k k x k A k V k

⎧ − η − −
⎨ − η −⎩

 (5) 

 
Оптимизация процедуры (5) по быстродействию 

ведет к алгоритму 
 

1

( )= ( 1)+( ( ) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( ))( ( ) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( )) ( ) ( 1) ( 1),
( )= ( 1)+( ( ) ( ) ( 1)

T

T

T

A T T

A A T

T T T

A A T

B T

A k A k SpV k B k x k
x k B k V k SpV k B k
x k x k B k B k x k x k
B k V k V k B k x k
B k B k SpV k A k x k x

−

− − − ⋅
⋅ − − − ⋅

− − − − − − ⋅
⋅ − − −

− −

1

( 1)
( ) ( ))( ( ) ( 1) ( 1) ( )
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ))
( 1) ( ) ( ).

T

T B T T

B B T T

T T B

k
A k V k SpA k x k x k A k
V k V k A k x k x k A k
x k A k V k

−

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨

− ⋅⎪
⎪⋅ − − ⋅
⎪
⋅ − − ⋅⎪
⎪⋅ −⎩

(6) 

 
Алгоритм (6), являясь матричной модификацией 

алгоритма Качмажа и обладая максимальным быстро-
действием в классе градиентных процедур, не облада-
ет фильтрующими свойствами, а, следовательно, чув-
ствителен к действию помех, что ограничивает его 
возможности при работе с зашумленными сигналами. 

Эффективными сглаживающими свойствами обла-
дают процедуры идентификации, основанные на мето-
де наименьших квадратов, однако он не может быть 
использован в исходной форме для модели типа (2). 

Для преодоления этого затруднения поставим в 
соответствие модели (2) выражение 

 
( )= ( )Bx̂ k Ax k , 

 
(здесь ( )= ( 1) ( 1)Bx k x k B k− − ) и введем критерий иден-
тификации 
 

1

( ( ) )

( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))

B

k
B B T

E x k ,A

Sp x A k x x A k x
τ=

=

= τ − τ τ − τ∑
,  

 
минимизация которого по ( )A k  ведет к оценке [10] 
 

1( )= ( ) ( ),A A
A k p k R k−    (7) 

при условии, что  
 

1
( )= ( ) ( )T

k
B

Ap k x x
τ=

τ τ∑ ,  (8) 

1
( )= ( ) ( )T

k
B B

A
R k x x

τ=
τ τ∑ .  (9) 

 
Расчет матриц (8),(9) несложно организовать в ре-

куррентной форме, при этом 
 

( )= ( ) ( )+ ( 1),
( )= ( ) ( )+ ( 1).

T

T

B
A A

B B
A A

p k x k x k p k
R k x k x k R k

⎧ −⎪
⎨ −⎪⎩

 

Или 
 

11

11

( )= ( ) ( )+ ( 1),

( )= ( ) ( )+ ( 1).

T

T

kB
A Ak k

kB B
k kA A

p k x k x k p k

R k x k x k R k

−

−

⎧ −⎪
⎨

−⎪⎩
   (10) 

 
Аналогично предыдущему введем модель  
 

( )= ( )Ax̂ k x k B  
 
(здесь ( )= ( 1)Ax k Ax k − ) и критерий идентификации 
 

1
( ( )) ( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))

k
A A A TE B,x k Sp x x B k x x B k

τ=
= τ − τ τ − τ∑

 
минимизация которого по ( )B k  ведет к соотношени-
ям аналогичным (7)–(9): 
 

1( )= ( ) ( ),BB
B k R k p k−     (11) 

 

при 
1

( )= ( ) ( )
k

T A
Bp k x x

τ=
τ τ∑ , 

1
( )= ( ) ( )T

k
A A

B
R k x x

τ=
τ τ∑  или 

в рекуррентной форме 
 

( )= ( ) ( )+ ( 1),
( )= ( ) ( )+ ( 1),T

T A
B B

A A
B B

p k x k x k p k
R k x k x k R k

⎧ −⎪
⎨

−⎪⎩
 

11

11

( )= ( ) ( )+ ( 1),

( )= ( ) ( )+ ( 1).T

kT A
B Bk k

kA A
B Bk k

p k x k x k p k

R k x k x k R k

−

−

⎧ −⎪
⎨

−⎪⎩
   (12) 

 
Очевидно, что использование подобного подхода 

ведет к тому, что сглаживаются не только случайные 
возмущения, но и изменения в полезном сигнале, ко-
торые необходимо обнаружить. 

В подобной ситуации целесообразно воспользо-
ваться идеями экспоненциального сглаживания 
Р. Брауна, занимающими место между одношаговыми 
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процедурами идентификации и классическим мето-
дом наименьших квадратов. 

Вводя параметр сглаживания 0 1< α <  в соотно-
шения (10), (12), окончательно приходим к процедуре 
настройки адаптивной матричной модели: 

 
1( )= ( ) ( ),A A

A k p k R k−  

( )= ( ) ( )+(1 ) ( 1),
( )= ( ) ( )+(1 ) ( 1).

T

T

B
A A

B B
A A

p k x k x k p k
R k x k x k R k

⎧ α −α −⎪
⎨ α −α −⎪⎩

   (13) 

1( )= ( ) ( ),BB
B k R k p k−  

( )= ( ) ( )+(1 ) ( 1),
( )= ( ) ( )+(1 ) ( 1).T

T A
B B

A A
B B

p k x k x k p k
R k x k x k R k

⎧ α −α −⎪
⎨

α −α −⎪⎩
   (14) 

 
Контроль за изменениями свойств матричного 

сигнала ( )x k  удобно организовывать базируясь на 
идеях экспоненциального сглаживания. Наиболее 
подходящей основой для этого является использова-
ние, так называемого, следящего сигнала [12], наибо-
лее эффективным из которых с точки зрения процесса 
обнаружения свойств является сигнал Д. Тригга-
А. Лича [13], который известен в скалярной форме, 
ориентированной на анализ одномерных последова-
тельностей. В [14] введена модификация метода 
Тригга-Лича, ориентированная на анализ векторных 
временных рядов, при этом необходимо отметить, что 
процедура требует использования набора параметров, 
задаваемых извне, что естественно вносит в процесс 
контроля значительный элемент субъективизма. По-
нятно, что использование этого подхода для контроля 
матричных процессов вряд ли может обеспечить тре-
буемое качество контроля. 

Базовый следящий сигнал Тригга-Лича в одномер-
ном случае может быть записан в виде [12] 

 
( )( )=
( )

TL T kT k ,
T k
′
′′

  (15) 

 
при условии, что 

 
( )= ( )+(1 ) ( ),T k v k T k′ ′α −α   (16) 

( )= ( ) +(1 ) ( ).T k v k T k′′ ′′α −α   (17) 
 

При этом факт изменений свойств сигнала ( )x k  в 
каждый момент времени фиксируется в ситуации когда 
 

( ) ( 1)TL TLT k T k .− − ≥ Δ   (18) 
Введем в рассмотрение апостериорную ошибку 

настройки модели (2) 
 

{ }1 2
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )= ( ) ,i iv k x k A k x k B k v k= − −  

 
задаваемую в виде ( )n v×  – матрицы отклонений вы-
ходов модели от реального сигнала. 

В качестве следящего сигнала будем рассматри-
вать выражение (15), где вместо (16), (17) введем 
оценки: 

 

1 2
1 2

1 2
1 2

1 1

1 1
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( )= ( ) +(1 ) ( 1),

n v
i i
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которые также могут быть записаны в форме 
 

1 2
1 2

1 2
1 2

1
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1
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более удобной для online контроля. 
Собственно контроль сигнала производится на ос-

нове неравенства (18) и, в случае обнаружения суще-
ственного изменения свойств, производится обновле-
ние параметров сглаживания согласно соотношения 
[10] ( )TLT k .α =  

 

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
Для эксперимента использовались видео фрагмен-

ты из документального сериала “Destroyed in 
Seconds”. Примеры кадров входных видеопоследова-
тельностей представлены на рис. 1. Каждый из роли-

 
Рисунок 1 – Примеры входных видеопоследовательностей 
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ков представляет собой совокупность сцен, в которых 
происходит резкая смена от обычной съемки некоего 
процесса, до съемки чрезвычайной ситуации, и ее по-
следствий.  

Для проведения анализа предложенного подхода 
к поиску изменений свойств многомерных временных 
рядов исходные кадры видеопоследовательностей 
подвергаются пространственной сегментации, пример 
которой показан на рис. 2. 

 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Результатом работы предложенного метода кла-

стеризации является одномерная последовательность 
данных, соответствующая исходным многомерным 
данным. Моменты существенных скачков значений в 
этой последовательности являются границами сег-
ментов в видео. Пример результата для входной по-
следовательности данных показан на рис. 3. 

 

6 ОБСУЖДЕНИЯ 
По полученным результатам можно отметить мо-

менты наиболее существенных изменений потоковых 
данных в виде пиков на графиках, в частности изме-
нения между сценами произошли в 35, 140, 263 и 374 
кадрах, что соответствует реальным данным. Это по-
зволяет выделить сегменты видео однородной приро-
ды и моменты переходов между ними, что, в свою 
очередь, приводит к возможности получения сегмен-
тации/кластеризации входных видеопоследовательно-

стей. При этом надо отметить, что некоторые сегмен-
ты обладали не совсем однородной структурой, что в 
целом объясняется спецификой данного видео, т.к. 
происшествие происходило на песке и из-за возник-
новения и изменения облаков песка, поднятых в ре-
зультате падения гонщика, в процессе пространствен-
ной сегментации получались не совсем однозначные 
результаты для этого временного сегмента. Т.е. нужно 
отметить существенную зависимость результата вре-
менной сегментации/кластеризации от предваритель-
ной пространственной сегментации. 

 

ВЫВОДЫ 
В работе решена задача кластеризации видео дан-

ных при помощи адаптивных матричных моделей  
Предложена процедура контроля потоков видео, за-
данных в форме последовательности матричных сиг-
налов, последовательно поступающих на обработку. 
Для анализа изменений в потоке данных используется 
адаптивная матричная модель, настраиваемая с по-
мощью специализированного алгоритма настройки, 
являющегося гибридом градиентных процедур и ал-
горитмов оптимизации второго порядка с использова-
нием идеи  экспоненциального  сглаживания. Предла-
гаемый подход ориентирован на обнаружение, как 
плавных изменений сигнала, так и скачков. Процеду-
ра, характеризуется высоким быстродействием и про-
стотой численной реализации. 

 

 
 

Рисунок 2 – Пример пространственной сегментации видеопоследовательности 
 

 
 

Рисунок 3 – Результаты кластеризации входной видеопоследовательности 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. В даний час аналіз багатовимірних даних є одним з пріоритетних напрямків наукових досліджень. Це 
пов’язано з практично не контрольованим зростанням обсягів інформації і виникненням необхідності отримання/пошуку різно-
го роду корисних даних з неї. При цьому аналіз відеоданих є одним з найбільш складних з обчислювальної точки зору не тіль-
ки через великі обсяги оброблюваних даних, а й з огляду на слабку структурованість відео, а також той факт, що в цілому ряді 
задач обробки відео існують обмеження на час обробки. Одним з напрямків вирішення цих проблем аналізу відео є попередня 
обробка відеоданих з метою отримання їх розбиття на однорідні сегменти (сцени), що значно скорочує часові і обчислювальні 
витрати при подальшому контекстному аналізі великих обсягів відеоінформації. І, не дивлячись, на наявні результати в цьому 
напрямку, задача кластеризації/сегментації відеопослідовностей залишається надзвичайно актуальною. 

Мета. У роботі розглянута проблема кластеризації багатовимірних потокових даних на прикладі часової сегментації від-
еопослідовностей.  

Метод. Запропоновано метод контролю змін потокових даних, що дозволяє відстежувати моменти, істотної зміни харак-
теристик вхідних багатовимірних даних, на основі адаптивних матричних моделей з введенням спеціалізованого алгоритму 
налаштування прогнозуючої моделі. 

Результати. Проведений експеримент на відеопослідовність довільної природи продемонстрував можливість виявлення 
границь сегментів в відео. При цьому слід зазначити, що запропонований підхід суттєво залежить від результатів просторо-
вої сегментації вихідних даних, яка необхідна для отримання множини характеристик, що описують кожен видеокадр 
послідовності. 

Висновки. Запропонований в роботі метод дозволяє проводити кластеризацію-сегментацію багатовимірних вхідних да-
них за допомогою адаптивних матричних моделей. В якості вихідних даних в експериментальній частині використовували-
ся відеопослідовності. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: відеодані,кластеризація, адаптивні матричні моделі, критерії настройки, стежачий сигнал. 
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ABSTRACT 
Context. At present, the multidimensional data analysis is one of the priority scientific research areas. This is due to the almost 

uncontrollable growth in the information size and the need to obtain/search for various kinds of useful data from it. At the same time, 
video data analysis is one of the most difficult from a computational point of view, not only because of BigData being processed, but 
also due to the video unstructuredness, and also the fact that in a bunch of video processing applications exist limitations on the 
processing time. One of the ways to solve these video analysis problems is to pre-process the initial data in order to get them split 
into homogeneous segments (shots), which significantly reduces the time and computational costs for further content-based video 
analysis in video database. And, despite the existing results in this direction, the video sequences clustering/segmentation problem 
remains extremely relevant. 

Objective. The paper considers the problem of clustering multidimensional streaming data as example of temporal video 
segmentation.  

Method. A method for controlling changes in streaming data is proposed, which allows you to detect the moments of a 
significant change in the input multidimensional data characteristics, based on adaptive matrix models with the specialized tuning 
algorithm for the predictive model introduction. 

Results. The conducted experiment on an arbitrary video sequences demonstrated the video shot detection possibility. It should 
be noted that the proposed approach essentially depends on the input data spatial segmentation results, which is necessary to obtain a 
characteristics set describing each frame of the video sequence. 

Conclusions. The proposed method allows multidimensional input data clustering/segmentation by adaptive matrix models. As 
initial data in the experimental part, video sequences were used. 

KEYWORDS: video data, clustering, adaptive matrix models, tuning criteria, tracking signal. 
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ABSTRACT 
Context. The important problem of increasing the effectiveness of functioning telecommunication networks with package 

commutation is considered. Some ways are suggested for improving algorithmic tools for information exchange based on using 
methods and means of diagnosing errors in packages with data transferred. The object of this investigation is the process of data 
transfer and determining spoilt packages in messages. 

Objective. The objective of this paper is to decrease the average relative time of package delivery and also to increase the 
probability of faultless information transfer to user on the basis of modelling various data exchange protocols.  

Method. A method is suggested for the synthesis of universal, fast-acting multi-channel devices designated for controlling and 
diagnosing messages in data exchange networks with package commutation. Determining faulty packages is carried out based on 
using cyclic codes and the signature analysis method, which allows creating simple and sufficiently effective devices for data control. 
A comparative analysis of data exchange protocols is carried out based on using the method of probability-time graphs.  

Results. There have been obtained recommendations as to effective using protocols for information exchange with respect to 
usage conditions and characteristics of networks with package commutation.  

Conclusions. In this research the formalization of information processing based on the signature analysis has been accomplished 
and the method for the synthesis of multi-channel control devices with localizing errors in message packages has been improved. At 
that, the approach to data exchange in networks with package commutation has been improved. A comparative analysis of the three 
main scientific approaches that use cyclic error detecting codes has been carried out with the help of probability-time graphs. 

KEYWORDS: package, message, signature analysis, datagram channel, data transfer. 
 

ABBREVIATIONS 
PTG is a probability-time graph; 
GF is a Galois field; 

 

NOMENCLATURE 
H  is a state matrix for signature analyzer; 
hi is a column of state matrix Н; 
v(t) is a input data sequence; 
a.i is a i-th coefficient of characteristic polynomial; 
Р(х) is a characteristic polynomial; 
S is a transition matrix for analyzer states; 
Sigv(t) is a input sequence signature; 
∑ is a sum modulo 2; 
vi is the і-th element of the input sequence; 
w is the number of elements in the input sequence; 
z is the number of device working cycles; 
gi is a signature of the i-th group (package);   
φ, ψ are error syndromes for the input sequence; 
Е1, Е2 are etalon signatures; 
еі is an etalon of the i-th group of digits; 
Тр is a package transfer time; 
Тpd is a package delivery time; 
Тto is a time-out time; 
Тrec is a receipt transfer time; 
Ppd is a package delivery probability; 
Plos is a package loss time; 
Pde  is a package error detection probability; 
Pne is a package error non-detection probability; 
Prd is a receipt delivery probability; 

P1 is a probability of error appearance in one package; 
Pm is a probability of error appearance in several 

packages; 
Z is a formal variable. 

 
INTRODUCTION 

A characteristic feature of distributed systems that 
make them differ from single devices is a possibility of 
partial failure. A partial failure happens when one 
component of the distributed system starts 
malfunctioning. This failure can affect the work of some 
components, whereby the other components continue 
functioning normally. If a global failure occurs in a 
distributed system, it affects all its components and can 
easily prevent the entire system from normal functioning.  

When a distributed system is developed, it is very 
important to provide means for automatic system 
recovery after partial failures, the productiveness of the 
entire system being probably decreased. In particular, 
whenever a failure happens, the distributed system during 
the recovery process should work in an acceptable 
manner, i.e. it should be resistant to failures and stay at 
some level of its functionality. 

The main reason for complicating data exchange 
networks is related with the fact that digital data transfer 
systems are sensible to different influences that can cause 
the appearance of random data, information losses or 
spoiling [1]. Therefore, it is important to be able to detect 
many errors in the network of distributed systems when 
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the volume of service information does not increase in 
each data unit.  

This aim can be reached by developing universal 
means for message control. As a basis for this research 
methods and algorithms for antijamming coding are used. 
Means for information control with the help of cyclic 
redundant codes are now broadly applied. Their software 
and hardware implementation does not course serious 
difficulties [2]. 

A cyclic redundant code simplifies detecting the 
following types of errors. Firstly, hardware malfunctions 
sometimes cause damage to certain sets of bits. Cyclic 
redundant codes detect such errors better than check sums 
do. Secondly, cyclic redundant codes are particularly 
convenient for detecting error packages [3]. The detection 
of such packages is very important as they cause many 
problems that should be eliminated with the help of 
network hardware tools.  

The object of study is the process of data transfer and 
the detection of damaged packages in messages.  

The subject of study can be formulated as methods 
for searching and diagnosing errors in message packages.  

The purpose of the work is to decrease the message 
transfer time and to increase the probability of faultless 
information transfer to user on the basis of modelling 
different data exchange protocols. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The state matrix of a signature analyzer can be built 
with the help of a characteristic polynomial over the Galois 
field GF(2). At that, each column of this matrix can be 
determined according to the following expression [1]: 

 

0 , 0,1, ...wi
ih S h i= ⋅ = , (1)

 

where h0 = ║10…0║Т; the corresponding matrix S 
uniquely describes the characteristic polynomial [3]:   
 

1 1
1 1( ) .. .. 1n n i

n n iP x a x a x a x a x−
−= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ , (2)

 

where {0,1}ia ∈ .  
The process of obtaining a signature for the input sequence 

v(t) can be represented with the help of the following 
expression: 

 

0
0

( )
w

i
i

i
sigv t S v h

=
= ∑ . (3)

 

Expression (3) can be transformed to the following form: 
 

0
( ) .

w
i i

i
sigv t h v

=
= ∑  (4)

Thus, the input sequence signature equals the sum of 
those state matrix columns that correspond to nonzero 
elements vi.  

The problem consists in synthesizing simple in 
implementation, fast-acting multi-channel signature 
analyzers for data control that allow detecting spoiled 

packages in transferred messages. At that, the results of 
information convolutions should strictly correspond to the 
classical single-channel device [4]. 

 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
The development of network technologies 

substantially increases requirements to the effectiveness 
of data transfer systems, including an increase in transfer 
reliability and bandwidth, which has always been 
attracting attention of specialists in information 
technologies and telecommunications. 

Issues related to assessing and substantiating 
principles of developing methods for information 
exchange in distributed computer networks are considered 
in [1, 5–8]. In these papers concepts of building systems 
for dynamic control of information exchange have been 
investigated. Some recommendations for increasing the 
effectiveness of hardware and software of known and 
prospective computer nets have been suggested.   

In the process of data transfer very high requirements 
are put forward as to the correctness of message delivery. 
The satisfaction of these requirements is based on using 
feedback in combination with anti-jamming codes that are 
described and investigated in the classical literature on 
this matter [2, 3]. 

One of such scientific approaches to using cyclic 
codes is the signature analysis that is successfully applied 
not only to information transfer control, but also to 
checking the working capacity of electronic digital 
equipment. The usage of this method was substantiated in 
[4]. In order to decrease time and increase reliability of 
information transfer, in recent papers [5–12] different 
methods for data exchange modelling are suggested. In 
order to increase the speed and broaden the functionality 
of signature analyzers, in recent papers [13] multi-channel 
signature analyzers are proposed. Nevertheless, enhancing 
their possibilities as to detecting and localizing errors 
leads to a significant increase in information or hardware 
redundancy.  

At present, when requirements to the reliability of 
information being transferred between various objects 
increase, the problem of developing simple and effective 
methods for decreasing the average relative data delivery 
time becomes very important. Increasing the probability 
of faultless information transfer to user is of current 
importance as well.  
 

3 MATERIALS AND METHODS 
Managing data exchange can be carried out by 

selecting a strategy for distributing resources (centralized, 
hierarchical, decentralized), a method for information 
support, a method for controlling channel, buffer, 
information and time resources [1]. When controlling 
channel resources, it is possible to influence both the 
parameters of the information channel and the structure 
and parameters of the multigrip route. The selection of 
parameters for computer network control is hard to 
formalize. It is often based on personal preferences of 
managers and researcher. One of the most important 
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directions for such investigations is the analysis of data 
exchange effectiveness with package commutation based 
on probability-time graphs [5–12]. Nonetheless, all of 
them are oriented towards investigating existing rules for 
information exchange (protocols). Changing protocols is 
possible on the basis of applying new technologies, 
methods and tools for data transfer and control.   

Improving fast-action of devices for controlling 
message transfer is of particular importance when data are 
exchanged via a datagram channel, in which each package 
is delivered to user and processed as a separate message. 
The phases of conjunction and disjunction are absent 
here. After delivering all packages a message is formed 
on the reception side. The last actions can substantially 
increase the message delivery time if at least one package 
is delayed.  

Let us consider some possibilities of extending the 
diagnostic functions of the signature analysis. Let an input 
sequence be entered into the signature analyzer by groups, 
each group containing m digits. Then formula (4) can be 
transformed to the following expression: 

 

1 1
( 1)

1 0
1 ( ) ,

z m
m i j

j
i j

sig v t S S v
− −

−

= =
= ∑ ∑  (5)

 

where the input sequence is checked for m digits per 
cycle. During the first cycle the device processes a group 
of digits vm(r–1), v(m+1)(r–1),… vmr–1, and during the last cycle 
the group v0, v1, … , vm–1 is processed. In order that the 
result corresponds to expression (12), it is necessary to 
multiply the signature of the first digit group by the 
matrix Sm(r–1), and the result should be added modulo 2 to 
the second group of digits from the input sequence, which 
should be multiplied by matrix Sm(r–2). These actions are 
repeated till data checking is not finished and the last 
group of digits is input.  

Let us fulfill a linear transformation of the obtained 
signature (5) according to the following rule [14]: 

 

1

1
2 ( ) .

z
j

j
j

sig v t g S −

=
= ∑  (6)

 
Thus, we have obtained two signatures or two 

checking code words: sig1v(t) and sig2v(t). As a checking 
code combination, it is necessary to use two etalon 
signatures (or two checking words) Е1 and Е2, which 
consist of the set of etalons for digit groups of the 
information sequence [13]: 

 

1 1 2
1 1 1

2 1 2

E ... ,

E ... ,
z

z

e e e

e e e

= + + +

= + + +
 (7)

 

where 1 j 1
j je = e S .−

 If an error appears in the i-th 
package, the signature gi, will change and the error 
syndromes will be calculated as follows: 

1 1

,

.
i i

i i
i i

n g e

g S e S− −

ϕ = +

ψ = +
 (8)

Thus, in order that both error syndromes coincide, it is 
necessary to multiply one of them by Sі-1 or fulfill i -1 
shifting cycles in the registry of the signature analyzer. 
The number of such shifting cycles for the syndrome ψ 
will show the number of the digit group or the package 
number in which an error occurred. In case the syndromes 
have not coincided, a conclusion can be drawn that there 
is an error in several packages. 

A peculiarity of message transfer by packages via a 
datagram channel implies the possibility for each package 
to use its own separate route. At that, packages can be 
delivered to user at different time moments and from 
different directions. In case each package contains a code 
word for checking the information being transferred, this 
check can be accomplished immediately on package 
arrival. Nonetheless, the presence of check words in each 
package, although it increases reliability of transferred 
data, leads to a substantial increase in information 
redundancy. If a network is reliable and the probability of 
error occurrence is not high, this redundancy cannot be 
justified. In order to decrease redundancy, it is possible to 
use two check words for the entire message and fulfill 
error searching based on expression (9).  

Using such an approach to detecting errors in 
packages leads to changes in the data exchange protocol. 
Since feedback is used for improving the quality of 
serving traffic in many protocols, let us consider the 
process of transferring and receiving a message in 
systems with negative answerback feedback.  

In Fig. 1 a probability-time graph (PTG) is shown that 
characterizes the process of message transfer in 
accordance with the suggested protocol. In this figure the 
following notation is introduced: 

– vertex “0” is the start of message transfer; 
– vertex “і” (і = 1…w) is the start of transferring the i-

th package of the message; 
– vertexes “los”, “cor”, “ne”, “de” correspondingly 

denote the loss of a package (“los”), its correct reception 
(“cor”), the reception of a package with an undetected 
error (“ne”), and the detection of an error in a package 
“de”. 

A sequential transfer of packages in a message is 
described with the arc f0:  

 

0 .pTf Z=  (9)
 

In accordance with the protocol a package can be lost. 
The transition to this state (vertex “los”) is characterized 
by the following function [1]:  

 

.pdT
los losf P Z=  (10)

 
As a result of the package loss, after the time-out Тto, a 

receipt will be sent to user: 
 

.toT
to rdf P dZ=  (11)
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Figure 1 – PTG characterizing the process of message 

transfer 
 

By analogy the functions describing the transitions to 
the vertexes “cor”, “ne”, “de” are defined: 

pdT
cor corf P Z= ; 

pdT
ne nef P Z= ; (12)

pdT
de def P Z= . 

If there are no errors or an undetectable error occurs, a 
decision is made regarding the reception of the message 
(vertexes “cor1” and “er”). 

The result of this algorithm can be a conclusion as to 
the correct reception of the message or an error occurred. 
At that, if an error occurred in several packages, after the 
time-out Тto a receipt will be set to user about the 
necessity of repeating the entire message (transition from 
the vertex “de” to the vertex “0”).  This process is 
characterized by the following function: 

1 recT
to mf P Z= . (13)

If an error has occurred in a single i-th package, a 
receipt is sent about the necessity of its repetition 
(transition from the vertex “de” to the vertex “і”). This 
process is characterized by the following function: 

 

1 1
recTf P Z= . (14)

 

When a package is transferred repeatedly, errors can 
occur or the package can be lost (transitions from the 
vertex “і” to the vertex “de1” and “los” correspondingly), 
and also the correct reception or a reception with an error 
can happen (transitions from the vertex “і” to the vertexes 
“cor” and “ne” correspondingly). For example, when an 
error is detected in the package a function characterizing 
this process is calculated according the following 
formula: 

 

2 recT
to rdf P Z= . (15)

 

4 EXPERIMENTS 
Let us consider data exchange process with an 

unlimited number of repetitions of package or message 
transfers.   

PTG characterizing the process of message transfer is 
equivalently transformed to the following form (Fig. 2).  

 
Figure 2 – Transformed PTG characterizing the process of 

message transfer 
 

In Fig. 2 the following notation is used: 

0 ;pd toT T
de mF P Z P Z= ⋅  

1 ;pdT
corF P Z=  

2 ;recT
recF P Z=  

3 ;pdT
corF P Z=  

4 ;pdT
neF P Z=  

  
5 1 ;pd recT T

deF P Z P Z= ⋅
  

(16) 

6 ;pdT
losF P Z=  

7 (1 ) ;recT
recF P Z= −  

8 1(1 ) ;recT
rec losF P P P Z= − − −  

9 1 ;pd pdT T
neF P Z P Z= ⋅  

10 1 (

).

pdrec to

pd to

TT T
los rec

T T
de rec

F P Z P Z P Z

P Z P Z

= ⋅ ⋅ +

+ ⋅
 

 

The generating function corresponding to the graph is 
the sum of the functions for all paths connecting the start 
and end vertexes of the graph [1].  Since in this case the 
end vertex is split into two components that correspond to 
the correct reception and the package reception with an 
error, the generating function can be represented as 
follows: 

(Z) ( ) ( ).cor neF F Z F Z= +  (17)

From the transformed graph (Fig. 2) we can find 
values of the generating functions: 
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0 4 1 7 2

5 10 9 6 8 2

1 / (1 )( / (1 )
/ (1 ) ( / (1 ));

neF F F F F F
F F F F F F

= − + − +

− ⋅ + −  
0 3 5 8 101 / (1 )( / (1 )).corF F F F F F= − + −  (18)

 
According to the obtained generating functions it is 

possible to find the probability of the correct package 
delivery, the probability of a package delivery with an 
error, and also the average time for package delivery with 
the help of the following expressions [1]: 

 
1

1

1

( ) | ;
( ) | ;

(Z) / dZ | .

cor cor Z

ne ne Z

av Z

P F Z
P F Z
T F

=

=

=

=

=

=

 (19)

 
5 RESULTS 

A comparative analysis of ways for data exchange in 
networks with package commutation will be carried out 
for three main approaches that use cyclic error detecting 
codes. The following ways are considered: 

– for data checking two convolutions (code words) are 
sent that detect errors according expressions (5–10); 

– a data convolution (code word) is available in each 
package; 

– a single data convolution is available in the message. 
The first case is described above, on the basis of 

which PTG is built (Fig. 1, 2) and there have been 
obtained expressions for calculating the average time of 
package delivery to user. The second option of data 
exchange rules is characterized with PTG [12], and there 
have been obtained expressions for calculating the 
average relative time of package delivery to user. The 
third option of data exchange rules can be described with 
the help of PTG like Fig. 1 when graph vertexes 
implementing a repeated package transfer are absent. A 
comparative analysis of the data delivery ways can be 
carried out with respect to the average relative way of 
package delivery to user (Tav/Tpd ) depending on the 
probability of error detection. In Fig. 1 graphs for such 
dependencies are presented. At that, Tav(Pde) represents 
the first option of data exchange organization, Tav1(Pde) 
represents the second one, and Tav11(Pde) represents the 
third one.     

Based on the obtained graphs, we can deduce that 
when the probability of error detection is low (Pde <0.4), 
for obtaining the minimum time of package delivery to 
user, we should use the first control option with two code 
words per entire message. When Pde > 0.4 the second 
option is preferable, with one checking convolution in the 
package. Such a result is conditioned by the fact that 
when the error detection probability increases, the 
possibility of repeating the message but not the package 
increases, which in turn causes a significant increase in 
the package transfer average time.  

In Fig. 4 a dependence is presented for the average 
relative time of package delivery both on the error 
detection probability and on the probability of error 
detection in one package.  

The results presented in Fig. 4 are somehow 
associated with the results shown in Fig. 3. In particular, 
the indicators of the package transfer average relative 
time growth are equal in both figures. Nevertheless, an 
error detection probability increase in one package by 0.1 
on average leads to an increase in the average package 
delivery time by 10–15%. The error detection probability 
in a message (in several packages) similarly influences 
the average package delivery time.  

  

 
Figure 3 – Dependencies of the average relative time for 

package delivery on the error detection probability 
Notation: 

1 – Average time of package delivery when there are two check 
words in a message; 

2 – Average time of package delivery when there is a check 
word in each package; 

3 – Average time of package delivery when there is a single 
check word in a message 

 
In Fig. 5 some results are shown for investigating the 

dependency of the average probability of message 
reception with an error on the probability of the error 
detection in the route for the three cases of data transfer 
control. In order to receive data with the minimum error, 
one should select the second option that uses a check 
word in each package. When values of the error detection 
probability are low (Pde <10–2) the probability of message 
reception with an error for the second control option with 
two check words becomes approximately 5% worse than 
for the others. This can be explained by the necessity of 
package or message transfer repetition as compared with 
the second and third options. 

In Fig. 6 some results are shown for investigating the 
dependence of receiving a message with an error on the 
probability of error non-detection for the same options of 
data exchange control. 

Fig. 6 shows that in order to receive data with the 
minimum possible undetected error, one should select the 
second option that uses a check word in each package. If 

1 

2 

3 
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values of the error detection probability are low  
(Pde <10–2), the probability of message reception with an 
error for the first control option with two check words 
becomes approximately the same as for the second option. 
At that, the probability of error non-detection approaches 
asymptotically to 0.008. 

When the network load increases, the number of 
occupied memory cells in the commutation center buffer 
devices increases, which leads to decreasing the 
bandwidth. In Fig. 7 some results are shown for investiga- 

 

 
Figure 4 – Dependencies of the package delivery average 

relative time on the probability of error detection in one package 
 

 
Figure 5 – Dependencies for the average probability of message 

reception with an error on the probability of error detection 
Notation: 

1 – Average probability of message reception with an error 
when there are two check words in the message; 

2 – Average probability of receiving a message with an error 
when there is a check word in each package; 

3 – Average probability of receiving a message with an error 
when there is a single check word in the message 

 
 

ting the dependence of the average relative package 
delivery time on the probability of losing a package in the 
network, which can happen because of network overload 
or errors in the address part of the package. 

Some research represented in Fig. 7 has been carried 
out for different values of the package length and time-
outs. It can be seen in Fig. 7 that the average relative 
package delivery time decreases as the size of a package 
or time-out decrease. Such results reflect a tendency 
similar to that demonstrated in [1, 11]. 

 

 
Figure 6 – Dependencies for the average probability of message 
delivery with an error on the probability of error non-detection 

 

 
Figure 7 – Dependences of the package delivery average 

relative time on the probability of package loss in the network 
 

6 DISCUSSION 
On the basis of probability-time graphs a comparative 

analysis has been carried out for the three main methods 
of controlling information transfer with the help of error 
detecting cyclic codes. At that, the following ways have 
been investigated: 

– for data checking two convolutions (code words) 
detecting errors are sent; 

1 

2 

3 
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– check data convolution (code word) is available in 
each package; 

– a single check data convolution is available in a 
message. 

The comparative analysis carried out allows making 
the following inferences: 

– if the probability of error detection is low (Pde <0.4),  
in order to get the minimum time of package delivery to 
user, one should use the first control option (with two 
code words per entire message; 

– if Pde > 0.4, the second option with a single check 
convolution in a package is preferable; 

– increasing the probability of error detection in one 
package by 0.1 on average leads to an increase in the 
average relative package delivery time by 10–15%; 

– if values of the error detection probability are low 
(Pde <10–2), the probability of receiving a message  with 
an error in the case of the control option with two check 
words becomes approximately 5% worse than for the 
other options; 

– to receive data with the minimum error non-
detection probability, one should apply the option that 
uses a check word in each package; 

– if values of the error detection probability are low  
(Pde <10–2), the probability of receiving a message with an 
error in the case of the control option with two check 
words becomes approximately the same as for the option 
with a check word in each package. At that, the non-
detection probability approaches asymptotically to 0.008; 

the average relative package delivery time decreases 
with decreasing both the package size and time-out. 

Research has been carried out for different values for 
probabilities of detecting errors in a package and a 
message, the length of a package and time-out. All the 
obtained results do not contradict those received in [1–12] 
and can be used as a basis for selecting data exchange 
ways. 

In the process of receiving a set of messages of 
different sizes with different numbers and lengths of 
packages the signature analyzer should work with time-
sharing. For processing each message, it is necessary to 
provide a time period depending on the length of packages 
in messages and the number of packages, and also their 
availability on the user side. At that, according to 
expression (9), one should flexibly change the matrix Sі. 
 

CONCLUSIONS 
In this paper the problem of a comparative analysis for 

ways of information exchange in package commutation 
networks has been solved. Recommendations as to the 
application of different data exchange methods have been 
formed. 

The scientific novelty of this work consists in an 
improvement of the data exchange methods and the 
development of a mathematical model for this 
improvement implementation. The developed 
mathematical model allows accomplishing a comparative 
analysis of different protocols for information transfer 

that apply cyclic codes for detecting errors in networks 
with package commutation. 

A practical importance of this work follows from the 
usage of the research results for selecting the most 
effective ways of data exchange in networks with package 
commutation depending on their parameters, and also 
possibilities of detecting and correcting errors in 
messages. 

As possible prospects of this research, we consider the 
investigation of various data exchange protocols and the 
development of algorithms and software for working with 
vague input data. 
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АНАЛІЗ СПОСОБІВ ІНФОРМАЦІЙНОГО ОБМІНУ ДАНИМИ В МЕРЕЖАХ З КОМУТАЦІЄЮ ПАКЕТІВ 
Мінухін С. В. – д-р техн. наук, доцент, професор кафедри інформаційних систем Харківського національного 

економічного університету імені Семена Кузнеця, Харків, Україна. 
Лосєв М. Ю. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедри інформаційних систем Харківського національного 

економічного університету імені Семена Кузнеця, Харків, Україна. 
Сітніков Д. Е. – канд. техн. наук, доцент, професор кафедри системотехніки Харківського національного університету 

радіоелектроніки, Харків, Україна. 
AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Розглядається актуальна проблема підвищення ефективності функціонування телекомунікаційних мереж 
з комутацією пакетів. Пропонуються шляхи вдосконалення алгоритмічного забезпечення процесу інформаційного обміну на 
основі використання можливостей методів і засобів діагностування помилок в пакетах даних, що передаються.  Об’єктом 
дослідження є процес передачі даних і визначення зіпсованих пакетів в повідомленнях. 

Мета. Мета роботи зниження середнього відносного часу доставки пакетів, а також підвищення ймовірності 
безпомилкової передачі інформації абоненту на основі моделювання різних протоколів обміну даними.  

Метод. Пропонується методика синтезу універсальних, швидкодіючих багатоканальних пристроїв, призначених для 
контролю і діагностування повідомлень в мережах обміну даними з комутацією пакетів. Визначення помилкових пакетів 
здійснюється на основі використання циклічних кодів і методу сигнатурного аналізу, які дозволяють створювати прості і 
досить ефективні пристрої контролю даних. На основі використання методу імовірнісно-часових графів виконано 
порівняльний аналіз протоколів обміну даними. 

Результати. Отримано рекомендації щодо ефективного використання протоколів інформаційного обміну в залежності 
від умов застосування і характеристик мереж з комутацією пакетів. 

Висновки. У проведеному дослідженні виконана формалізація процесу обробки інформації на основі сигнатурного 
аналізу та удосконалено методику синтезу багатоканальних пристроїв контролю з локалізацією помилок в пакетах 
повідомлень. При цьому вдосконалений спосіб обміну даними в мережах з комутацією пакетів. З використанням 
ймовірнісно-часових графів проведено порівняльний аналіз для трьох основних напрямків, які застосовують циклічні коди, 
що виявляють помилки.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: пакет, повідомлення, сигнатурний аналіз, дейтаграммний канал, передача даних.  
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассматривается актуальная проблема повышения эффективности функционирования 

телекоммуникационных сетей с коммутацией пакетов. Предлагаются пути совершенствования алгоритмического 
обеспечения процесса информационного обмена на основе использования возможностей методов и средств 
диагностирования ошибок в пакетах передаваемых данных. Объектом исследования является процесс передачи данных и 
определения испорченных пакетов в сообщениях. 

Цель. Цель работы снижение среднего относительного времени доставки пакетов, а также повышение вероятности 
безошибочной передачи информации абоненту на основе моделирования различных протоколов обмена данными.  

Метод. Предлагается методика синтеза универсальных, быстродействующих многоканальных устройств, 
предназначенных для контроля и диагностирования сообщений в сетях обмена данными с коммутацией пакетов. 
Определение ошибочных пакетов осуществляется на основе использования циклических кодов и метода сигнатурного 
анализа, которые позволяют создавать простые и достаточно эффективные устройства контроля данных. На основе 
использования метода вероятностно-временных графов выполнен сравнительный анализ протоколов обмена данными.  

Результаты. Получены рекомендации по эффективному использованию протоколов информационного обмена в 
зависимости от условий применения и характеристик сетей с коммутацией пакетов. 

Выводы.  В проведенном исследовании выполнена формализация процесса обработки информации на основе 
сигнатурного анализа и усовершенствована методика синтеза многоканальных устройств контроля с локализацией ошибок 
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в пакетах сообщений. При этом усовершенствован способ обмена данными в сетях с коммутацией пакетов. С 
использованием вероятностно-временных графов проведен сравнительный анализ для трех основных направлений, 
применяющих циклические коды, обнаруживающие ошибки. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пакет, сообщение, сигнатурный анализ, дейтаграммный канал, передача данных. 
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ABSTRACT 
Context. There is a problem of identifying the subjective entropy of the navigator as an indication of negative 

human error in maritime transport. The aim of the study is to develop the data system to identify the negative 
manifestations of the human error for ensuring safety in maritime transport. 

Objective. The objective of the work is to design the data system consisting of two levels. Levels are targeted at 
detection of primary factors and secondary factors of subjective entropy of the navigator increase. 

Method. Within the scope of this work, the phases of the navigator’s activity are determined, in which negative 
manifestations of the human error arise. This most often occurs during emergency situations. It is determined that the 
navigator’s loss of focus leads to inadequate actions in relevant situations. Stressful situations are the second reason that 
affects self-control level. The factors’ expanses influencing the navigator’s subjective entropy increase as well as the 
vector affecting the subjective entropy at the first level of the formal system are determined. The arrangement of sets of 
factors was carried out. The arrangement result represents the formal system’s first level description. Multi-objective 
optimization problem is vital for optimal solutions identification. The patterning’s target is error evaluation on finding a 
vector, which is an essential stage. The lower limit of the system identification level is determined. The formal 
description of actions at the second level of the system is carried out and vector is specified at this level. The 
dependences of second-level vectors’ impacts on navigator subjective entropy increase are specified with maximum 
accuracy. Time input estimation for system actuation allows us to determine three operating modes of the system. The 
input data for operating modes specification is indicated. The matrix-based framework algorithm of navigator’s 
behavior during emergency situations is given. 

Results. Formal approaches were confirmed by simulation patterning using the navigation simulator NTPRO 5000. 
The data obtained allowed to build an algorithm in navigator’s shaping of in various situations. 

Conclusions. The proposed formal approaches, patterns and algorithms will provide a basis for navigator’s behavior 
analysis during emergency situations. The search of the best practice of human error data mining based on real data and 
simulator training data can be the direction for future research. This will allow to determine the mathematical 
expectation of navigator’s behavior in emergency situations, as well as when performing operations with a low 
coefficient of experience. 

KEYWORDS: human error, behavior pattern, subjective entropy, emergency situations. 
 

ABBREVIATIONS 
NTPRO 5000 – navigation simulator “Navi-Trainer 
Professional 5000”. 

 
NOMENCLATURE 

δ  is a nonnegative number function; 
π  is the result provided by the system when choosing 

the level vectors; 
ξ  is the system result after the second level; 

sϕ  is a continuous function of system status; 
M is a Euclidean factors expanse affecting the 

navigator’s subjective entropy increase manifested at the 
first level; 

J is a Euclidean factors expanse affecting the 
navigator’s subjective entropy increase manifested at the 
second level; 

W is a navigator’s personal factors set; 
•

W  is an acceptable limit of factors at the first and 
second levels; 

E is a parallelepiped display expanse; 

•
M  is an acceptable limit of factors at the first level, 

which are displayed in the second level; 
Y is a Euclidean subjective entropy manifestations 

expanse; 
ŷ  is the vector required at the first level; 

F(m, y) is a identification criterion; 

( )⋅
•
Y  is the set of y vector values by factor analysis; 

aM
•

 is a sufficient factors set for vector identification; 
H is a Euclidean vectors expanse z; 
z is the control impact vector on subjective entropy 

level decrease  
c  is an actuation system time input  
S is a system status index 
А is an individual navigator’s reactions, dependent on 

work experience; 
В is a navigator’s focus; 
С is a navigator’s optimism; 
d is a modes I and II constant (invariable). 
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INTRODUCTION 
One of significant reasons for emergencies to occur in 

maritime transport is the human error. Statistics provides 
evidence of maritime accidents reason in 75–96% of cases 
to be human errors [1, 4]. Most often this occurs when 
ships collide, as well as when servicing the tankers. 

One of reasons for the human error negative 
manifestations is poor safety culture management in 
maritime transport. High-level indicators of emergencies 
causes are also low level of competence of marine 
officers [5]. 

From practical experience it was noted that due to 
simultaneous manifestation of distracting information 
factors, the individual’s focus is lost when taking 
decisions (navigators) while ship handling. This is the 
serious problem for the safety management and requires 
thorough analysis and solution. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The study is aimed to create identification information 
system and to prevent navigator’s human error negative 
manifestations. In relation to sector-specific issues, the 
information system is proposed to be divided into two 
levels: detection of primary factors and detection of 
secondary factors of navigator’s subjective entropy 
increase. There is a dependency: the more information 
resources are consumed by the system at the first level, 
the more accurate the formal description at the second 
level is. This will make it possible to perform the 
functions of navigator’s subjective entropy elimination in 
emergency situations more effectively. The system should 
be designed so that the balance of information resources 
could be changed at the time of navigator’s individual 
behavior pattern identification. 

At the first level, the system forms approximate values 
of the subjective entropy level, depending on navigator’s 
behavior. The second level depends on the time indices of 
navigator’s steady negative manifestations. 

Therefore, it is essential to complete following tasks: 
1. To identify M and J factor feature spaces, which 

affect navigator’s subjective entropy increase. The 
requirement to determine M and J space edges is that their 
Cartesian product will represent individual set of 
navigator’s factors W. 

2. To find an individually-oriented vector of 
navigator’s subjective entropy increase ŷ  by 
identification criterion F(m,y) utilizing minimization 
function on m parameters. 

3. In order to increase modeling accuracy, it is 
necessary to determine lower limits of critical factors 
individual set identification that affect the subjective 
entropy ŷ , by nonnegative number function 
implementation ( )mδ . 

4. To determine control action vectors space to 
subjective entropy level z reduction by implementing 
( )zjym ,,,Ф  function as the final characteristics of 

formal system performance after the second level. 

5. To specify most likely system actuation modes in 
emergency situations at first and second levels, depending 
on factors manifestations from y and from m. 

6. To design the information system scheme for 
human error negative manifestation identification in 
maritime transport. 

7. To confirm experimentally the hypothesis of sudden 
factors negative influence on subjective entropy increase 
and, therefore, navigator’s management decisions leading 
to devastating consequences. 

8. To design algorithm of navigator’s behavior pattern 
creation in various situations to prevent human error 
negative impact in maritime transport. 

Thus, the highlighted tasks implementation will create 
an information system for identification and prevention of 
human error negative manifestations in maritime 
transport. 

 
2 LITERATURE REVIEW 

One of indicators of focus loss while ship operation is 
subjective entropy level increase [6]. 

Our study is targeted at navigator’s operational stages 
during emergency situations, in which negative 
manifestations of the human error [2] and [3] occur. This 
leads to navigator’s inadequate actions when focus loss 
occurs. [7]. Factor identification process is an objective 
problem for safety system management in maritime 
transport and this occurs in conditions of uncertainty. 

From practical experience [8] it is noted that stressful 
situations have a direct impact on self-control level and 
increases navigator’s negative subjective behavior. Stress 
reasons can be tensions between crew [2, 13] and [3] that 
happens quite often. 

The study purpose is to build an information system 
for identifying human error negative effects to ensure 
safety in maritime transport. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Let M and J be the Euclidean factors expanses that 
affect the navigator’s subjective entropy increase shown 
at the first and second levels of formal system [11], 
respectively. Let’s take that the system can determine 
their level. For each navigator there is a psychological 
barrier to work in conditions of factors actuation from M 
and J expanses, as well as an individual set of factors such 

that, JMW ×= , wW ⊂
•

, 
•

W  – a set of acceptable limit 
of factors ( ) Wjmw ∈= , at the first and second levels. 

The system task is to find an individual-oriented 
vector of navigator’s subjective entropy increase. 

We assume that: 
 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈=∈∃∈=
••

WjmwthatsuchJjMmM ,: , 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈=
••

MmWjmWwmJ ,: , 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

•
MmmJиM ,  – acceptable limits of factors sets 

at the first and second levels. 

Sets arrangement of 
•

M and ( )mJ  is true when  

M = J = E, 
•

M  – is a parallelepiped in E, and 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈+∈=
•

MjmEjmJ : . 

Let Y be the Euclidean manifestations expanse of 
subjective entropy, is subject to system analysis. ŷ  – the 
vector required at the first level out of Y, which is 

identified by a number of features from factors m, ( )mY
•

 
is the set of vector values y in the analysis by factors m, F 
(m, y) – the identification criterion. 

Formal description of the first level will be: 

( ) ( )mYyymF
•

∈→ min, . 
 

This patterning approach represents the task of 
multicriteria optimization [9, 12]. 

Then the point-set mapping ( )mY
•

 for F (m, y) 

assumes that the ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∅≠∈=⋅
•••

mYMmY ~:~  and set of 

optimal problem solutions is not empty (1): 
 

( ) ( ) ( ) ∅≠
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈=
••

mYyymFArgmY :,min . (1)
 

It should be assumed that in cases where the set ( )mY
•

 

consists of a single point y(m) for any ( )⋅∈
•
Ydomm , then 

the operator ( ) YYdomy →⋅
•

:  providing with an 
approximate vector value ŷ  will be called the navigator’s 
subjective entropy identification operator. 

We will assume that the closed set of subjective 
entropy manifestations will be fully analyzed by the 
system for the main navigator’s functions when handling 

a ship: ( )⋅⊂
••
YdomM a  for precise vector identification 

ŷ , if ( ) { } aMmymY
••

∈∀= ˆ0 . 
Error evaluation in finding a vector is an important 

step in the patterning ŷ , for this purpose we introduce a 
nonnegative number function ( )mδ  defined on a set 

( )⋅
•
Ydom  such that (2): 

 

( ) ( )mmYyyy δ≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈−
•

0:ˆsup . (2)

 

While ( ) 0=δ m  for aMm
•

∈  and ( ) 0>δ m  and for 

( ) aMYdomm
••

⋅∈ \ , where aM
•

 – a sufficient sets of 
factors for the vector identification. 

This will allow us to determine the lower limit of the 
system ability at the time of individual set of critical 
factors identification affecting subjective entropy. 

To describe the second level, we denote: H is the 
Euclidean z vectors expanse controlling impacts on 
subjective entropy level decrease, that are planned 
together with vector ŷ . 

Let ( ) ZjyZ ⊂,  and the number function is 
( )zjym ,,,Ф  – acceptable limit of human factors set and 

criterion for choosing the vector z, ( )zjym ,,,Ф  is the 
final characteristic of the system after the second level. 

The introduction of Φ dependence on both y and m is 
caused by the need to determine the time balance of the 
system operation at the first and second levels. 

The aim of controlling impacts of the system is to 
determine influence vectors on navigator’s subjective 
entropy increase most accurately.  

It is possible to obtain after the second level, 
considering the time input of system actuation ( )mc1  and 

( )jc2  regarding factors m and j, such that,  
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]jcmczyzjym 21,,,, −−π−=Ф , 
 

where ( )zy,π  is the result provided by the system when 
selecting vector z of controlling impacts with the original 
vector y data. 

The second level model is (3):  
 

( ) ( ) ( )jyZzmJjzjym ,,min,,,, ∈∈→Ф . (3)
 

The effectiveness at the second level is based on the 
value of ( )mδ  – error evaluation function of vector ŷ  
location after the first level. The system task at the second 

level after dominant factors selection 
•

∈Mm  at the first 
level, and looks like: 

 
( ) ( ) ( )jyZzmJjzjym ,ˆ,min,,,ˆ, ∈∈→Ф . 

 

For any 
•

∈Mm  function ( )mξ  defined on the set 
•

M , 
we will call the system result after the second level. 

 
( ) ( ) ( ){ } ( )mjyZzmJjzjym ξ≤∈∈ ,ˆ,:,,ˆ,min Ф . 

 
The set Z (y, j) is set by a finite number of 

dependencies on y, j: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }SszjySszjyZzjyZ ss ′′∈=ϕ∈≤ϕ∈= 0,,,0,,:, , 
 
(here SSSSs ′′∪′=∈ϕ , , continuous functions in 
( )ZJY ×× . 
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The system result after the second level can be 
considered for three most likely modes. 

Mode I. The functions ( )SSSss ′′∪′=∈ϕ  do not 
depend on vectors y, therefore, in the second level task 
only the objective function of Ф depends on vectors y, 
there is a constant of navigator’s individual reactions, 
dependent on work experience – A [10,14]. Moreover, 

A>0 for any ( ) ( ) ( ) ( )jZzmYmymJjMm ∈∈∈∈
••

,,, 0 , so 
that the inequality follows (4): 

 
( ) ( )( ) ( ) ymyAzjmymzjym −+≤ ,,,,,, ФФ . (4)

 
Mode II. The indexing set ∅=′′S , but there are 

constants ( )SsAA s ∈>> 0,0  such that for any 

( ) ( ) ZzmYmyYyMm ∈∈∈∈
•••

,,, 0  inequality is true (4), 
as well as the inequality: 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )SsymyAzjmyzjy sss ′∈−+ϕ≤ϕ ,,,, , 

 
and the set Z (y, j) is the closure of an open set in Z 

( ) ( ){ }SszjyZz s ′∈<ϕ∈ 0,,: . 
Mode III. There are constants 0,0 >> BA  

( ) 0,0 >′′∪′=∈> CSSSsAs  (where B and C are 
individual indicators of human error manifestations that 
prevent subjective entropy increase – focus and optimism) 
such that for any: 

 

( ) ( ) ( ) ( )mymymYmyYyMm δ≤−∈∈∈
•••

,,, 0 ,  
 

( )( ) ( )jyZzjmyZz ,ˆ,, ∈∈ , 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )SsymyAzjmyzjy sss ∈−+ϕ≤ϕ ,,,, , 
 

( ) ( )( ) ( ) zzBmyyAzjmymzjym −+−+≤ ˆ,,,ˆ,,, ФФ . 
 

in this way, 

( )( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ+ϕ≤ ∑ ∑
′∈ ′′∈

+

Ss Ss
ss zjyzjyC ,,ˆ,,ˆj,ŷZz,dist , 

 
( )( ) ( ) ( ){ }[ ]0,max,,ˆ~:~minj,ŷZz,dist ssjyZzzz ϕ=ϕ∈−= + . 

 
The task of system result optimization will be (5): 
 

( )
•

∈→ξ Mmm min, . (5)

 
Then, if  

 

( ) ( )*0** ,:min mYyMmmArgm
••

∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈ξ∈ , 

and a pair  
{ } ( ) ( ) ( ){ }jyZzmJjzjymArgzj ,,:,,,min, ****** ∈∈∈ Ф  
then ( )zjym ,,, **  we take as the system result. 

This solution optimizes the result obtained after the 
second level, considering the error ( )mδ  in vector y 
identification at the first level. 

In each of modes I, II, III, the task (5) is equivalent to 
the task of minimizing a function ( )zjym ,,,ϕ  on a certain 

set under conditions of extreme restriction ( )mYy
•

∈  to 
connect m and y. 

We put d = A in mode I, II, and in mode III we assume 
that ( )∑ ∈+= Ss sABCAd   

wherein ( ) ( ) ( )zjymmdzjym ,,,,,, Ф+δ=ϕ . 

Then for modes I-III, ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈ξ
•

Mmm :min  

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈∈∈ϕ
••

jZzmJjmYyMmzjym ,,,:,,,min 0 , 

 

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈∈∈ϕ
••

jymZzmJjmYyMmzjym ,,,,,:,,,min 0 , 

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈∈∈ϕ
••

jyZzmJjmYyMmzjym ,,,,:,,,min 0 . 

System operating modes regulation is carried out 
individually for each navigator during the training using 
the Navi-Trainer Professional 5000 (NTPRO 5000) 
navigational simulator. The experiments are held at 
Kherson State Maritime Academy (Ukraine). The first 
individual signs of subjective entropy manifestation are 
determined at the stage of training cadets and depend on 
the set of influence factors. 

The system is adjusted to locations and tasks carried 
out during the ship operation in real conditions, based on 
navigators’ dispositions. Data allows us to regulate and 
improve the system. 

The final stage is the design of navigator’s behavior 
when emergency occurs. 

The NTPRO 5000 system identifies 55 indicators, 
which are generalized into two groups of factors, mi and 
yi, where і ∈  (1.55). Each navigator takes individual 
approaches when makes decisions in ship operation. 
Consequently, the interdependence of these 55 factors 
will characterize navigator’s behavior in various 
situations. The general system operation scheme looks 
like (Fig. 1). 

This process is cyclical and data-bank is designed for 
each navigator. Data processing allows the system to 
identify the most vulnerable categories of factors leading 
to emergency situations. The function of backward 
recurrence makes it possible to make corrective influence 
on navigator’s retraining or improvement of his individual 
psycho-emotional characteristics. 
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Figure 1 – Information system operation scheme for human error negative manifestations identification for 
safety in maritime transport 

4 EXPERIMENTS 
We will carry out human error negative manifestation 

simulation patterning while operating a ship. 
We will carry out the experiment using the Navi-

Trainer Professional 5000 navigational simulator 
(NTPRO 5000) at Kherson State Maritime Academy 
(Ukraine). The experiment purpose is to determine 
subjective entropy areas of influence while operating a 
ship. 

Prior to exercise commencement, cadets made course 
plotting to pass “Bosfor”, with initial parameters: 

– board time is set at 12:00:00; 
– wind, 13 knots (direction 0 degrees); 
– wave height, 1.3 m; 
– current, 0 knots. 
Chronology of events during the experiment (Fig. 2): 
1. 12:00:19; Ship movement start. 
2. 12:09:39; Start of overtaking ship #1 (Bulk carrier 

21); complexity – low (Fig. 2a). 
3. 12:16:40; Finish of overtaking ship #1 (Bulk carrier 

21); complexity – low. 
4. 12:22:00; Start of passing procedure with the vessel 

No. 2 (Coast guard boat 1); sudden event (Fig. 2b). 
5. 12:24:20; Finish of passing procedure with the 

vessel 2 (Coast guard boat 1); sudden event. 
6. 12:24:20; Wind 10 knots (direction 0 degrees); 

reduced from 13 knots. 

7. 12:24:20; The current is 0.3 knots (direction 0 
degrees); increased from 0 knots. 

8. 12:29:40; Start of passing procedure with the vessel 
No. 3 (Passenger ferry 2); sudden event. 

9. 12:30:09; Suddenly snow started; the intensity 70% 
(Figure 2, c). 

10. 12:30:11–12:30:26; During the passing procedure, 
the maneuver is to bypass from the right side; (right to the 
side 6°–16°). 

11. 12:30:28; Short shift left on board 4 °(Fig. 2 d). 
12. 12:30:30; Quick setting right 50 ° (Fig. 2 e). 
13. 12:30:31; Quick left-sideways 44 °(Fig. 2 f). 
14. 12:30:36; Engine stop. 
15. 12:30:43; Turn on reverse; power 30%. 
16. 12:30:49; Turn on reverse; power 40%. 
17. 12:30:52; Collision with vessel number 3 

(Passenger ferry 2); sudden event (Fig. 2 g). 
18. 12:30:53; Reverse actuation; sudden event. 
19. 12:31:18; The wave height is 1.5 m. 
 
20. 12:36:00; Overtaking ship No. 4 (Container ship 

22); complexity – low. 
21. 12:37:19; Reducing visibility; from 10 miles to 4 

miles. 
22. 12:38:00; The wave height is 1.6 m. 
23. 12:41:50; Detecting an obstacle; drifting container 

“40 foot”. 
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a b 

 
c 

 
                         

d e 

 
 

f g 
Figure 2 – Chronology of events during the experiment 
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24. 12:42:28; Current 0.6 knots (direction 0 degrees); 
increased from 0.3 knots. 

25. 12:43:06; Passing with an obstacle; drifting 
container “40 foot”. 

26. 12:48:34; The start of passing procedure with the 
vessel No. 4 (Passenger ferry 1). The passing procedure 
was predetermined as well as maneuver speed and course; 
sudden event. 

27. 12:50:30; Finish of passing procedure from vessel 
No. 4 (Passenger ferry 1); sudden event. 

28. The rest of the time has no significant events 
The experiment shows significant navigator’s focus 

loss after first two maneuvers with low complexity. When 
adding random factors “Sudden snow”, navigator’s 
readiness to perform adequate maneuvers while passing 
procedure with vessel No. 3 was decreased. 

 
5 RESULTS 

To determine the degree of mutual dependence of the 
factors F(mi, yi), the Spearman correlation coefficient was 
chosen [15]. This coefficient represents the measure of 
the linear relationship between random variables. It 
becomes possible to create a behavioral matrix Pk of a 
certain navigator in a particular situation k, where 

),1( ∞∈k . 
There is an opportunity based on dependencies 

between factors to build navigator’s behavior pattern in 
various situations. That’s important to mention that the 
trainee’s experience does not always reflect his 
experience in unusual situations for him. Navigator’s in 
certain situations does not guarantee a high level of 
competency in the whole range of possible events, 
especially during emergency situations. 
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Because the matrix displays the data of one situation 
only, it becomes necessary to select the corresponding 
behavioral matrices for unusual cases. To do this, it is 
essential to determine the set of matrices Pk of the 
dependencies of the indicators that are specific to a 
particular navigator. This model displays knowledge of 
navigator’s behavior in particular situations, which 
corresponds to the specific matrix Pk (Fig. 3). 

Since the model is a 3D matrix, it can be stored and 
processed as a database object. The algorithm of this 
model formation is shown in Fig. 4. 

 

 
 

Figure 3 – Skipper’s behavior model in a specific situation 
 

 

 
 

Figure 4 – The algorithm of navigator’s behavior pattern 
formation in different situations
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6 DISCUSSION 
The experiments conducted have confirmed the 

feasibility of the study. The highlighted approaches are 
based on the analytical experience of emergency 
situations investigations, both during simulator practice, 
and in real conditions. The designed models, methods and 
algorithms for subjective entropy identification as the 
reason of human error negative manifestation were 
implemented into training program of NTPRO 5000 
simulator at Kherson State Maritime Academy (Ukraine). 
Besides, the studies’ results were talked through at the 
10th International Scientific and Practical Conference 
“Modern Information and Innovation Technologies in 
Transport” MINTT-2018 [16]. 

The implementation of highlighted solutions will 
make it possible to minimize human error negative 
manifestation in maritime transport. The technology will 
also assist in tracing Marine Officers competency level. 

The information system knowledge base increases 
continuously, which, eventually, will lead to real time 
result obtaining rate reduction. In the long term, further 
studies of evolutionary system development to prevent 
emergency situations in maritime transport are intended 
for the purpose of both system actuation rate and forecast 
time step increase. 

 
CONCLUSIONS 

The result of the simulation is the determination of 
three operating modes of the system, which depend on the 
level of preparedness of the navigator. For the most 
experienced navigators, the control of the system is 
carried out at the second level. Identification of factors of 
emergency situations is carried out in mode I. For mid-
level navigators, the forms of control that monitor the 
most complex functions during ship operation in the 
regime of III will be characteristic. Finally, for the least 
experienced navigators, the system is to be monitored at 
both the first and second levels, identifying all the 
influencing factors in Mode II. 

The construction of the system based on the proposed 
formal approaches will significantly improve safety in 
ship operation in conditions of human error negative 
manifestations. 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Існує проблема ідентифікації суб’єктивної ентропії судноводія як показника негативного людського 
фактора на морському транспорті. Метою дослідження є побудова інформаційної системи ідентифікації негативних проявів 
людського фактора для забезпечення безпеки на морському транспорті. 

Завдання. Метою роботи є проектування інформаційної системи що складається з двох рівнів, виявлення первинних 
факторів і виявлення вторинних факторів підвищення суб’єктивної ентропії судноводія. 

Метод. В рамках дослідження визначено фази діяльності судноводія, в яких виникають негативні прояви людського 
фактора, а саме під час позаштатних ситуацій. Визначено, що втрата концентрації уваги призводить до неадекватних 
ситуації дій з боку судноводія. Крім того, другою причиною можуть служити стресові ситуації, що впливають на рівень 
самоконтролю. Визначено простір факторів, що впливають на підвищення суб’єктивної ентропії судноводія у вигляді 
вектора що проявляються на першому рівні формальної системи. Проведена компоновка множин факторів, в результаті чого 
отримано формальний опис першого рівня системи. Завдання зводиться до багатокритеріальної оптимізації з метою 
знаходження множин оптимальних рішень. Важливим етапом в ході моделювання є оцінка похибки при знаходженні 
вектора і визначення нижньої грані можливості системи. Виконано формальний опис дій другого рівня системи і 
визначення векторів. Визначено Отримано максимально достовірне визначення векторів впливу на підвищення суб’єктивної 
ентропії судноводія на етапі другого рівня з урахуванням тимчасових витрат спрацьовування системи, що дозволяє 
визначити три режими роботи. Позначено вхідні дані для визначення режимів роботи системи у вигляді матриць поведінки 
судноводія під час позаштатних ситуацій. 

Результати. Формальні підходи були підтверджені імітаційний моделюванням із застосуванням навігаційного 
тренажера NTPRO 5000 і стали основою для побудови алгоритму формування моделі поведінки судноводія в різних 
ситуаціях. 

Висновки. Запропоновані формальні підходи, моделі та алгоритми дозволять створити підставу для аналізу поведінки 
судноводіїв під час позаштатних ситуацій. Перспективами подальших досліджень може бути знаходження найбільш 
оптимальних методів інтелектуального аналізу людського фактора на основі реальних даних і даних тренажерної 
підготовки. Це дозволить визначати математичне очікування поведінки судноводіїв в нестандартних ситуаціях, а також при 
виконанні операцій з невисоким коефіцієнтом досвіду. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: людський фактор, модель поведінки, суб’єктивна ентропія, позаштатні ситуації. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Существует проблема идентификации субъективной энтропии судоводителя как показателя негативного 
человеческого фактора на морском транспорте. Целью исследования является построение информационной системы 
идентификации негативных проявлений человеческого фактора для обеспечения безопасности на морском транспорте.  

Задачи Целью работы является проектирование информационной системы состоящей из двух уровней для обнаружения 
первичных факторов и обнаружение вторичных факторов повышения субъективной энтропии судоводителя.  

Метод. В рамках исследования определены фазы деятельности судоводителя, в которых возникают негативные 
проявления человеческого фактора – во время внештатных ситуаций. Определено, что потеря концентрации внимания 
приводит к неадекватным ситуации действиям со стороны судоводителя. Кроме того, вторичной причиной могут служить 
стрессовые ситуации, влияющие на уровень самоконтроля. Определены пространства факторов влияющих на повышение 
субъективной энтропии судоводителя в виде вектора проявляемых на первом уровне формальной системы. Проведена 
компоновка множеств факторов, в результате чего получено формальное описание первого уровня системы. Задача 
сводится к многокритериальной оптимизации для нахождения множеств оптимальных решений. Важным этапом в ходе 
моделирования является оценка погрешности при нахождении вектора и определение нижней границы возможности 
системы. Выполнено формальное описание действий второго уровня системы и определение вектора. Максимально 
достоверное определение векторов влияния на повышение субъективной энтропии судоводителя, получаемое после второго 
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уровня с учетом временных затрат срабатывания системы, позволяет определить три режима ее работы. Обозначены 
входные данные для определения режимов работы системы в виде матриц поведения судоводителя во время внештатных 
ситуаций.  

Результаты. Формальные подходы были подтверждены имитационный моделированием с применением 
навигационного тренажера NTPRO 5000 и стали основой для построения алгоритма формирования модели поведения 
судоводителя в различных ситуациях. 

Выводы. Предложенные формальные подходы, модели и алгоритмы позволят создать основание для анализа поведения 
судоводителей во время внештатных ситуаций. Перспективами дальнейших исследований может быть нахождение 
наиболее оптимальных методов интеллектуального анализа человеческого фактора на основе реальных данных и данных 
тренажерной подготовки. Это позволит определять математическое ожидания поведения судоводителей в нестандартных 
ситуациях, а также при выполнении операций с невысоким коэффициентом опыта.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: человеческий фактор, модель поведения, субъективная энтропия, внештатные ситуации. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Рассмотрена проблема повышения эффективности и качества процессов функционирования автомати-
зированной системы управления технологическим процессом (АСУТП) производства газобетона. Актуальность данной 
проблемы обуславливается необходимостью учета человеческого фактора при разработке систем данного типа. Объект ис-
следования – методы и средства автоматизации процессов управления сложными технологическими процессами (ТП). 
Предмет исследования – модели, методы и средства повышения эффективности и качества автоматизации процессов управ-
ления технологическими комплексами газобетонного производства. 

Цель работы – повышение эффективности и качества процессов управления ТП приготовления газобетона на основе 
создания комплексной математической модели, формализующей деятельность человека-оператора и физические процессы, 
происходящие в ходе ТП, с учетом характеристик исполнительных механизмов и режимов их управления, а также ее прак-
тическая реализация в виде имитационной модели (ИМ) процесса управления дозированием материалов газобетоной смеси 
на ЗАО «Мотор Сич» (г. Запорожье, Украина). 

Meтод. Предложено решение рассматриваемой проблемы в виде ИМ процесса функционирования АСУТП приготовле-
ния газобетона, основанной на комплексной математической модели процессов дозирования, смешивания компонентов 
газобетонной смеси и интерактивного взаимодействия оператора с человеко-машинным интерфейсом (ЧМИ) АСУТП при 
решении им задач управления ТП. В ИМ человеко-машинная система «оператор-АСУТП» представлена в виде системы 
массового обслуживания. Для формализации алгоритма деятельности оператора использован обобщенный структурный 
метод А.И. Губинского. Особенность данной ИМ заключается в том, что она может быть использована для оценки и отлад-
ки работы АСУТП, алгоритмов работы с ЧМИ. 

Результаты. Разработано программное обеспечение и имитационная модель ТП изготовления газобетона на ЗАО «Мо-
тор Сич», реализующие предложенную комплексную модель на основе транзактного способа организации квазипаралле-
лизма в ИМ. 

Выводы. В работе предложена комбинированная (аналитико-имитационная) модель процесса автоматизированного 
управления технологическим процессом приготовления газобетона, которая в отличие от известных моделей управления, 
включающих процессы дозирования и смешивания, позволяет формализовать деятельность человека-оператора АСУТП, 
количественно оценить показатели его информационной загрузки, а также дополнительно учитывать в процессе дозирова-
ния влияние динамической составляющей веса набора компонентов в бункеры дозаторов и скорость истечения компонентов 
из расходных емкостей. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного математического 
обеспечения и позволяют рекомендовать его для использования на практике при решении задач обоснования оптимального 
выбора структуры, способов управления, вариантов ЧМИ, уточнения параметров системы управления указанным ТП, а 
также при создании интеллектуальных тренажеров для подготовки операторов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: математическая модель, имитационная модель, оператор, газобетон, человеко-машинный ин-
терфейс, дозирование, смешивание, транзакт. 
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АББРЕВИАТУРЫ 
АСУТП – автоматизированная система управления 

технологическим процессом; 
АФО – алгоритма функционирования оператора; 
ИКВ – известково-кремнеземисто вяжущий; 
ИМ – имитационная модель; 
ОСМ – обобщенный структурный метод; 
ТП – технологический процесс; 
ТФЕ – типовая функциональная единица; 
ТФС – типовая функциональная структура; 
ФС – функциональная сеть; 
ЧМИ – человеко-машинный интерфейс; 
ЧМС – человеко-машинная система. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

B1 – вероятность безошибочного выполнения ал-
горитма функционирования; 

Dз – диаметр заслонки; 
ft1(t) – функция распределения получения дозы сы-

пучих материалов; 
Fi – векторный параметр потока i-го компонента; 
Fi(t,q) – поток i-го компонента из расходной емко-

сти; 
FiА – поток i-го компонента на выходе заслонки 

питателя дозатора; 
FiB – поток i-го компонента в точке касания; 
fвых – частота на выходе «преобразователь часто-

ты – асинхронный двигатель-редуктор»; 
g – ускорение свободного падения; 
G – вес дозатора с компонентами газобетонной 

смеси; 
Gi – вес i-го компонента газобетона; 
Gдоз – вес пустого дозатора; 
h – высота падения частиц компонентов; 
hдоз – высота бункера дозатора; 
hцил – высота цилиндрической части дозатора; 
hу.кон – высота усеченного конуса дозатора; 
K00 – вероятность обнаружения ошибки при ее на-

личии; 
K11 – вероятность обнаружения отсутствия ошибки 

при ее отсутствии; 
m – масса компонентов в дозаторе; 
mдоз – масса пустого дозатора; 
М – математическое ожидание; 
Pi(t,q) – производительность шнекового питателя i-

го компонента; 
Pmax – максимальная производительность шнеко-

вого питателя; 
Pдин – динамическая сила воздействия падающего 

материала; 
Pстат – статическая сила воздействия падающего 

материала; 
q – параметр, характеризующий особенности сис-

темы управления; 
Qi – сигнал на открытие заслонки на 90 градусов; 
Qi

′ – сигнал на открытие заслонки на 30 градусов; 
Qупрi – управление контактором привода шнека; 
Qзаслi – состояние i-й двухпозиционной заслонки; 
R – радиус цилиндрической части дозатора; 

r – радиус выходного отверстия дозатора; 
S – среднеквадратичное отклонение; 
Si – площадь открытия i-й заслонки; 
t – время; 
t0 – момент времени выключения дозирования сы-

пучих материалов; 
t1 – момент получения дозы компонента сыпучих 

материалов; 
tiд – время дозирования i-го компонента; 
tiдир – директивное время дозирования компонен-

тов; 
tJ(θ,t) – директивное время дозирования в пределах 

заданной погрешности; 
V – объем набранных в дозатор компонентов; 
Vдоз – объем бункера дозатора; 
Vкон – объем конусной части бункера дозатора; 
Vцил – объем цилиндрической части дозатора; 
vB – скорость частиц падающего материала в об-

ласти касания с поверхностью неподвижного мате-
риала; 

vflo – скорость истечения/прохождения компонен-
та; 

vifloA – скорость истечения i-го компонента из рас-
ходной емкости в дозатор; 

α – угол конуса дозатора; 
αз – угол открытия заслонки; 
δ – погрешность дозирования; 
δmin – минимальный заданный предел погрешности 

дозирования; 
δmах – максимальный заданный предел погрешно-

сти дозирования; 
Δp – перепад давления на выходе заслонки; 
μi – коэффициент расхода i-го компонента; 
π – константа 3,14; 
ρi – плотность дозируемого i-го компонента; 
τ – время падения частиц компонентов. 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Для обеспечения эффективности, качества и надеж-

ности ТП производства газобетона необходим ком-
плексный учет и анализ как «машинной части» 
АСУТП, так и человеческого фактора. Следовательно, 
необходимо анализировать информацию о состоянии 
отдельных звеньев и блоков всей линии, осуществлять 
контроль энергозатрат, состояний электрического и 
технологического оборудования, наличия сырья и его 
физических характеристик, режимов работы электро-
приводов, гидроприводов и пневмоприводов (машин-
ная часть системы), а также учитывать возможности 
оператора по приему, переработке технологической 
информации, принятии им решения и исполнению 
управляющих воздействий (человеческий фактор). 

Таким образом, в процессе разработки АСУТП 
возникает необходимость получения комплексной 
математической модели, достаточно точно описы-
вающей, как взаимодействие оператора с ЧМИ, так и 
работу ТП, динамику исполнительных механизмов, 
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потоки дозируемых компонентов, оборудования ТП, 
датчики и т. д. 

Система «оператор-АСУТП» является ЧМС. При-
менение математических методов для разработки 
ЧМС, ввиду сложности операторской деятельности, 
часто позволяет оценивать ее лишь приближенно [1]. 
В этом случае, эффективно использование имитаци-
онного моделирования ЧМС и математического аппа-
рата теории массового обслуживания [1, 2].  

Поэтому, на основе комплексной математической 
модели целесообразно построить ИМ управления кон-
кретным ТП. На основании результатов имитацион-
ного моделирования делается вывод об обоснованно-
сти предлагаемого варианта ЧМИ, алгоритма управ-
ления, принимается решение об их дальнейшей раз-
работке, либо о переходе на другие варианты ЧМИ, 
методы или алгоритмы управления. 

Объектом исследования являются методы и 
средства автоматизации процессов управления слож-
ными ТП. 

Предметом исследования являются модели, ме-
тоды и средства повышения эффективности автомати-
зации процессов управления технологическими ком-
плексами газобетонного производства. 

На практике в производстве газобетона использу-
ются процессы, как многокомпонентного дозирования 
(в один общий дозатор несколько компонентов), так и 
однокомпонентного дозирования. Модели одноком-
понентного, например [3–5], и многокомпонентного 
дозирования [6, 7], построены без учета человеческо-
го фактора. 

Цель работы – повышение эффективности и каче-
ства процессов управления ТП приготовления газобе-
тона на основе создания комплексной математической 
модели, формализующей деятельность человека-
оператора и физические процессы, происходящие в 
ходе ТП, с учетом характеристик исполнительных 
механизмов и режимов их управления, а также ее 
практическая реализация в виде ИМ процесса управ-
ления дозированием материалов газобетона на ЗАО 
«Мотор Сич» (г. Запорожье, Украина). 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Деятельность оператора связана с объектом авто-
матизированного управления в виде технологической 
линии производства газобетона. ТП приготовления 
газобетона укрупнено может быть представлен сле-
дующей последовательностью операций: дозирова-
ние; смешивание; сушка; порезка; термическая обра-
ботка и возврат отходов на дозирование после смеши-
вания и порезки.  

АСУТП дозирования материалов для изготовления 
газобетона на ЗАО «Мотор Сич» предназначена для 
выполнения первых двух операций. Поэтому, необхо-
дима разработка математической модели процессов 
дозирования (многокомпонентного и однокомпонент-
ного) компонентов газобетонной смеси (жидких и 
сухих) и их смешивания. 

Реализовать точное дозирование сыпучих мате-
риалов довольно сложно [8]. Причиной потери точно-
сти дозирования является влияние множества факто-
ров на поведение сыпучего материала. Вследствие 
этого для порционного (дискретного) дозатора мо-
мент получения дозы является случайной величиной 
t1 со своим распределением ft1(t). Таким образом, при 
принятии решения о выключении в момент t0 вероят-
ность ошибки имеет вид 

.dttfP
t

t
t∫=

1

0

)(1  

Смеситель, как объект управления описывается 
системой дифференциальных уравнений, число кото-
рых зависит от количества компонентов смеси. Мате-
матическая модель сводится к формированию ряда 
независимых решений, которые отображают режимы 
отдельных стадий ТП производства газобетона. В та-
кой модели эффективность достижения оптимального 
управления зависит от степени согласованности соот-
ветствующих параметров, точностных характеристик 
датчиков, инерционности исполнительных механиз-
мов и контроля потоков компонентов газобетонной 
смеси. Кроме этого оптимальное управление подра-
зумевает достижение качества получаемой смеси со-
вместно с обеспечением tiдир в пределах заданной по-
грешности 

(θ, ) д дир
1 1

min max

.

δ δ δ

N N
J t i i

i i
t t t
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= →
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Несоответствие директивному времени приводит к 
удлинению времени цикла, рассогласованию режимов 
и к снижению технологической эффективности вслед-
ствие неоптимальной загрузки оборудования. 

Полученная комплексная математическая модель 
является базой для построения ИМ ТП приготовления 
газобетона. Для оценки количественных характеристик 
деятельности оператора АСУТП возможно использо-
вать номенклатуру предложенных показателей [1, 9]. 

 
2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

Так как процесс дозирования сухих и жидких ком-
понентов ТП приготовления газобетона является 
сложным и состоит из нескольких более мелких ста-
дий, то были исследованы модели схожих ТП и аппа-
ратов. В [10] описывается модель весового дозирова-
ния сыпучих материалов, использующая модель 
асинхронного двигателя при двухскоростном способе 
весового дозирования без описания преобразователя 
частоты. Здесь также учитывается задержка, с кото-
рой материал попадает в бункер, определяемая вре-
менем падения. Высота и время падения определяют-
ся по упрощенной (цилиндрической) геометрии бун-
кера. При этом не учитывается скорость истечения 
материала из расходной емкости и динамическая со-
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ставляющая его веса. В [3–5] исследованы динамика 
потоков различных материалов, свойства различных 
материалов и их истечения из бункеров, что позволяет 
описать отдельные процессы, бункерные устройства, 
но в основном описано однокомпонентное дозирова-
ние, а в [5] – непрерывное дозирование жидкостей. 
Наиболее подробно процесс дискретного дозирования 
сыпучих материалов описан в работах [6, 7]. Однако, 
в них описан только набор компонентов с помощью 
вибропитателя без выгрузки. Кроме того, высота па-
дения компонента не связана с геометрией бункера и 
с объемом набранного материала. 

Имеющиеся математические описания процессов и 
агрегатов дозирования в этих и многих других рабо-
тах, представляют собой ценный, но разрозненный 
материал, который требовал обобщения в виде одной 
модели дозирования компонентов в составе ТП про-
изводства газобетона с учетом операторской деятель-
ности по управлению этим ТП. 

Для описания и количественной оценки деятельности 
человека в эргономике и инженерной психологии исполь-
зуется большое количество различных математических 
методов. В связи с этим, выбор математического аппарата 
и построения на его основе адекватной математической 
модели становится самостоятельной проблемой [1]. Од-
нако, по результатам проведенного в [11–13] анализа мо-
делей процесса функционирования ЧМС, наиболее уни-
версальными из них являются функционально-
структурная теория и ОСМ А. И. Губинского [14]. 

Недостатком ОСМ является то, что его можно при-
менять только для процессов без последействия и при 
отсутствии зависимых операций. 

Функционально-структурная теория и ОСМ получи-
ли дальнейшее развитие в многочисленных работах кол-
лег и последователей. Найдены также методы решения 
указанных выше недостатков ОСМ, например [11], где 
предложена интеграция ОСМ с методом имитационного 
моделирования. Поэтому, для достижения поставленной 
цели, для моделирования деятельности оператора был 
выбран ОСМ. 

Для построения комплексной математической и ими-
тационной моделей ТП необходимо исследовать влияние 
основных факторов и возможных режимов на динамику 
процесса дозирования газобетонной смеси [15].  

 

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
Комплекс дозировочно-смесительного отделения 

ЗАО «Мотор Сич» предназначен для дозирования со-
ставляющих газобетонной смеси согласно установлен-
ной в технологии рецептуре, приготовления смеси в 
смесителе и ее выгрузки в тележку с формой. Комплекс 
осуществляет дозирование пяти компонентов смеси: 
шлама, алюминиевой суспензии, воды, ИКВ и цемента. 
При этом, используются два двухкомпонентных дозато-
ра (для сыпучих компонентов и шлама) и один одно-
компонентный дозатор суспензии. Сухие компоненты 
подаются в дозатор при помощи шнековых питателей. 
Для измерения веса всех компонентов смеси использу-
ются тензометрические датчики. 

Рассмотрим математическую модель процесса 
двухкомпонентного дозирования сухих компонентов. 
Конечным параметром, характеризующим производи-
тельность дозатора технологической линии и системы 
управления, является весовой показатель i-го компо-
нента газобетона: 
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При этом поток компонента модулируется произ-
водительностью шнекового питателя Pi(t,q), которая 
зависит от максимальной производительности шнеко-
вого питателя Pmaxi(q) [10], частоты на выходе «пре-
образователь частоты-асинхронный двигатель –
редуктор» fвых(t) и управления контактором привода 
шнека Qупрi(t): 

 

Pi(t,q) = Pmaxi(q)·fвых(t) Qупрi(t). (2)
 

Введем векторный параметр потока i-го компонен-
та F(t), который описывается вектором следующих 
параметров: 

 

Fi(t) = {Fi(t,q), ρi(t)}. (3)
 

Поток Fi(t,q) компонентов из расходной емкости 
зависит от состояния выходной заслонки Qзаслi(t) и 
находится по формуле: 

 

Fi(t,q) = Si(t,q,αз)·vflo(t). (4)
 

Площадь открытия заслонки вычисляется по фор-
муле: 
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Поток компонентов на выходе из шнекового пита-
теля (поток в дозатор) рассчитываем по формуле: 
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Масса компонентов в дозаторе m и масса пустого 
дозатора mдоз создают статическое усилие Pстат, про-
порциональное весу дозатора с компонентами газобе-
тонной смеси G(t). Практика дозирования показывает, 
что после закрытия заслонки вес в дозаторе еще неко-
торое время (в течение около 0,5 с) увеличивается, а 
затем стабилизируется на меньшем значении. Это 
обусловлено инерционностью исполнительных меха-
низмов и временем стабилизации падения частиц 
компонентов от выходного патрубка заслонки пита-
тель (точка А рис. 1) до точки падения (точка В 
рис. 1), а также динамическим воздействием Pдин па-
дающих компонентов на емкость дозатора в течении 
времени дозирования. 

Таким образом, в данной модели необходимо най-
ти Pдин(t). С этой целью, скорость падения частиц на-
бираемого компонента vB определяется по высоте па-
дения частиц компонентов h(t) и времени падения 
частиц компонентов τ. 
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Объем дозатора состоит из объема его цилиндри-
ческой Vцил и конической Vкон (усеченный конус) час-
ти (рис. 1): 

 

.)(π
3
1π 22

у.концил
2

концилдоз rrRRhhRVVV +⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅=+= (7)

 
Поток дозируемых в точке В компонентов опреде-

ляется по формуле: 
 

FiB(t) = FiA(t – τ). (8)
 
Высота падения частиц компонентов h(t) изменя-

ется по мере наполнения дозатора и определяется по 
формуле: 
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Рисунок 1 – Возможные варианты загрузки компонентами 
газобетонной смеси: 

а – в цилиндрической; б – в конической части дозатора  

Объем набранных в дозатор компонентов опреде-
ляется по формуле: 

 
2

1

2
B

1
( ) ( ) .

t

i
i t

V t F t dt
=

= ∑ ∫  (10)

 
Скорость падающего компонента вблизи области 

касания с поверхностью уже поступивших в дозатор 
компонентов определяется по формуле: 

 
2 ( )B g g h tν = τ = . (11)

 
При абсолютно неупругом соударении (скорость 

после взаимодействия равна нулю) динамическая си-
ла воздействия падающего материала определяется 
[7] по формуле: 

 
дин ( ) ( ) ρ 2 ( ) ( ) ρ ( )iB i B iB iP t F t g h t F t t= ⋅ ⋅ν = ⋅ ⋅ . (12)

 
Сила воздействия на тензометрический датчик ве-

са для набора складывается из веса пустого дозатора 
Gдоз, статической и динамической компонент и опре-
деляется по формуле: 

 
2

1

2
доз

1
P ( ) ( ) ρ ( ) ρ ,

t

iB i B iB i
i t

t G g F t dt F tΣ
=

= + ⋅ ⋅ + ν ⋅ ⋅∑ ∫  (13)

 
В соответствие с рецептом, производится также 

подача и дозирование жидких компонентов газобе-
тонной смеси. При наборе компонентов используется 
трехпозиционная круглая поворотная заслонка. Ее 
пропускная способность зависит от площади откры-
тия, которая регулируется двумя сигналами на откры-
тие заслонки на 90 градусов (Qi(t)) и открытие заслон-
ки на 30 градусов (Qig(t)) сигналов управления, соот-
ветственно грубого и точного набора i-го компонента 
смеси [7]. 

Поток i-го компонента на входе дозатора в точке А 
(выход из заслонки) определяется параметром потока 
Fi(t,q) компонентов из расходной емкости: 

 
FiA = Fi(t,q) = μSi(t,q,αз)·vifloA (t). (14)

 
Скорость истечения компонентов из расходной 

емкости в начальном приближении принята постоян-
ной и равна [5]: 

 

2( ) .
ρifloA

i

gt pν = Δ ⋅  (15)

 
Скорость истечения меняется случайным образом 

вследствие: изменения перепада давления; колебаний 
уровня в расходной емкости; неоднородности мате-
риалов; погодных условий; набора компонентов в 
расходные емкости во время дозирования. Поэтому, в 
процессе дозирования требуется идентификация ско-
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рости истечения потока компонентов и, с учетом это-
го, изменение момента переключения набора (гру-
бо/точно) и стабилизация потока дозируемых компо-
нентов. 

Вода подается в дозатор не из накопительной ем-
кости, а по трубопроводу с давлением в 5 бар. Поэто-
му, для расчета ее скорости истечения в формуле (15) 
необходимо принять Δp постоянной и равной 
500000 Па. 

При падении потока компонента, исходя из усло-
вия сохранения энергии, его скорость в момент каса-
ния поверхности (точка В) определяется по формуле: 

 
2( ) ( ) 2 ( )iB ifloAt t g h tν = ν + . (16)

 
Поток в этой точке определяется согласно выра-

жению (8), а высота падения частиц и объем набран-
ной воды рассчитываются по формулам (9) и (10) со-
ответственно. Суммарный вес дозатора получается 
последовательным преобразованием изменяющегося 
потока жидких компонентов газобетонной смеси в 
весовые показатели в дозаторе. Потоки на выходе 
соответствующих дозаторов рассчитываются по фор-
мулам (14) и (15), а сила воздействия (масса компо-
нентов) на тензометрический датчик весов дозаторов 
рассчитываются по формуле (13). 

Оператор не в состоянии отслеживать динамику 
набора массы компонентов в дозаторы с цифрового 
поля вывода на экране ЧМИ. Ему важна только фик-
сация момента конечной набранной массы компонен-
та. Поэтому, геометрией (точки А и В) дозаторов 
можно пренебречь, принять поток в точке В равным 
потоку на входе в дозатор (точка А), т.е. FiB(t) = FiA(t) 
и в формуле (13) учитывать только статическую со-
ставляющую: 
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На основании разработанных моделей дозирова-

ния сухих и жидких компонентов, принятых ограни-
чений и начальных условий, конечных директивных 
заданных значений веса каждого компонента, а также, 
исходя из скорректированных, по результатам выпол-
нения предыдущего цикла, параметров модели (viflo и 
др.) определяется время дозирования компонентов и 
стадий дозирования в ИМ. 

Приведенные выше модели формализуют только 
«машинную» часть АСУТП. Для моделирования про-
цесса функционирования АСУТП с учетом деятель-
ности оператора используется ОСМ. В соответствие с 
данным методом, процесс функционирования задает-
ся в виде ФС и представляется состоящим из ряда 
ТФЕ, комбинации из которых образуют ТФС. Суще-
ствует библиотека ТФС с расчетными формулами для 
определения таких основных показателей качества 
функционирования как: вероятность безошибочного 

выполнения АФО B1; математическое ожидание M и 
среднеквадратичное отклонение S времени выполне-
ния АФО [14]. Для определения данных показателей 
производится постепенное «сворачивание» всей ФС 
путем замены ТФС на эквивалентные ТФЕ. Редукция 
продолжается до тех пор, пока вся ФС не будет све-
дена до одной эквивалентной рабочей операции. По-
казатели качества ее выполнения и будут равны пока-
зателям качества выполнения всей ФС. 

Приведем АФО при проверке нулевых значений в 
дозаторе «Сухие», с указанием ТФЕ, моделирующих 
реальные операции, выполняемые оператором линии 
приготовления газобетонной смеси ЗАО «Мотор 
Сич». ЧМИ состоит из пульта управления и набора 
экранных форм, отображаемых на операторной пане-
ли ОР 177В. 

1) Считывание значений массы сухих компо-
нентов с экрана «Общий вид» (моделируется рабочей 
операцией Р1). 

2) Проверка на равенство считанных значений 
нулю (контрольная операция К1). Если значение рав-
ны нулю, то «Конец», иначе п. 3). 

3) Переключение двухпозиционного тумблера 
на пульте управления в ручной режим «РУЧ» (рабо-
чая операция Р2). 

4) Переход в «Стартовый экран дозировки» по-
средством нажатия кнопки F14 (рабочая операция Р3). 

5) Задержка на открытие формы «Стартовый эк-
ран дозировки» (операция задержки З1). 

6) Выбор дозатора сухих посредством нажатия 
соответствующей кнопки (рабочая операция Р4). 

7) Задержка на время открытия формы «Дозатор 
сухих» (операция задержка З2). 

8) Открыть заслонку на выгрузку посредством 
нажатия кнопки F11 (рабочая операция Р5). 

9) Задержка на время открытия заслонки (опе-
рация задержки З3). 

10) Включение обдува дозатора посредством на-
жатия кнопки F10 (рабочая операция Р6). 

11) Задержка на время обдува (операция задерж-
ки З4). 

12) Выключение обдува посредством нажатия 
кнопки F10 (рабочая операция Р7). 

13) Ожидание снятия избыточного давления в до-
заторе (операция задержки З5). 

14) Закрыть заслонку на выгрузку посредством 
нажатия кнопки F12 (рабочая операция Р8). 

15) Задержка на время закрытия заслонки (опера-
ция задержки З6). 

16) Считывание значений массы сухих компо-
нентов с экрана «Дозатор сухих» (рабочая операция 
Р9). 

17) Проверка на равенство считанных значений 
нулю (контрольная операция К2). Если значение рав-
ны нулю, то «Конец», иначе п. 10). 

Модель данного АФО представляется в виде ФС с 
использованием языка ОСМ (рис. 2). 

Исходные показатели качества выполнения рабо-
чих, контрольных операций и операций задержек 
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(табл. 1) взяты из [14, 16], технических условий, а 
также частично получены в ходе производственного 
эксперимента и учитывают конструктивные особен-
ности ЧМИ, используемого оператором. Фрагмент 
ФС, отмеченный как РЭ1 (рис. 2), является ТФС №2 – 
«последовательное выполнение рабочей операции и 
контроля функционирования» [14]. Фрагменты ФС, 
отмеченные как РЭ2 и РЭ3 (рис. 2), являются ТФС 
№1 – «последовательное выполнение рабочих опера-
ций». Эквивалентная ТФЕ РЭ3 и контрольная опера-
ция К2 (рис. 2), образуют ТФС №12 – «рабочая опера-
ция с контролем функционирования без ограничения 
числа циклов» (эквивалентная ТФЕ РЭ4). И, наконец, 
эквивалентные ТФЕ РЭ1, РЭ2 и РЭ4 также образуют 
ТФС №1. Протокол свертки ФС (рис. 2) можно пред-
ставить в табличном виде (табл. 2). 

 

 
 

Рисунок 2 – Функциональная сеть алгоритма функциониро-
вания оператора при проверке нулевых значений в дозаторе 

«Сухие» 
 
 

В соответствие с данными табл. 2 итоговые пока-
затели качества АФО следующие: вероятность без-
ошибочного выполнения АФО B1 = 0,9711; математи-
ческое ожидание M(Т) = 66,164 с и среднеквадратич-
ное отклонение времени выполнения АФО 
S(T) = 13,63 с. 

Рассмотренные выше модели образуют комплекс-
ную математическую модель формализующую, как 
процессы дозирования и смешивания, так и деятель-
ность оператора и являются основой для построения 
ИМ процесса функционирования АСУТП дозирова-

ния материалов для изготовления газобетона на ЗАО 
«Мотор Сич». 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Имитационное моделирование проводилось с ис-
пользованием авторского инструментария в виде сис-
темы имитационного моделирования СИМ-СИ, пред-
назначенной для моделирования систем массового 
обслуживания (Свидетельство о регистрации автор-
ского права на произведение № 74996 от 27.11.2017). 
Для создания ИМ и их формального описания в СИМ-
СИ используется транзактный способ организации 
квазипараллелизма. Модели оформляются в виде ти-
повых процедур на языке С++, а также процедур и 
функций разработанной специализированной библио-
теки (в виде файла simc.cpp). Для реализации функ-
циональности данной библиотеки и обеспечения ра-
ботоспособности ИМ, разработана компонента до-
полнения simc.h для среды разработки QtCreator. Ли-
ния приготовления газобетонной смеси ЗАО «Мотор 
Сич» работает по две восьмичасовые смены в день. 
Моделировалась ее работа в течение 30 дней. Едини-
цей времени в модели выбрана одна секунда. Время 
загрузки программной части АСУТП, а также время 
перехода между экранами ЧМИ данной АСУТП рав-
номерно распределено и составило 30±2 с и 2,0±0,2 c 
соответственно. Количество рецептов газобетонной 
смеси равно 11. Для моделирования выбран рецепт 
№6 приготовления газобетона: ИКВ – 180,3 кг, це-
мент – 76,5 кг; суспензия 17,4 кг, шлам 323,1 кг, вода 
120,1 кг. Диаметры заслонок набора цемента и ИКВ 
дозатора сухих равны 125 мм. Диаметры входных 
заслонок: дозатор шлама – 100 мм и 50 мм (для воды); 
суспензии – 40 мм. Диаметры выходных заслонок: 
смесителя – 250 мм; дозаторов сухих – 200 мм, сус-
пензии – 50 мм и шлама – 100 мм. Время открытия и 
закрытия всех заслонок равномерно распределено и 
равно 1,95±0,05 c. Скорость истечения ИКВ принята 
0,050 м3/с. Производительность шнекового питателя 
составляла 3,7х10–3 м3/с. Плотность шлама, суспензии 
и смеси составляет 2,65х103, 2,7х103 и 1,8х103 кг/м3 
соответственно. Перепад давления при снижении 
уровня в дозаторах шлама и суспензии учитывался 
для пяти уровней с шагом 20%. Директивное время 
для всех рецептов не должно превышать 17 минут при 
соблюдении точности дозирования для шлама и воды 
1%, для суспензии и сухих 0,5%.  

Кроме возможных ошибок оператора, в ИМ была 
учтена наиболее часто встречающаяся в ходе ТП не-
исправность – зависание материала в бункере сухих. 
Данная неисправность поступает в модель в соответ-
ствии с распределением Пуассона со средней интен-
сивностью пять раз в течение каждых восьми часов. 
Так как в полученной ИМ все емкости расходных ма-
териалов считались неограниченными и не учитыва-
лись иные виды возможных неисправностей, можно 
говорить о том, что она является моделью некоего 
«идеализированного» процесса функционирования 
АСУТП приготовления газобетонной смеси. 
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5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Результаты имитационного моделирования ТП 

приведены на рис. 3 и в табл. 3. На рис. 3 приведена 
временная диаграмма дозирования и смешивания 
компонентов смеси по рецепту №6 для двух вариан-
тов диаметра входной заслонки дозатора сухих (125 и 
150 мм). В табл. 3 представлен фрагмент итоговых 
статистических данных за 30 рабочих дней, позво-
ляющих дать количественную оценку работы опера-
тора АСУТП и ТП в целом. 

6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Адекватность математических моделей процессов 

дозирования и смешивания была доказана при их 
практическом применении в моделировании АСУТП 
приготовления газобетона Бершадского завода газо-
бетонных изделий. Приведенные результаты [17] со-
гласуются с экспериментальными данными с погреш-
ностью, не превышающей 6% в динамическом и ме-
нее 1% в статическом режимах. 

 
Таблица 1 – Показатели качества выполнения рабочих, контрольных операций и задержек 

 

Операции Показатель 
Р1, Р9 Р2 Р3, Р5, Р6, Р7, Р8 K1, K2 З1, З2 З3, З6 З4 З5 

Вероятность, B1 0,998 0,9969 0,9951 - 1,0 1,0 1,0 1,0 
K11 – – – 0,990 – – – – Вероятность 
K00 – – – 0,975 – – – – 
M, с 0,178 0,94 0,48 0,29 2,00 1,95 50,0 2,00 Временной 
S, с 0,018 0,12 0,13 0,11 0,20 0,05 10,0 0,10 

 

 
Таблица 2 – Табличный протокол свертки функциональной сети 

 

№ Сворачиваемые ТФЕ Эквивалентная ТФЕ 
  Обозначение B1 M S 
1 Р1, К1 РЭ1 0,988 0,468 0,128 
2 Р2, Р3, З1, Р4, З2, Р5, З3 РЭ2 0,9833 8,330 0,960 
3 Р6, З4, Р7, З5, Р8, З6, Р9 РЭ3 0,9833 55,568 10,558 
4 РЭ3, К2 РЭ4 0,9996 57,366 12,542 
5 РЭ1, РЭ2, РЭ4 РЭ5 0,9711 66,164 13,630 

 

 
Рисунок 3 – Временная диаграмма дозирования и смешивания компонентов смеси 
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Таблица 3 – Показатели, характеризующие технологический процесс и деятельность оператора АСУТП 
 

Диаметр 
125 мм 

Диаметр 
150 мм 

Диаметр 
200 мм 

Показатель 

Рецепт 
№1 

Рецепт 
№6 

Рецепт 
№9 

Рецепт 
№1 

Рецепт 
№6 

Рецепт 
№9 

Рецепт 
№1 

Рецепт 
№6 

Рецепт 
№9 

Оптимальное 
(предельное) 
значение 

Коэффициент 
загруженности 

0,07 0,07 0,07 0,08 0,08 0,08 0,06 0,09 0,09 (0,75) 

Максимальный 
период занятости, 
мин 

1,88 3,35 2,93 1,31 2,33 2,03 0,66 1,31 1,14 (15 ÷ 20) 

Средняя длина 
очереди 

0,66 0,11 0,33 0,46 0,43 0,25 0,23 0,43 0,43 2 ÷ 3 

Максимальная 
длина очереди 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 (5 ÷ 9) 

Период цикла ТП, 
с 

767 918 883 656 780 752 546 643 623 Директивное 
время 1020 

 
Результаты эксперимента для линии приготовле-

ния газобетонной смеси ЗАО «Мотор Сич» показали, 
что использующиеся заслонки набора цемента и ИКВ 
(диаметр 125 мм), более чем в пять раз ограничивают 
входной поток в дозатор сухих, вырабатываемый 
шнеком, так как поток сухих компонентов через пол-
ностью открытую заслонку, составил 6,13х10–4 м3/с. 

С целью нахождения оптимального (с точки зре-
ния общего времени цикла приготовления смеси газо-
бетона и времени работы электропривода смесителя, 
определяющих рациональное использование энерго-
ресурсов) варианта диаметра заслонки было проведе-
но моделирование с заслонками больших диаметров 
(150 и 200 мм) для трех рецептов, с различным про-
порциональным составом сухих и жидких компонен-
тов. Кроме вышеуказанного рецепта №6, проведено 
моделирование для рецепта №1 (ИКВ – 100 кг, це-
мент – 110 кг; суспензия – 25 кг, шлам – 300 кг, вода – 
50 кг) и №9 (ИКВ – 160 кг, цемент – 81 кг; суспен-
зия – 14 кг, шлам – 290 кг, вода – 140 кг). 

Эксперимент с заслонкой диаметром 200 мм, для 
всех трех рецептов ожидаемо привел к сокращению 
времени цикла приготовления газобетона (табл. 3). 

Однако, переход на большие диаметры входных 
заслонок дозатора сухих линии приготовления газо-
бетонной смеси ЗАО «Мотор Сич» влечет за собой 
организационные, конструктивные сложности и 
большие финансовые затраты, а также уменьшает 
точность дозирования из-за увеличения инерционно-
сти исполнительного механизма. 

Как следует из данных табл. 3, максимальное вре-
мя цикла ТП для рецепта №6 и заслонки 125 мм со-
ставляло 918 с (15 минут 18 с), что не превысило ди-
рективное время 17 минут при соблюдении точности 
дозирования. Поэтому, с учетом того, что результаты 
моделирования для заслонки диаметром 150 мм пока-
зали для всех рецептов существенное сокращение 
времени цикла с максимальным приближением мо-
мента окончания выгрузки жидких компонент к мо-
менту окончания выгрузки сухих, а также учитывая 
приемлемое для сохранения точности дозирования 
время срабатывания заслонки такого диаметра, счита-
ем данный вариант оптимальным. 

Ни один из приведенных в табл. 3 показателей, ха-
рактеризующих деятельность оператора, для всех про-
веденных экспериментов не превысил рекомендуемого в 
[1, 9] оптимального или предельно допустимого (приве-
дены в скобках) значения. Это свидетельствует об от-
сутствии информационных перегрузок оператора в ходе 
рассматриваемого в данной статье «идеализированного» 
процесса функционирования. 

 
ВЫВОДЫ 

В работе построен набор аналитических моделей 
процессов дозирования, смешивания, а также дея-
тельности оператора, образующих комплексную мо-
дель процесса автоматизированного управления ТП 
приготовления газобетона. Совместно с построенной 
на ее основе ИМ, они образуют комбинированную 
аналитико-имитационную модель, эксперименты с 
которой позволяют проводить анализ и синтез 
АСУТП и алгоритмов деятельности оператора на ос-
нове количественных и временных показателей. 

Научной новизной работы, является предложенная 
комбинированная модель, которая в отличие от из-
вестных моделей ТП дозирования и приготовления 
смеси газобетона, позволяет формализовать деятель-
ность человека-оператора АСУТП, количественно 
оценить показатели его информационной загрузки, а 
также дополнительно учитывать в процессе дозиро-
вания влияние динамической составляющей веса на-
бора компонентов в бункера дозаторов и скорость 
истечения компонентов из расходных емкостей. 

Практическая ценность работы заключается в том, 
что комбинированная модель может быть использо-
вана для оптимизации структуры, способов управле-
ния ТП, в процессе разработки АСУТП, а также в ка-
честве основы для разработки иммерсивных интер-
фейсов или интеллектуальных тренажеров для подго-
товки операторов газобетонного производства или 
производств со сходными физическими процессами. 
Полученные с помощью данной модели временные и 
количественные показатели ТП позволяют оценить 
влияние параметров технологического оборудования 
и исполнительных механизмов, как на длительность 
всего цикла приготовления газобетонной смеси, так и 
на длительность и соотношение его отдельных клю-
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чевых этапов. На основе анализа результатов экспе-
риментов предложен вариант диаметров заслонок 
набора сухих компонентов, позволяющий оптимизи-
ровать время цикла ТП, с сохранением требуемой 
точности дозирования (для шлама и воды 1%, для 
суспензии и сухих 0,5%). 

Перспективы дальнейших исследований состоят в 
развитии предложенного математического обеспече-
ния, с целью учета случайных воздействий на систему 
«оператор – АСУТП».  
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто проблему підвищення ефективності та якості процесів функціонування автоматизованої сис-

теми управління технологічним процесом (АСУТП) виробництва газобетону. Актуальність даної проблеми обумовлюється 
необхідністю врахування людського фактора при розробці систем даного типу. Об’єкт дослідження – методи і засоби авто-
матизації процесів управління складними технологічними процесами (ТП). Предмет дослідження – моделі, методи і засоби 
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підвищення ефективності та якості автоматизації процесів управління технологічними комплексами газобетонного вироб-
ництва. 

Мета роботи – підвищення ефективності і якості процесів управління ТП приготування газобетону на основі створення 
комплексної математичної моделі, що формалізує діяльність людини-оператора і фізичні процеси, що відбуваються в ході 
ТП, з урахуванням характеристик виконавчих механізмів і режимів їх управління, а також її практична реалізація у вигляді 
імітаційної моделі ( ІМ) процесу управління дозуванням матеріалів газобетонної суміші на ЗАТ «Мотор Січ» (м. Запоріжжя, 
Україна). 

Meтод. Запропоновано рішення розглянутої проблеми у вигляді ІМ процесу функціонування АСУТП приготування га-
зобетону, заснованої на комплексній математичній моделі процесів дозування, змішування компонентів газобетонної суміші 
та інтерактивної взаємодії оператора з людино-машинним інтерфейсом (ЛМІ) АСУТП при вирішенні ним завдань управлін-
ня ТП. В ІМ людино-машинна система (ЛМС) «оператор-АСУТП» представлена у вигляді системи масового обслуговуван-
ня. Для формалізації алгоритму діяльності оператора використаний узагальнений структурний метод А. І. Губинського. 
Особливість даної ІМ полягає в тому, що вона може бути використана для оцінки та налагодження роботи АСУТП, алгори-
тмів роботи з ЛМІ. 

Результати. Розроблено програмне забезпечення та імітаційна модель ТП виготовлення газобетону на ЗАТ «Мотор 
Січ», що реалізують запропоновану комплексну модель на основі транзактного способу організації квазіпараллелізма в ІМ. 

Висновки. В роботі запропонована комбінована (аналітико-імітаційна) модель процесу автоматизованого управління 
технологічним процесом приготування газобетону, яка на відміну від відомих моделей управління, що включають процеси 
дозування та змішування, дозволяє формалізувати діяльність людини-оператора АСУТП, кількісно оцінити показники його 
інформаційного завантаження, а також додатково враховувати в процесі дозування вплив динамічної складової ваги набору 
компонентів в бункери дозаторів і швидкість витікання компонентів з витратних ємностей. Проведені експерименти підтве-
рдили працездатність запропонованого математичного забезпечення, що дозволяє рекомендувати його для використання на 
практиці при вирішенні завдань обґрунтування оптимального вибору структури, способів управління, варіантів ЛМІ, уточ-
нення параметрів системи управління зазначеним ТП, а також при створенні інтелектуальних тренажерів для підготовки 
операторів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: математична модель, імітаційна модель, оператор, газобетон, людино-машинний інтерфейс, дозу-
вання, змішування, транзакт. 
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ABSTRACT 
Context. The problem of increasing the efficiency and quality of functioning of the Automated Control System (ACS) for aer-

ated concrete production is considered. The relevance of the problem is determined by the need to take into account the human factor 
in the development of systems of this type. Methods and means of control processes automation with the help of complex techno-
logical processes (TP) are the research object. The subject of the research is models, methods and means of increasing the efficiency 
and quality of control process automation of technological complexes in aerated concrete production. 

Objective. The complex mathematical model is to be developed to bring automated control of technological processes for aer-
ated concrete production to the advanced level of its efficiency and quality. The complex mathematical model formalizes human-
operator activity and technological process on the physical level including characteristics of actuators and their control modes. Prac-
tically the complex mathematical model is implemented as a certain imitation model (IM), which represents control process for dos-
ing the components for aerated concrete mixtures at JSC “Motor Sich” (Zaporizhzhia, Ukraine). 

Method. The solution of the considered problem in the form of the IM operating process of the ACS for aerated concrete prepa-
ration is proposed. It is based on a complex mathematical model of dosing and mixing aerated concrete components and the interac-
tive work of the operator with the human-machine interface (HMI) of the ACS when solving the TP control tasks. In the IM, the 
human-machine system “operator-ACS” is presented in the form of a queuing system. To formalize the operator’s activity algorithm, 
the generalized structural method offered by A.I. Gubinsky is used. The peculiarity of this IM is that it can be used to evaluate and 
debug the ACS and HMI algorithms. 

Results. The software and IM of the technological process for aerated concrete production at JSC "Motor Sich" was developed. 
That implements the proposed complex model based on a transact technique of organizing quasi-parallelism in IM. 

Conclusions. The research proposes a combined (analytical-imitation) model of the automated control process for the aerated 
concrete preparation technology. Unlike other well-known control models which include dosing and mixing processes, this one sug-
gests the approach that allows formalizing the activity of the ACS operator, quantifying the indicators of his information load and 
taking into account the influence of the dynamical changing of the components set weight in the dispenser hoppers and the compo-
nents flow velocity from the consumable containers in the dosing process. The conducted experiments proved the operability of the 
software proposed; such software may be recommended for practical use in solving the problems of justifying the structure optimal 
choice, control methods, HMI variants, clarifying the ACS parameters for the specified technological processes, and also for devel-
opment of intelligent simulators to be used for operator training. 
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МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ МЯГКОГО ДЕКОДИРОВАНИЯ СИГНАЛОВ 
В КАНАЛАХ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ 

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 
 

Фрейман В. И. – канд. техн. наук, доцент, профессор кафедры «Автоматика и телемеханика», Пермский нацио-
нальный исследовательский политехнический университет, г. Пермь, Россия. 

 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Решены задачи повышения достоверности передачи информации в каналах и трактах систем управления 
на фоне воздействия совокупности помех различной природы и вида. Объектом исследования является приемное устройст-
во (декодер канальных символов), предмет исследования – модели, методы и алгоритмы обработки и принятия решения на 
уровне элементарных сигналов (канальных символов). Цель работы – создание и исследование методов и алгоритмов «мяг-
кого» декодирования элементарных сигналов для обеспечения достоверности передачи информации по встроенным и выде-
ленным каналам и трактам систем управления. 

Метод. Использован математический аппарат нечетких множеств для описания ошибок, возникающих в каналах и трак-
тах передачи информации между элементами систем управления. Реализованы методы и алгоритмы «мягкого» декодирова-
ния (дающих большую информацию для принятия решения, чем «жесткая» схема принятия решения) в первой решающей 
схеме приемных устройств в составе аппаратно-программных элементов систем управления. Выполнено программное мо-
делирование предложенного способа принятия решения, основанного на методах нечеткой логики. 

Результаты. Разработаны структурная схема и алгоритм работы квазиоптимального приемника элементарных сигналов, 
оригинальность которого заключается в применении методов нечеткой логики для принятия решения. Создан и исследован 
алгоритм принятия решения в среде MathWorks Fuzzy Logic Toolbox. 

Выводы. Проведенные в работе исследования позволяют сделать следующие выводы о том, что предложенная мягкая 
схема декодирования: обеспечивает большую «гибкость» при принятии решения, что положительным образом сказывается 
на достоверности передачи информации; не требует введения и использования многозначной логики (например, символ «x» 
для модели канала 2×3, символы «1b» и «0b» для модели канала 2×4, символы «0»...«7» для модели канала 2×8), что облег-
чает реализацию алгоритма декодирования; позволяет проводить арифметические, а не логические, вычисления, что снижа-
ет вычислительную сложность алгоритма принятия решения. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: канальный символ, декодирование, принятие решения, нечеткая логика, моделирование, квази-
оптимальный прием. 

 
АББРЕВИАТУРЫ 

БДФЗ – блок дефаззификации; 
БПП – блок задания базы знаний (продукционных 

правил); 
БФЗ – блок фаззификации; 
БФП – блок задания функций принадлежности для 

входных и выходных ЛП; 
Г – генератор тактовых импульсов; 
к.и. – конец импульса; 
КС – канал связи; 
ЛП – лингвистическая переменная; 
МНЛВ – машина нечеткого логического вывода; 
н.и. – начало импульса; 
ПРС – первая решающая схема; 
ПЭ – пороговые элементы; 
РИУС – распределенная информационно-

управляющая система; 
СХ – устройство синхронизации; 
УОП – узел определения параметров импульса 

дробления; 
УПО – узел предварительной обработки; 
УПР – узел принятия решения; 
Ф – формирователь; 
ФП – функция принадлежности. 

 

НОМЕНКЛАТУРА 
f – флаг; 

H – средняя высота импульсов дробления; 
L – средняя длительность импульсов дробления; 
N – среднее количество импульсов дробления; 
n – длина сообщения; 
P – вероятность; 
{r} – база продукционных правил; 
u – элементарный сигнал на выходе канала связи 

(в форме импульса); 
ũ – входной сигнал, ограниченный (форматиро-

ванный) по длительности и амплитуде; 
U – амплитуда элементарного сигнала; 
x – символ стирания; 
X  – входной четкий вектор ({N; L; H} – значения 

входных лингвистических переменных; 

X  – вектор нечетких множеств, соответствующий 
входному вектору X ; 

Y  – результат логического вывода в виде вектора 
нечетких множеств; 

Y  – выходной четкий вектор (значение двоичного 
символа); 

{μ} – функции принадлежности (input – входных 
ЛП, output – выходных ЛП); 

ρ – отношение «сигнал/помеха»; 
τ – длительность элементарного сигнала. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Для решения задач управления и контроля качества 

передачи информации между элементами и устройст-
вами распределенных информационно-управляющих 
систем (РИУС) активно применяются методы и средст-
ва сетевой диагностики [1]. Они реализуют такие этапы 
диагностирования, как подготовка тестов, их дистан-
ционная загрузка в объект диагностирования, активи-
зация режима тестирования и реализация тестов, дис-
танционная выгрузка результатов диагностирования и 
их анализ [2]. Следовательно, на достоверность приня-
тия решения о техническом состоянии элементов и 
устройств РИУС по результатам диагностирования 
существенно влияет достоверность передачи диагно-
стической информации по каналам и трактам РИУС. 
Поэтому проблема обеспечения достоверности переда-
чи тестовых сигналов по встроенным и выделенным 
каналам и трактам РИУС при дистанционном формате 
процедуры технического диагностирования является 
актуальной. Это также подтверждается недостаточно 
подробным освещением указанной проблемы в извест-
ных научных и прикладных публикациях, что подчер-
кивает важность проведения исследований в направле-
нии помехоустойчивой передачи информации по 
встроенным и выделенным каналам и трактам РИУС. 

 

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Прием информации в системах передачи осуществ-

ляется, как правило, в два этапа: прием элементарных 
сигналов и прием сообщения в целом [3]. Прием эле-
ментарных сигналов (символов алфавита канала свя-
зи – КС) реализуется в первой решающей схеме (ПРС). 
Она выполняет функции приемника (демодулятора, 
линейного узла, декодера линейного кода, канального 
фильтра и т.п.). Прием на уровне сообщения в целом 
реализуется во второй решающей схеме (декодере ка-
нала), в которой выполняется алгоритм коррекции 
ошибок (при использовании избыточного кодирования 
сообщений [10]). Первый этап приема обеспечивает 
заданное значение вероятности ошибки при принятии 
решения о переданном канальном символе, второй – о 
сообщении в целом. 

Достоверность передачи информации в распреде-
ленных системах управления во многом определяется 
уровнем искажений, вносимых помехами в элемен-
тарные сигналы (канальные символы) при передаче 
по каналу связи. При большом уровне помех (малом 
значении отношения «сигнал/шум») для обнаружения 
и/или исправления ошибок (неправильная интерпре-
тация принятых символов) наиболее часто использу-
ют аппарат и методы канального уровня модели взаи-
модействия открытых систем. Они реализуются во 
второй решающей схеме (ВРС) – канальном декодере, 
в частности, методы помехоустойчивого кодирования, 
многократного повторения (символов или сообще-
ний), обратная связь и т.д. Это вносит существенную 
избыточность, приводит к задержкам, что в результа-
те снижает информационную скорость и пропускную 
способность канала передачи данных [4]. 

Считается, что в большинстве каналов и трактов пе-
редачи действует аддитивная внешняя помеха, описы-
ваемая моделью «белый шум». Такая помеха приводит к 
небольшим искажениям формы передаваемого сигнала, 
что позволяет применять в ПРС хорошо проработанные 
способы оптимального приема (например, по критерию 
В.А. Котельникова). Однако, как правило, в реальных 
каналах связи действует некоторая совокупность помех, 
которая точно не описывается известными моделями. В 
этих случаях целесообразно анализировать не помехи, а 
вызываемые ими искажения сигналов [4]/ 

В статье решаются следующие частные задачи: 
1. Разработка и исследование математической мо-

дели ошибок и искажений, возникающих в канале 
передачи информации при воздействии комплексной 
помехи. 

2. Создание методов и алгоритмов «мягкого» де-
кодирования на уровне элементарного сигнала, для 
повышения достоверности которых используется не-
четкая логика. 

3. Разработка структурной схемы квазиоптималь-
ного приема и описание алгоритма ее функциониро-
вания, а также создание и исследование ее модели в 
среде моделирования. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Для обеспечения заданных высоких требований по 
достоверности важно построить адекватную модель 
ошибок в канале связи. Часто применяемые матема-
тические модели помех [5, 6] не всегда адекватно опи-
сывают комплексный характер их воздействия на сиг-
нал, что приводит к необходимости анализировать 
вносимые ими искажения [3]. Также необходимо оце-
нить последствия от воздействия помех на передавае-
мые канальные символы (элементарные сигналы). 
Важно выяснить, как способы учета неопределенно-
сти в принятии решения на уровне элементарного 
сигнала или всего сообщения в целом отразятся на 
показателях достоверности передачи информации. 

Для учета искажений разработаны способы прие-
ма, называемые квазиоптимальными [3]. При этом 
возникает состояние неопределенности, когда иска-
женный сигнал трудно отнести к какому-либо из воз-
можных переданных сигналов, и вероятность ошибки 
при этом значительно повышается [7]. Наличие таких 
состояний учитывается «мягкой» схемой принятия 
решения, которая увеличивает объем информации для 
обработки и анализа за счет введения дополнитель-
ных состояний канала (в дополнение к состояниям, 
связанным с передачей канальных символов, в част-
ности, «0» или «1»). Поэтому для учета и последую-
щего снятия неопределенности при принятии реше-
ния как в ПРС, так и в ВРС, эффективным представ-
ляется применение математического аппарата нечет-
ких множеств и методов нечеткой логики [8, 9]. Это 
позволит увеличить эффективность и достоверность 
применяемых алгоритмов мягкого декодирования при 
определенном сочетании помех и искажений. Поэто-
му далее будут представлены результаты разработки, 
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исследования и реализации метода мягкого декодиро-
вания и принятия решения на уровне элементарных 
сигналов (канальных символов) в приемных устрой-
ствах элементов РИУС на основе аппарата и методов 
нечеткой логики. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Описание и анализ искажений сигналов. Различают 
следующие искажения, вносимые помехами в элементар-
ный сигнал (рис. 1): краевые искажения (дребезг фронтов) 
и дробления [3]. 

Краевые искажения могут возникать вследствие за-
тухания сигнала за счет уменьшения амплитуд высоко-
частотных гармоник, формирующих крутизну фронтов 
импульса. Также подобные виды искажения возникают 
вследствие изменения таких параметров импульса, как 
длительность и начальная фаза, а также из-за разрегу-
лировки параметров аппаратуры. Дробления в элемен-
тарном сигнале появляются под воздействием внешних 
или внутренних импульсных помех. 

На рис. 1 показаны примеры искажений, вносимых 
в элементарный сигнал (прямоугольный импульс за-
данной амплитуды U1 и длительности τ), а также 
комментарии к каждому примеру [8]: 

1 – идеальный импульс (формируется передатчи-
ком на входе канала связи), имеет значение двоичного 
символа (бита) «1»; 

2 – дребезг фронтов, возникает за счет подавления 
помехами высокочастотных составляющих импульса, 
интерпретируется как «1»; 

3 – сужение импульса, возникает при наложении 
аддитивной импульсной помехи отрицательной по-
лярности, интерпретируется как «1»; 

4 – расширение импульса, возникает при наложе-
нии аддитивной импульсной помехи положительной 
полярности, интерпретируется как «1»; 

5 – дробление, характеризуется «малым» количе-
ством импульсов (2–4) «большой» длины (в 3–5 раз 
меньше τ), интерпретируется как «1»; 

6 – дробление, характеризуется «большим» коли-
чеством импульсов (>4) «малой» длины (на порядок 
меньше τ), интерпретируется как «1»; 

7 – дробление, характеризуется «малым» количе-
ством импульсов (2–4) «малой» длины (на порядок 
меньше τ), интерпретируется как «0». 

Для полноты описания искажений необходимо до-
бавить еще одну составляющую – величину амплиту-
ды импульса. Ее предлагается использовать для фор-
мирования условия, по которому принимается реше-
ние о наличии или отсутствии импульса, например, по 
превышению среднего значения амплитуды заданного 
порога, например, U1/2. При выполнении данного ус-
ловия продолжается анализ искажений по предло-
женному выше подходу. 

Для выделения элементарных сообщений из сиг-
налов с указанными выше искажениями применяют 
квазиоптимальные способы приема, максимально 
учитывающие характер искажений [3]. 

 
а 

 
б 

Рисунок 1 – Искажения импульса: иллюстрация (а) и коммен-
тарии (б) 

 
Для борьбы с краевыми искажениями разработан 

метод приема по огибающей (или стробирования с 
определенным фазовым сдвигом). Он заключается в 
том, что прием импульса осуществляется с опреде-
ленным фазовым сдвигом относительно временной 
метки начала импульса. 

Для борьбы с искажениями типа дробления им-
пульсов применяется интегральный прием. В указан-
ном способе подсчитывается количество импульсов 
небольшой (значительно меньшей τ) длительности. 
Если количество таких импульсов больше определен-
ного порогового значения, то принимается решение о 
формировании импульса, в противном случае – об 
отсутствии импульса (паузе). При другой реализации 
данного способа приема проводится накопление (ана-
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логовое суммирование), а затем – анализ на превыше-
ние порогового значения [10] 

В работе предлагается метод принятия решения, 
учитывающий наличие искажений обоих типов. Он 
построен на основе теории нечетких множеств и ме-
тодов нечеткой логики. Данный метод предполагает 
снижение вычислительной сложности за счет исполь-
зования арифметических операций, а также возмож-
ность адаптации параметров модели принятия реше-
ния к изменению внешних условий (изменение пара-
метров модели ошибок в канале связи, повышение 
требований к достоверности и т. п.). 

Классификация и анализ модели ошибок и спосо-
бов принятия решения на уровне элементарного сиг-
нала (символа). Важным этапом построения системы 
передачи информации с заданными показателями на-
дежности (достоверности) является выбор модели 
ошибок и определение основных показателей качест-
ва (например, вероятность битовой ошибки) [6]. Для 
этого проводится продолжительное и разнообразное 
тестирование исследуемых каналов, после чего вы-
полняется подробный анализ, построение моделей 
каналов связи и расчет показателей качества для дан-
ной системы передачи информации [11]. Полученные 
параметры в дальнейшем используются на этапах 
проектирования, эксплуатации и модернизации (up-
date или upgrade). 

Для обеспечения заданного уровня качества на 
каждом этапе важно выбрать адекватный способ при-
нятия решения, который в современных системах пе-
редачи реализуется либо по «жесткой», либо по «мяг-
кой» схеме [4]. Рассмотрим их особенности для каж-
дого из указанных этапов приема.  

Жесткое принятие решения работает в случае, ко-
гда входной и выходной алфавиты канала связи сов-
падают (например, двоичный канал 2×2 – на входе и 
на выходе канала символы из алфавита {«0»; «1»}). 
Этот способ более прост в реализации, но менее точен 
при наличии ошибок, близких по значению к порогу 
принятия решения (рис. 2а). При мягком способе де-
кодирования на уровне сигнала размерность алфавита 
на выходе канала больше, чем на входе (например, 
2×3 – на входе канала символы из алфавита {«0»; 
«1»}, а на выходе – из алфавита {«0»; «1»; «x»}, канал 
со стиранием). Выходной алфавит КС расширяется за 
счет введения символа неопределенности, фикси-
рующего место ошибки (рис. 2б). На уровне приема 
сообщений мягкое принятие решения заключается в 
итеративной процедуре декодирования с анализом на 
каждом этапе [7]. Такой способ более сложен в реали-
зации, приводит к задержкам, но имеет лучшие харак-
теристики достоверности. Возникающие при анализе 
неопределенности в принятии решения могут быть 
эффективно учтены за счет использования теории 
нечетких множеств и методов нечеткой логики, что 
при определенных условиях позволит реализовать 
эффективные варианты ПРС, адаптирующиеся к ха-
рактеристикам помех и условий приема [3]. 
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Рисунок 2 – Модели принятия решения: а – «жесткая» (2×2); 
б – «мягкая» (2×3) 

 

 
Недостатком модели является достаточно низкая 

точность оценки вероятностных характеристик канала 
связи на уровне передачи сообщений при таком зна-
чении помехи и ее влияния на элементарный сигнал, 
что искаженный сигнал отличается от эталонных (ба-
зисных) значений элементарных сигналов на пример-
но одинаковую величину [11]. При этом выделяется 
зона неопределенности, попадание в которую свиде-
тельствует о существенном значении помехи, но за-
трудняет ее идентификацию. Тогда говорят о «мяг-
кой» схеме принятия решения. 

Наиболее простая модель ошибок для использова-
ния мягкой схемы принятия решения – канал со сти-
ранием (2×3). В нем выходной алфавит расширяется 
за счет введения символа стирания – «x», который 
формируется при попадании значения принятого сим-
вола в зону неопределенности (рис. 2б). Для исправ-
ления ошибок стирания требуется вводить дополни-
тельную избыточность в сообщение и использовать 
специальные алгоритмы коррекции.  

Из литературы [4] известно, что модели ошибок 
КС размерности более чем 2×8 не дают существенно-
го увеличения, но существенно усложняется алгоритм 
обработки и аппаратно-программная реализация де-
кодирующего устройства. Преимущество мягкой схе-
мы принятия решения (уменьшение сложности алго-
ритма дешифрации, простота аппаратно-программной 
реализации, улучшение вероятностных оценок досто-
верности и т.п.) может дать применение теории не-
четких множеств и методов нечеткой логики. 

Разработка математической модели и алгоритма 
принятия решения в ПРС с использованием аппарата 
и методов нечеткой логики. Введем основные терми-
ны теории нечетких множеств применительно к рас-
сматриваемой предметной области [11]:  

– ЛП: элементарный сигнал (канальный символ на 
выходе канала связи);  
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– терм-множество: множество значений (термов) 
ЛП, определяемое размерностью алфавита на выходе 
канала связи; 

– ФП: характеризует степень принадлежности зна-
чения терма заданному нечеткому множеству, опре-
деляется выбранной моделью ошибок КС. 
Рассмотрим примеры ФП для разных моделей кана-
лов связи (2×2) (треугольные: рис. 3а – без перекры-
тия ФП (без неопределенности), пороговое значение 
0,5; рис. 3б – с частичным перекрытием ФП, порого-
вые значения 0,25 и 0,75 для термов «1» и «0» соот-
ветственно; рис. 3в – с полным перекрытием ФП, по-
роговые значения 0 и 1 для термов «1» и «0» соответ-
ственно) и (2×3) (трапециевидные: рис. 3г; гауссовы: 
рис. 3д; синглетон: рис. 3е – для термов «0», «1» и 
«x»). По оси абсцисс откладываются множества вход-
ных  значений сигнала,  в  рассматриваемом  случае – 
нормализованных для удобства представления в диа-
пазоне [0; 1]. 

Примечание. Примеры ФП на рис. 3 реализованы в 
среде MathWorks MatLab, расширение Fuzzy Logic 
Toolbox [12, 13]. Задавая разные функции принадлеж-
ности и варьируя их параметры, можно получать раз-
личные значения для принятия решения, сравнивать 
их друг с другом, выбирая наиболее подходящие с 
учетом заданных ограничений. 

Описание квазиоптимального приема с использо-
ванием теории нечетких множеств и методов нечет-
кой логики. Введем описание параметров предлагае-
мой модели принятия решения в терминах нечетких 
множеств [14]. 

Входные ЛП: 
N – терм-множество {«малое», «большое»};  
L – терм-множество {«малая», «большая»}; 
H – терм-множество {«малая», «большая»}. 
ФП входных ЛП: треугольные. 
Выходная ЛП: Двоичный символ, терм-множество 

{«0»; «1»}. 
ФП выходной ЛП: синглетон. 
Матрица принятия решения: приведена в табл. 1, 

построена на основании анализа всех вариантов зна-
чений ЛП. 

Продукционные правила (по количеству непустых 
строк в матрице принятия решения): 

IF N = «м» AND L = «м» AND H = «м» THEN «0». 
IF N = «м» AND L = «б» AND H = «б» THEN «0»… 

(количество правил определяется количеством строк в 
матрице принятия решения, ячейка «Иллюстрация» 
не равна «–», т.е. такое сочетание параметров на 
практике не встречается либо не учитывается).  
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Рисунок 3 – Примеры ФП для описания ЛП «канальный символ» 
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Таблица 1 – Матрица принятия решения 

 
Далее предлагается следующий алгоритм принятия 

решения (основан на методе дефаззификации Л. Заде). 
1. По заданным значениям результатов входных пере-

менных определяются значения степеней принадлежности 
для всех термов (значение функции принадлежности терма 
для заданного значения универсума). 

2. Выбираются правила, содержащие условия с нену-
левыми степенями принадлежности (термы, которым 
соответствуют ненулевые значения ФП для заданных 
конкретных результатов).  

3. На первом шаге логического вывода определяется 
степень принадлежности всего антецедента каждого 
правила (по функции минимума). 

4. На втором шаге формирования нечеткого вывода 
определяется степень принадлежности терм выходной 
переменной (по функции максимума).  

5. Для дефаззификации применяется метод центрои-
да, который позволяет определить текущее значение 
выходной переменной для текущих значений входных 
лингвистических переменных. В результате определяет-
ся четкий результат, дающий информацию о значении 
выходной ЛП (канального символа). 

Разработанная модель принятия решения положена в 
основу соответствующего устройства в составе прием-
ника элементарных сигналов, структурная схема которо-
го предложена далее. 

На рис. 4 приведена обобщенная структурная схема 
приемного устройства физического уровня (ПРС), кото-
рая может быть использована в составе элементов рас-
пределенных систем управления [14]. 

Считается, что квазиоптимальным приемом при 
дроблениях является интегральный прием [3], и описы-
ваемый ниже метод является его модификацией. Способ 
интегрального приема основан на аналоговом суммиро-
вании (интегрировании) площадей импульсов дробления 
и сравнении получившейся площади с заданным порого-
вым значением. Предлагаемый способ приема, постро-
енный на предложенном методе принятия решения на 
основе нечеткой логики, использует более простые 
структурные элементы, арифметический метод расчета 
параметров и несложный алгоритм принятия решения. 
Поэтому он более эффективно реализуется в приемниках 
в составе элементов РИУС в условиях ограничения ап-
паратурно-программных ресурсов и рассматриваемой 
совокупности помех и искажений во встроенных и выде-
ленных каналах и трактах РИУС. 

Алгоритм работы устройства следующий. В схему по-
ступает входной элементарный сигнал u, искаженный 
помехами разного типа (дребезг фронтов, дробление, их 
сочетание). Устройство синхронизации, стробируемое 
сигналами с генератора тактовых импульсов, управляет 
работой формирователя (задает заданную эталонную дли-
тельность элементарного сигнала τ, а также амплитуду 
импульса). Форматированный сигнал ũ поступает на по-
роговые элементы, определяющие начало и окончание 
каждого импульса дробления, которые появляются в ре-
зультате искажения передаваемого элементарного сигна-
ла. Узел определения параметров импульса дробления 
формирует импульс длительностью τi. Узел предвари-
тельной обработки фиксирует параметры каждого им-
пульса дробления (длительность, амплитуду), а также 
подсчитывает их число.  

 
 

 
Рисунок 4 – Обобщенная структурная схема приемного устройства 
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После окончания интервала анализа, определяемого 
заданной длительностью элементарного сигнала τ, 
производится расчет обобщенных параметров сигнала: 
N; L; H. Они являются входными параметрами для узла 
принятия решения, реализующего формирование чет-
кого вывода о принятом элементарном сигнале. Обоб-
щенная структурная схема приведена на рис. 5. 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Для исследования предложенного метода приня-
тия решения в ПРС построена модель в среде Fuzzy 
Logic Toolbox (MathWorks MatLab), далее приведены 
элементы модели и исследования: рис. 6а – общий вид 
модели; рис. 6б – задание ФП для входных и выход-
ных ЛП (задан диапазон входных значений от 0 (м) до 
5 (б), см. табл. 1); рис. 6в – задание продукционных 
правил). 

 
 
Рисунок 5 – Обобщенная структурная схема УПР 

 

   
  а     б    в 
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Рисунок 6 – Модель принятия решения в Fuzzy Logic Toolbox 
 

На рис. 6г,д,е представлены разные варианты при-
нятия решения для выходной ЛП по заданному набо-
ру значений входных ЛП: 

– принят один импульс дробления (N = 0) «боль-
шой» длительности (L = 1) и «большой» высоты 
(H = 1), что интерпретируется как «1» (S = 1); 

– принят один импульс дробления (N = 0) «сред-
ней» длительности (L = 2) и «средней» высоты 
(H = 3), что интерпретируется как «0» (S = 0); 

– принят один импульс дробления (N = 0) «малой» 
длительности (L = 1) и «средней» высоты (H = 3), что 
интерпретируется как «1» (S = 0). 

В результате формулируется четкий вывод с исполь-
зованием выбранного алгоритма дефаззификации. 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Проанализируем возможности предложенного 

способа квазиоптимального приема по улучшению 
количественных показателей достоверности передачи 
информации и увеличению ее эффективности. 

1. Сохранение заданного показателя достоверно-
сти принятия решения на уровне символа при умень-
шении качества передачи по каналу (снижение отно-
шения «сигнал/шум»), что повышает эффективность 
системы передачи информации. 

Пример 1. Для количественной оценки достоверно-
сти можно воспользоваться определением соответствия 
вероятности ошибочного принятия решения об уровне 
элементарного сигнала (вероятность битовой ошибки) 

 

БФЗ 
 

БДФЗ 

 

БФП 

 

БПП 

 

МНВ X YX Y

 

{μinput} 
 

{μoutput} 

 

{r} 

232



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 4 

 
 

© Фрейман В. И., 2018 
DOI 10.15588/1607-3274-2018-4-22 

при конкретном отношении «сигнал/помеха» ρ. На-
пример, выполним расчет для следующих условий:  

– сигнал: импульс амплитудой Uс = 5 В и длитель-
ностью τс = 1 мкс (символ «1»); 

– помеха: два импульса амплитудой Uп = –5 В и 
длительностью τп = 0,2 мкс каждый: 
 

2
с c c

2
п п п

10lg 10lg
2

P U
P U

⋅ τ
ρ = = =

⋅ ⋅ τ
 

2 6

2 6

5 1010lg 10 lg 2,5 10 0,4 4дБ.
2 5 2 10

−

−

⋅
= = ⋅ = ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅
 

 

При этом при помощи предложенного алгоритма 
принятия решения и схемы декодирования будет сде-
лан правильный вывод о приеме сигнала «1», несмот-
ря на малое для систем связи отношение «сиг-
нал/шум» (например, для вероятности ошибки 10–3 и 
простого способа цифрового линейного кодирования 
(NRZ, AMI, HDB3 и т.п.) необходимо значение ρ > 20 
дБ). Для данного примера параметр ρ значительно 
меньше при сохранении порядка величины достовер-
ности принятия решения (для рассматриваемой моде-
ли искажений типа дробления). Но для обеспечения 
достоверности технического диагностирования пара-
метр эффективности не является ключевым, поэтому 
рассмотрим следующий пример. 

2. Увеличение достоверности принятия решения 
на уровне символа при сохранении уровня качества 
передачи в канале (отношении «сигнал/шум»), что 
позволяет увеличить вероятность правильной переда-
чи диагностической информации. 

Пример 2. Рассмотрим передачу диагностической 
информации по встроенному каналу в оборудовании 
ОГМ-30Е (ПАО «Морион», г. Пермь), реализуемой 
устройствами управления и мониторинга УМ-120М. 
Для кадра служебной информации длиной 4 байта 
(n = 32 бит) до внедрения предложенной в работе 
схемы декодирования вероятность ошибки в символе 
P была порядка 10–3. Следовательно, можно оценить 
вероятность правильной передачи сообщения (без 
применения дополнительного помехоустойчивого 
кодирования) следующим образом [3]: 

 

Pп = (1 – P)n = (1 – 10–3)32 ≈ 0,97. 
 

Предложенный способ декодирования, реализо-
ванный в информационном и аппаратно-программном 
обеспечении устройства управления, позволил 
уменьшить вероятность ошибки в символе P до вели-
чины порядка 10–5, что определено в результате тес-
тирования при имитации воздействия помех разного 
уровня и вида. Таким образом, вероятность правиль-
ной передачи сообщения в данном случае равна: 

 
Pп = (1 – P)n = (1 – 10–5)32 ≈ 0,9997. 

 
Для избыточного кода [3] расчет выполняется по 

предложенной методике. 

Приведем для подтверждения график зависимости 
вероятности правильной передачи от вероятности 
ошибки в символе, что подтверждает значимость 
улучшения достоверности принятия решения на 
уровне элементарного сигнала (рис. 7). Следователь-
но, увеличение вероятности правильной передачи 
информации, в первую очередь – диагностической, 
позволяет соответственно увеличить достоверность 
технического диагностирования. 
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Рисунок 7 – Количественная оценка достоверности переда-
чи информации 

 
6 ОБСУЖДЕНИЕ 

Применение разработанного метода принятия ре-
шения на основе аппарата и методов нечеткой логики 
предлагается использовать в устройстве принятия ре-
шения на уровне элементарных сигналов в обобщен-
ной структурной схеме приемного устройства в составе 
элементов РИУС. Это позволит реализовать заданные 
показатели достоверности, при этом будет обеспечено 
снижение вычислительной сложности за счет исполь-
зования арифметических операций, а также возмож-
ность адаптации параметров модели принятия решения 
к изменению внешних условий. 

Предложенные алгоритмы и структуры реализова-
ны и исследованы при помощи разработанных про-
граммных моделей. Показано, что применение методов 
нечеткой логики для мягкого декодирования сигналов 
и сообщений позволяет повысить показателей досто-
верности, а также снизить вычислительную сложность 
алгоритмов декодирования и принятия решения, что 
положительным образом сказывается на увеличении 
быстродействия при аппаратно-программной (про-
граммируемые логические интегральные схемы) и про-
граммной (микроконтроллер) реализации соответст-
вующих функций.  

 
ВЫВОДЫ 

В статье предложены и проанализированы резуль-
таты применения математического аппарата нечетких 
множеств и методов нечеткой логики для описания 
моделей ошибок в каналах и трактах передачи ин-
формации систем управления, разработки и реализа-
ции алгоритмов мягкого декодирования элементар-
ных сигналов.  
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1. Выполнен анализ помех, возникающих в реаль-
ном канале связи, проанализированы способы их опи-
сания. Показано, что реальные помехи часто не вписы-
ваются в наиболее распространенную модель «белого 
шума», что требует разработки и применения специ-
альных методов квазиоптимального приема. Выполнен 
анализ моделей ошибок с учетом «жесткого» и «мягко-
го» способов принятия решения на уровне элементар-
ного сигнала. Указано, что «мягкий» способ адекватнее 
учитывает возникающую неопределенность, что при-
водит к улучшению достоверности приема (уменьше-
ние вероятности ошибки в символе). 

2. Разработаны математическая модель и алгоритм 
«мягкого» принятия решения в первой решающей 
схеме (приемнике элементарных сигналов) с исполь-
зованием аппарата и методов нечеткой логики. Вы-
полнена реализация предложенной модели в среде 
MathWorks MatLab, пакет Fuzzy Logic Toolbox. Про-
веденное моделирование показало, что предложенный 
алгоритм мягкого декодирования обладает повышен-
ными показателями достоверности.  

3. Построена обобщенная структурная схема ква-
зиоптимального приемника элементарных сигналов и 
описан алгоритм его функционирования. Разработан и 
описан алгоритм устройства, его основных компонен-
тов, а также сигналы и переменные, необходимые для 
задания параметров модели в терминах нечеткой ло-
гики, выполнено моделирование и исследование 
предложенной схемы. Приведены количественные 
оценки повышения достоверности при использовании 
предложенных методов мягкого «декодирования». 
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МЕТОДИ І АЛГОРИТИ М’ЯКОГО ДЕКОДУВАННЯ СИГНАЛІВ В КАНАЛАХ ПЕРЕДАЧІ ІНФОРМАЦІЇ МІЖ 

ЕЛЕМЕНТАМИ СИСТЕМИ УПРАВЛІННЯ 
 

Фрейман В. І. – канд. техн. наук, доцент, професор кафедри «Автоматика і телемеханіка», Пермський національний 
науково-дослідний політехнічний університет, м. Пермь, Росія. 

АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Вирішено завдання підвищення достовірності передачі інформації в каналах і трактах систем управління 

на тлі дії взаємозв’язків між різними видами та видами. Об’єкт дослідження – приймальний пристрій (декодер канальних 
символів), предмет дослідження – моделі, методи та алгоритми обробки та прийняття рішень на рівні елементарних 
сигналів (канальних символів). Мета роботи – створення та дослідження методів та алгоритмів «м’якого» декодування еле-
ментарних сигналів для забезпечення достовірності передачі інформації по вбудованим і виділеним каналам і трактатам 
систем управління. 

Метод. Використано математичний апарат нечітких множин для опису помилок, що виникають в каналах і трактах 
передачі інформації між елементами систем управління. Реалізовані методи та алгоритми «м’якого» декодування (дають 
більшу інформацію для прийняття рішення, ніж «жорстка» схема прийняття рішення) в першій вирішувальній схемі прий-
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мальних пристроїв у складі системно-програмних елементів систем управління. Виконано програмне моделювання запро-
понованого способу прийняття рішення, основаного на методах нечіткої логіки. 

Результати. Розроблено структурну схему та алгоритм роботи квазіоптимального приймача елементарних сигналів, 
оригінальність якого полягає у застосуванні методів нечіткої логіки для прийняття рішень. Створено та досліджено алго-
ритм прийняття рішення в середовищі MathWorks Fuzzy Logic Toolbox. 

Висновки. Проведені в роботі дослідження дозволяють зробити наступні висновки про те, що запропонована м’яка схе-
ма декодування: забезпечує більшу «гнучкість» при прийнятті рішення, що позитивно впливає на достовірність передачі 
інформації; не вимагає введення та використання багатозначної логіки (наприклад, символ «x» для каналу 2×3, символи 
«1b» та «0b» для каналу 2×4, символи «0» ... «7» для каналу 2 ×8), що полегшує реалізацію алгоритму декодування; дозволяє 
проводити арифметичні, а не логічні, розрахунки, що знижує обчислювальну складність алгоритму прийняття рішення. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: канальний символ, декодування, прийняття рішення, нечетка логіка, моделювання, вади, 
квазіоптімальний прийом. 
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METHODS AND ALGORITHMS OF SOFT DECODING FOR SIGNALS WITHIN INFORMATION TRANSMISSION 
CHANNELS BETWEEN CONTROL SYSTEMS ELEMENTS 

Freyman V. I. – PhD, professor of department «Automatics and telemechanics», Perm National Research Polytechnic Univer-
sity, Perm, Russia. 

ABSTRACT 
Context. The problems of increasing the reliability of information transmission in the channels of control systems against the 

background of the impact of a set a different nature and type interference are solved. The object of research is receiving device 
(channel symbols decoder), the subjects of research are models, methods and algorithms of proceeding and decision making for ele-
mentary signals (channels symbols). The goal is creation and research of methods and algorithms of elementary signals «soft» decod-
ing for providing of information transmission reliability in the build-in and dedicated channels of control systems.  

Method. The math methods of fuzzy sets for description of errors within information transmission channels between control systems 
elements is used. The methods and algorithms of «soft» decoding within first decision device of control systems elements are realized (this 
methods allows get more information for decision making then «hard» method of decision making). The program simulation of proposed 
method of decision making based on fuzzy logic is executed.  

Results. The structure scheme and functioning algorithm of quasi-optimal receiver of elementary signal with original using 
methods of fuzzy logic for decision making are created. The algorithm of decision making is researched with using the simulation 
tool MathWorks Fuzzy Logic Toolbox. 

Conclusions. The research results allows to make the next conclusions that proposed «soft» decoding method provides greater 
«flexibility» for decision making that positively affects the reliability of information transmission; don’t require the introduction and 
use of multi-valued logic (for example, the symbol «x» for the model of the channel 2×3, the symbols «1b» and «0b» for the model 
of the channel 2×4, the symbols «0» ... «7» for the model of the channel 2×8) that facilitates the implementation of the decoding al-
gorithm; allows to execute arithmetic (not logical) calculation for decreasing a computational difficult of decision making algorithm. 

KEYWORDS: channel symbol, decoding, decision making, fuzzy logic, simulation, quasi-optimal receiving. 
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