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КОРРЕКЦИЯ ПОГРЕШНОСТИ МНОГОЛУЧЕВОСТИ В ПОКАЗАНИЯХ
СПУТНИКОВЫХ НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ

ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ИХ СИГНАЛОВ
Актуальность. Настоящее исследование направлено на повышение точности спутниковых навигационных систем за счет

коррекции ошибки многолучевости при распространении спутникового радиосигнала. Задача уменьшения влияния эффекта
многолучевости на точность навигационного решения – одна из актуальных проблем в современном спутниковом позиционировании,
поскольку погрешность, вносимая переотражением спутниковых сигналов, может достигать десятков метров, что значительно
затрудняет задачу построения точного навигационного решения в условиях сложного рельефа (например, в условиях плотной
городской застройки, а также при использовании технологий спутниковой навигации в проектировании и строительстве).

Цель. Основной целью является уменьшение погрешности, вносимой ошибкой многолучевости, (минимум на один порядок),
что позволит значительно увеличить точность решения навигационной задачи.

Метод. Рассматривается метод коррекции ошибки многолучевости с помощью вейвлет-преобразования поступающих
дальномерных измерений – разновидность программного метода борьбы с погрешностями навигационного решения.

Результаты. Эффективность предлагаемого метода продемонстрирована как на смоделированном сигнале, так и на реальных
данных спутниковой навигации. Программная реализация алгоритма коррекции и численные эксперименты реализованы средствами
программного пакета MATLAB. Результаты показали эффективность применения данного метода коррекции многолучевости и
подтвердили ожидаемую точность измерений после их обработки предложенным способом

Выводы. Исходя из результатов, полученных в работе, можно заключить, что использование предлагаемого алгоритма вейвлет-
преобразования повышает качество исходных данных, используемых для получения навигационного решения, в итоге повышая его
точность.

Ключевые слова: глобальные навигационные спутниковые системы, многолучевость навигационного сигнала, вейвлет-
преобразование, точное позиционирование.

НОМЕНКЛАТУРА
ВП – вейвлет-преобразование;
ГНСС – глобальная навигационная спутниковая сис-

тема;
ПСП – псевдослучайная последовательность;
ПФ – преобразование Фурье;
СКО – среднеквадратичное отклонение;
a – масштабный параметр (ширина функции);

,
s
r iB  – смещение фазы несущей (фазовая неопреде-

ленность);

b – параметр сдвига во времени (позиция функции);
c – скорость распространения сигнала (скорость света);

sdT  – смещение часов спутника);

rdt  – смещение часов приемника);

,
s
r idФ  – смещения и вариации фазового центра ан-

тенны (в зависимости от высоты антенны и ее ориента-
ции);

,
s
r iI – ионосферная задержка;

© Козадаев К. В., Козлова Е. И., Митрахович И. О., Киреева Е. И., 2018



8

РАДІОЕЛЕКТРОНІКА ТА ТЕЛЕКОМУНІКАЦІЇ

PM  – ошибка многолучевости по кодовым измере-
ниям;

ФM  – ошибка многолучевости по фазе;
P – псевдодальность;

s
rT  – тропосферная задержка;

rt  – момент получения сигнала приемником;
st  – момент отправки сигнала спутником;
s
rρ  – реальная дальность между спутником и прием-

ником;
pε  – вычислительная ошибка по кодовым измерениям;
фε  – ошибка вычислений по фазе;

iλ  – длина волны несущей;

,
s
r iФ  – фазовое расстояние;

)(tψ  – порождающая (базисная) функция.

ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время  ГНСС являются удобным обще-

доступным инструментом для определения простран-
ственных координат и параметров движения мобильных
объектов на поверхности Земли и в околоземном про-
странстве [1]. Основными источниками погрешностей,
искажающих навигационное решение, являются: ионос-
ферная и тропосферная задержки, погрешности переда-
ющей аппаратуры спутников, погрешности оценки рас-
четной конфигурации спутников, аппаратные погреш-
ности приемника и многолучевость распространения
навигационного сигнала (что особенно существенно при
навигации в условиях сложного рельефа местности).
Большинство перечисленных погрешностей может быть
скомпенсировано методами дифференциальной коррек-
ции, основанной на приеме уточняющих навигацион-
ное решение поправок от специализированных стацио-
нарных передающих пунктов.

Погрешности, связанные с многолучевостью, появ-
ляются вследствие отражения навигационного радиосиг-
нала от различных поверхностей при его распростране-

Рисунок 1 – Схема проявления эффекта многолучевости при
приеме спутниковых сигналов

нии от спутника к приемнику: схема проявления эффек-
та многолучевости при приеме спутниковых сигналов,
приведена на рис. 1. Паразитные отраженные сигналы
деформируют корреляционный пик при дешифровке
полезного сигнала и искажают изначально симметрич-
ную корреляционную характеристику приемника. Это
приводит к возникновению погрешностей, как в измере-
ниях текущей фазы несущей частоты спутникового на-
вигационного сигнала, так и в оценке расстояния до
спутника. Как следствие, именно многолучевая погреш-
ность – главный источник ошибок для высокоточной
навигации в условиях сложного рельефа или плотной
городской застройки [2].

Заранее неизвестные характеристики прямых и отра-
женных сигналов делают прогнозирование погрешнос-
тей многолучевости весьма сложной задачей, так как
параметры ошибки во многом определяются постоян-
но меняющейся конфигурацией отражающих поверхно-
стей. При этом погрешность дальномерных измерений,
обусловленная многолучевостью навигационных сигна-
лов, в зависимости от типа и параметров принимающих
антенн может трансформироваться в ошибку оценки
пространственных координат вплоть до значений поряд-
ка сотни метров [1].

Большинство разработок в области коррекции ошиб-
ки многолучевости в настоящее время основаны на ап-
паратных методах подавления погрешности, например,
она может компенсироваться с помощью узких диаг-
рамм направленности принимающих антенн, простран-
ственно селектирующих входные радиосигналы и не по-
зволяющих переотраженному сигналу повлиять на на-
вигационное решение. Однако такие методы, как прави-
ло, весьма трудно реализуемы в серийных навигацион-
ных приемниках низкого и среднего ценовых диапазо-
нов. Альтернативным способом решения этой пробле-
мы могут служить программные методы дополнитель-
ной цифровой фильтрации сигналов, хотя и несколько
усложняющие их обработку, но при этом не требующие
внесения конструкционных изменений в структуру на-
вигационных приемников.

Таким образом, целью работы является уменьшение
влияния переотраженного сигнала на качество навига-
ционного решения путем постобработки полученного
потока данных со спутника, что позволяет повысить точ-
ность позиционирования в условиях сложного рельефа.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается возможность компенсации ошибок

дальномерных измерений, которые обусловлены мно-
голучевостью распространения сигналов ГНСС, на ос-
нове вейвлет-преобразования данных, формируемых в
режиме фазовых измерений на уровне алгоритмов их
обработки. Предлагаемый метод в качестве входных дан-
ных использует разницу измерений по псевдодальности
и фазовому расстоянию, для каждого из отслеживаемых
спутников. Результатом работы алгоритма является оцен-
ка погрешности многолучевости (в метрах), корректи-
рующая параметр псевдодальности. Таким образом,
производится снижение паразитного вклада эффекта
многолучевости в измерения, непосредственно участву-
ющие в построении навигационного решения.
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2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
В настоящее время разработано и реализовано мно-

жество практических подходов к оценке и последующей
компенсации погрешностей, обусловленных многолуче-
востью распространения спутниковых навигационных
сигналов. Они могут быть условно разделены по трем
основным категориям в соответствии с этапами обработ-
ки сигналов [1]. Первая категория, как уже было упомя-
нуто, относится к стадии приема спутникового сигнала и
подразумевает использование антенн с кольцевыми ком-
пенсаторами (choke-ring) и с определенной формой диаг-
раммы направленности для пространственной селекции
принимаемых радиосигналов. Вторая категория методов
применяет технологии специальной первичной обработ-
ки спутниковых сигналов: узкого коррелятора, коррелято-
ра «удвоенной дельты», опережающих и запаздывающих
уклонений. Третья категория методов дополнительно учи-
тывает результаты предшествующих навигационных из-
мерений для коррекции последующих (рекурсивность),
отслеживая требуемое отношение «сигнал-шум» (SNR)
измерений, прогнозируя погрешность многолучевости
путем ее моделирования и используя мультиплексные
антенны для общего снижения влияния эффекта много-
лучевости [3]. При этом большинство методов третьей
категории сложны в практической реализации и не учи-
тывают накопление ошибки в фазовых измерениях, кото-
рые наряду с дальномерными измерениями используют-
ся в построении навигационного решения.

 Наиболее близким к предлагаемому методу коррек-
ции ошибки многолучевости является описанный в ра-
боте [4] способ обработки навигационных измерений,
который основан на применении режекторного фильт-
ра. Так, в идеальном случае дальномерное измерение
подразумевает оценку расстояния от антенны приемни-
ка до спутниковой антенны и предполагает абсолютную
синхронизацию процессов передачи и приема кодовой
ПСП. Поэтому в теории, оценка такого расстояния мо-
жет быть представлена как произведение скорости рас-
пространения радиосигнала и временного интервала
между моментом приема сигнала и моментом его от-
правки в системе времени часов спутника. Однако, на
практике под дальномерными измерениями понимают
так называемую псевдодальность, которая включает в
себя реальную дальность между спутником и приемни-
ком, а также ряд погрешностей (тропосферную и ионос-
ферную задержку, ошибку многолучевости по кодовым
измерениям, ошибку вычислений) [5]:

( ) ( ), ,      .  s s s s s s
r i r r r r i r P pP с dt t dT t I T M⎛ ⎞= ρ + − + + + + ε⎜ ⎟

⎝ ⎠

Измерение псевдодальности на основе определения
фазового расстояния зависит от фазы несущей частоты
навигационного сигнала и длины волны несущей. Пос-
ледняя, в свою очередь, может быть выражена через
смещение фазы несущей частоты (фазовых неопреде-
ленностей) и величину тропосферных, ионосферных за-
держек, ошибку многолучевости по фазе и ошибку вы-
числений. Следует также учесть возможные смещения
и вариации фазового центра антенны (в зависимости от

высоты антенны и ее ориентации). Таким образом, мо-
дель псевдодальности на основе фазовых измерений (фа-
зового расстояния), в общем виде, принимает следую-
щий вид:

( ) ( ),      s s s s
r i r r rФ с dt t dT t⎛ ⎞= ρ + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

, , ,    s s s s
r i r r i i r i ф фI T d B M⎞ − + + Φ + λ + + ε⎟

⎠ . (2)

Построив разность величин псевдодальностей, полу-
ченных на основании кодовых и фазовых измерений для
одной и той же конфигурации спутника и приемника,
получим равенство в котором участвуют только погреш-
ности (пренебрегая Фs

r,I вследствие его малости):

, , , ,2   s s s s
r i r i r i i r i P ф p фP Ф I B M M− = − λ + + + ε + ε .(3)

Здесь следует учесть, что ионосферная компонента
погрешности Is

r,i пренебрежимо мало изменяется от из-
мерения к измерению, и в данном случае может быть
принята за константу [3], это же можно сказать и о фазо-
вой неопределенности Bs

r,i [5], что показывает ее разре-
шение в работе [6]. Вклад фазовой неопределенности Мо,
есть величина второго порядка малости по сравнению с
величиной ошибки многолучевости по кодовым изме-
рениям Мр, следовательно, ей можно пренебречь. Та-
ким образом, кроме констант в правую часть равенства
(3) входят лишь вычислительные ошибки измерений по
коду и фазе pε  и 0ε  (которые могут быть представлены
в виде «белого» шума) и ошибка, обусловленная много-
лучевостью по кодовым измерениям Мр.

В силу своей природы ошибка многолучевости об-
ладает свойством квазипериодичности, поскольку фак-
тически это результат приема «истинного» сигнала со-
вместно с его отраженной копией, которые по определе-
нию являются синхронизированными. Это упрощает
поиск, моделирование и последующую коррекцию ошиб-
ки многолучевости. Таким образом, основной задачей
предлагаемого подхода является разделение стохастичес-
ких ошибок, связанных с процессом распространения
радиосигнала, и квазипериодической погрешности, обус-
ловленной его переотражением. Такую процедуру мож-
но проводить, используя вейвлет-преобразования сиг-
налов, что позволяет детектировать во входном разно-
стном потоке данных паразитную квазипериодичность,
проводя четкую границу между погрешностью много-
лучевости и стохастическим шумом, который описыва-
ют оставшиеся в (3) слагаемые.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В цифровой обработке сигналов широко применяют

разновидности z-преобразования: Фурье, Хартли, Уол-
ша и т.д.,  использующие различные виды полиномиаль-
ного разложения всей исходной последовательности от-
счетов сигнала. Они позволяют анализировать спектры
мощности оцифрованного сигнала, а также оценивать
передаточные функции и импульсные отклики опера-
ций его преобразования [7]. Однако в ряде случаев для
исследования тонкой структуры сигнала удобно исполь-
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зовать операции преобразования, для которых соответ-
ствующие коэффициенты разложения учитывают пове-
дение сигнала лишь в узком диапазоне близкорасполо-
женных точек. Применение такого подхода, по сути, оз-
начает переход от частотного анализа цифровых сигна-
лов к частотно-масштабному. Примером такой проце-
дуры может служить оконное преобразование Фурье,
основным недостатком которого является невозмож-
ность обеспечить высокое разрешение анализа одновре-
менно и по частоте, и по времени. Преодолеть это огра-
ничение позволяет вейвлет-преобразование, использу-
ющее в качестве базисных функций разложения различ-
ные семейства локальных по спектру и времени функ-
ций, каждая из которых получается из одной порождаю-
щей (своей для каждого семейства) посредством ее сдви-
гов и растяжений по оси времени:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψ=Ψ −

a
btatab

2/1)( , (4)

где a – масштабный параметр (ширина функции), b –
параметр сдвига во времени (позиция функции), ( )tΨ  –
порождающая (базисная) функция. Семейства вейвлет-
функций классифицируют по признаку пространствен-
ной компактности и гладкости (некоторые из них к тому
же могут иметь фрактальную структуру) [8].

В работах по акустической теории формирования
речи и цифровой обработке речевых сигналов [9–11]
показано, что речевой сигнал (вокализованная речь)
представляет собой квазипериодическую последователь-
ность импульсов. Для обнаружения и выделения отдель-
ных акустических форм (фонем) в речевых сигналах на
фоне стохастического шума разработаны методы, осно-
ванные на применении оконного преобразования Фу-
рье, например [11]. Более высокую эффективность при
решении задачи шумоподавления в речевых сообщени-
ях (квазипериодических сигналах) демонстрируют мето-
ды, основанные на использовании вейвлетных функций
[12]. Проведенные авторами данной работы исследова-
ния по применению вейвлет-преобразований к решению
задачи шумоподавления в речевых сообщениях [13] по-
казали, что наиболее перспективными в этом случае яв-
ляются вейвлетные функции Добеши, симлеты, а также
дискретная вейвлет-функция Мейера. При применения
вейвлетов Добеши наилучшие результаты получены для
функций 4-го порядка, симлеты показали хорошие ре-
зультаты при уровне декомпозиции, равном 8, вейлет-
функция Мейера использована в сочетании с мягким
видом пороговых преобразований (т.н. трешолдинга). Эти
функции обладают достаточной гладкостью, достаточно
высоким быстродействием, чувствительны к изменени-
ям фазы полезного сигнала. Предложенные вейвлетные
функции с соответствующими критериями позволяют
надежно выделять полезный квазипериодический сиг-
нал на фоне шумов различной природы [13].

 В настоящей работе стоит весьма схожая задача вы-
деления квазипериодического сигнала (в данном случае
паразитного) из стохастического шума в разностной схе-
ме измерений (согласно соотношению (3). Исходя из это-
го, логично оценить возможность применения апроби-

рованного аппарата вейвлет-преобразований для реше-
ния задачи выделения квазипериодической погрешнос-
ти многолучевости на фоне случайных ошибок измере-
ний. В данной работе применялись следующие виды вей-
влет-преобразований.

Вейвлеты Добеши – один из самых известных и ис-
пользуемых во многих практических приложениях ти-
пов вейвлет-преобразования. Вейвлеты Добеши поряд-
ка N отличны от нуля лишь на интервале длиной 2N–1 и
имеют 2N отличных от нуля коэффициентов фильтров.
При увеличении порядка вейвлета Добеши возрастает
его «гладкость», что увеличивает спектр возможных при-
менений [14]. Недостатком является большой объем вы-
числений при таком преобразовании, кроме того, вейв-
леты Добеши не обладают симметричностью, что тре-
бует некоторой осторожности при интерпретации его
результатов. Для построения вейвлета Добеши задается
рекурсивное соотношение:

1 3 3 3( ) (2 1) (2 )
4 4

r r r+ +
ψ = ϕ − + ϕ −

3 3 1 3(2 1) (2 2),
4 4

r r− −
− ϕ + + ϕ + (5)

где

1 3 3 3( ) (2 ) (2 1)
4 4

r r r+ +
ϕ = ϕ + ϕ − +

3 3 1 3(2 2) (2 3)
4 4

r r− −
+ ϕ − + ϕ − .  (6)

Приближенные к симметричной форме вейвлеты
Добеши называются симлетами, которые обладают все-
ми достоинствами вейвлетов Добеши, но при этом име-
ют на порядок меньший период адаптации к изменению
фазы сигнала. Коэффициенты симлета рассчитываются
аналогично коэффициентам фильтра Добеши [15].

Дискретный вейвлет Мейера относится к коротким
вейвлетам, так как имеет более локализованную вейв-
лет-функцию и является значительно более гладким, чем
вейвлет Добеши первого порядка (вейвлет Хаара), что, в
свою очередь, обуславливает более высокое его быст-
родействие.

Вейвлет-функции Мейера определены в частотной
области следующим образом:

1
2 3 2 2ˆ (2 ) sin 1 ,

2 2 3 3
ie v

− ω ⎛ π ⎞ π π⎛ ⎞ψ = π ω − ≤ ω ≤⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠

1
2 3 4 8ˆ (2 ) sin 1 ,

2 2 3 3
ie v

− ω ⎛ π ⎞ π π⎛ ⎞ψ = π ω − ≤ ω ≤⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠

2 8ˆ ( ) 0, ;
3 3
π π⎡ ⎤ψ ω = ω∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (7)

В данной работе применяются следующие критерии
для перечисленных выше видов вейвлет преобразований:

– минимаксный критерий с мягким видом трешол-
динга, позволяющим использовать порог, пересчитыва-



           11

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

емый для каждого из уровней разложения данных, вейв-
лет-функцией Добеши 4-го порядка;

– универсальный критерий Донохо-Джонстона с же-
стким видом трешолдинга, позволяющим использовать
порог, единый для всех уровней разложения, симлетом
восьмого порядка;

– критерий несмещенной оценки риска Штайна с
мягким видом трешолдинга, позволяющим использовать
порог, пересчитанный только для первого уровня разло-
жения данных, вейвлет-функцией Добеши 4-го порядка;

– модифицированный критерий Штайна с мягким
видом трешолдинга, позволяющим использовать порог,
единый для всех уровней разложения, дискретной вейв-
лет-функцией  Мейера.

4 РЕЗУЛЬТАТЫ
Предложенный способ моделирования ошибки мно-

голучевости проверялся как на модельных входных дан-
ных, так и на реальных спутниковых сигналах.

 В качестве модельной последовательности входных
данных использовалась комбинация сигналов с изменя-
ющейся частотой, амплитудой и фазой. Так, первые 500
отсчетов представляют собой гармоническую функцию
(синус) с амплитудой 5 и частотой 90Гц, с 501 по 1800
отсчет – функцию  синус с амплитудой 7 частотой
120 Гц, а с 1801 по 2300 отсчет – функцию синус с ампли-
тудой 19 частотой 120 Гц и сдвигом фазы π /2, дополни-
тельно сигнал был усложнен добавлением белого шума
с дисперсией 1м. Подобная схема сигнала была исполь-
зована в работе [4], для оценки скорости адаптации пред-
лагаемого метода к смене параметров квазипериодич-
ности в анализируемом потоке данных.

Кривая «1» на рис.  2 – исходный квазигармонический
сигнал, описанный выше, кривая «2» – результат коррек-
ции ошибки на выходе ВП. Как видно, СКО не зависит от
амплитуды входных данных, и составляет порядка 0,5 м

Рисунок 2 – Ошибка на выходе вейвлет-преобразования
(вейвлет Мейера)

Тип вейвлета Минимаксный критерий, вейвлет 
Добеши 

Критерий Штайна, вейвлет 
Добеши 

Симлет Вейвлет Мейера 

СКО 0,51 м 0,53 м 0,58 м 0,48 м 

Таблица 1 – Зависимость СКО от типа используемого вейвлет-преобразования

(табл. 1) для любого из рассматриваемых вейвлет-преоб-
разований, что позволяет уменьшить влияние ошибки
многолучевости вне зависимости от ее амплитуды.

Далее, предложенный метод испытывался на реаль-
ных данных, которые собой представляют выборку раз-
ницы кодовых и фазовых измерений для одного из спут-
ников системы GPS, снятые в условиях плотной городс-
кой застройки, при ясной и солнечной погоде.

Кривая «1» на рис. 3 обозначает входные разности
кодовых и фазовых измерений, отфильтрованные мето-
дом скользящего среднего, кривая «2», является резуль-
татом коррекции на выходе процедуры фильтрации. За-
висимость СКО ошибки от типа вейвлет-преобразова-
ния приведена в табл. 2.

Таким образом, можно заключить, что предложен-
ный метод может достаточно эффективно детектировать

Рисунок 3 – Ошибка на выходе вейвлет-преобразования:
а – минимаксный критерий, вейвлет Добеши 4го порядка;

б – вейвлет Мейера

a

б
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Тип вейвлета Минимаксный критерий, вейвлет 
Добеши 

Критерий Штайна, вейвлет 
Добеши 

Симлет Вейвлет Мейера 

СКО 3,51 м 1,53 м 1,58 м 0,13 м 

Таблица 2 – Зависимость СКО от типа используемого вейвлет-преобразования

квазипериодичность сигнала в анализируемых данных.
Наилучшие результаты показал вейвлет Мейера, в силу
универсальности своей вейвлет-функции. Сравнение
итогов работы предложенного метода коррекции и ме-
тода, приведенного в работе [4], показывает, что СКО
ошибки при коррекции многолучевости с помощью адап-
тивного режекторного фильтра составило порядка 1м.
Таким образом, использование вейвлет-функции Мейе-
ра оказывается более предпочтительным для решения
поставленной задачи (в остальных случаях эффект кор-
рекции соразмерен с [4]). Однако в данном случае сле-
дует также учитывать значительную вычислительную
сложность вейвлет-преобразований по сравнению с
адаптивным режекторным фильтром.

ВЫВОДЫ
Предложенный метод детектирования и коррекции

ошибки многолучевости может эффективно использо-
ваться в приемниках спутниковых сигналов на этапе по-
стобработки данных. Основным преимуществом пред-
лагаемого подхода является уменьшение влияния ошиб-
ки многолучевости на качество навигационного реше-
ния в режиме реального времени без использования
сложных в реализации аппаратных методов борьбы. Как
показывают данные испытаний предлагаемого метода,
можно снизить влияние ошибки многолучевости на по-
грешность оценки местоположения (изначально дости-
гающей до сотни метров) до уровня единиц метров и
ниже (соответствует подавлению амплитуды этого вида
навигационной ошибки на 2 порядка), что позволяет су-
щественно повысить точность позиционирования в ус-
ловиях сложного рельефа.
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КОРЕКЦІЯ ПОХИБКИ БАГАТОПРОМЕНЕВИМИ У ПОКАЗАННЯХ СУПУТНИКОВИХ НАВІГАЦІЙНИХ СИСТЕМ
НА ОСНОВІ ВЕЙВЛЕТ-ПЕРЕТВОРЕННЯ ЇХ СИГНАЛІВ

Актуальність. Це дослідження спрямоване на підвищення точності супутникових навігаційних систем за рахунок корекції помил-
ки багатопроменевості при поширенні супутникового радіосигналу. Завдання зменшення впливу ефекту багатопроменевості на точність
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навігаційного рішення  – одна з актуальних проблем в сучасному супутниковому позиціонуванні, оскільки похибка, яку вносить
перевідбиття супутникових сигналів, може досягати десятків метрів, що значно ускладнює завдання побудови точного навігаційного
рішення в умовах складного рельєфу (наприклад, в умовах щільної міської забудови, а також при використанні технологій супутникової
навігації в проектуванні і будівництві).

Мета. Основною метою є зменшення похибки, що вноситься помилкою багатопроменевості, (мінімум на один порядок), що
дозволить значно збільшити точність рішення навігаційного завдання.

Метод. Розглядається метод корекції помилки багатопроменевості за допомогою вейвлет-перетворення поступаючих дально-
мірних вимірювань – різновид програмного методу боротьби з похибками навігаційного рішення.

Результати. Ефективність запропонованого методу продемонстровано як на змодельованому сигналі, так і на реальних даних
супутникової навігації. Програмна реалізація алгоритму корекції і чисельні експерименти реалізовані засобами програмного пакету
MATLAB. Результати показали ефективність застосування даного методу корекції багатопроменовості і підтвердили очікувану точність
вимірювань після їх обробки запропонованим способом.

Висновки. Виходячи з результатів, отриманих в роботі, можна зробити висновок, що використання пропонованого алгоритму
вейвлет-перетворення підвищує якість вихідних даних, що використовуються для отримання навігаційного рішення, в результаті
підвищуючи його точність.

Ключові слова: глобальні навігаційні супутникові системи, багатопроменевість навігаційного сигналу, вейвлет-перетворення,
точне позиціювання.

Kozadaev K. V.1, Kozlova E. I.2, Mitrakhovich I. A.3, Kireyeva K. I.4

1Ph.D. Head of Intelligent systems department at Radiophysics and Computer Technologies Faculty. Belarusian State University, Minsk,
Belarus

2Ph.D. Docent of Intelligent systems department at Radiophysics and Computer Technologies Faculty. Belarusian State University, Minsk,
Belarus

3M. Sc, Postgraduate student of Intelligent systems department at Radiophysics and Computer Technologies Faculty. Belarusian State
University, Minsk, Belarus

4B. Sc., alumnus of intelligent systems department at Radiophysics and Computer Technologies Faculty. Belarusian State University,
Minsk, Belarus

THE MULTIPATH ERRORS CORRECTION IN THE TESTIMONY OF SATELLITE NAVIGATION SYSTEMS BASED ON THEIR
SIGNALS WAVELET TRANSFORMS

Context. This research aims to improve the satellite navigation systems accuracy due to the correction of satellite signals multipath
propagation errors. The multipath effect errors reducing problem on the navigation solutions accuracy is one of the most pressing problems
in modern satellite navigation, because the error introduced by the satellite signals reflections can be up to tens of meters, which greatly
complicates the precise positioning task in difficult terrain. For example, in dense urban development conditions, with using satellite
navigation technologies in design and construction.

Objective. The main objective is to reduce multipath error signal at least one order, which will significantly increase the accuracy of the
navigation task solution.

Method. When solving the relative positioning tasks, it is often difficult, basically from a financial point of view, to provide the entire
receivers set with the same antennas using hardware methods. Including because of the effective use of funds, it was decided to consider the
software methods. In this article, is considered a method for correcting the multipath error by using the wavelet transform of incoming
navigation signals.

Results. The efficiency the proposed method is demonstrated on real satellite navigation data. Software implementation and all
experiments are made by the computer mathematics package MATLAB. The results showed the multipath correction method  efficiency and
confirmed the expected accuracy after processing by the proposed technique.

Conclusions. Based on the results obtained in this paper, we can conclude that the use of wavelet transformation improves the
measurements quality used to obtain a navigation solution, thereby increasing its accuracy, regardless of terrain.

Keywords: Global navigation satellite systems, Multipath of navigation signal, Wavelet-transformation, Precise positioning.
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STUDY OF THE MULTI-INPUT LUT COMPLEXITY
Сontex. The programmable logic integrated circuits FPGA (field-programmable gate array) used realization of the generator of

functions LUT (Look Up Table), which is configured by loading a configuration memory for calculating a logic function in perfect
disjunctive normal form (PDNF). The LUT dimension determines the technological limitations of Mead and Conway on the number of
series-connected MOS transistors. The standard number of LUT inputs for many years was 3 or 4, and 4-LUT is constructed from two 3-
LUTs with an additional 1-LUT. However, in many projects, it is required to calculate functions of a large number of arguments. This
requires a multi-input LUT, which is built as a decomposition of 3-LUT, 4-LUT. The speed of computing logic functions determines by the
delay in the coupling matrices, so this decomposition leads to a decrease in performance. In recent years, the direction of adaptive logical
modules (ALM) has been actively developing, in which the user has access to various versions of logical elements for five, six and even
seven, eight variables, which leads to an increase in performance. However, the manufacturer’s documentation does not provide a detailed
description of the features of such multi-input LUTs, taking into account the Meade-Conway constraints. In addition, there are no estimates
of complexity and speed of multi-input LUTs. The analysis of sources allows suggests a further increase in the LUT bit capacity and the
convergence of FPGA and CPLD (complex programmable logic devices) capabilities in terms of bit depth. Therefore, studies of the features
of constructing multi-input LUTs are relevant and the authors attempted to analyze the implementation of such prospective multi-bit logic

Objective. The purpose of this work is to estimate the complexity and speed of the decomposition of a multi-bit LUT.
Method. Obtaining expressions for estimating the complexity and speed of decomposition of a multi-bit LUT on a LUT of a lower bit

length.
Results. A comparison of the complexity and delay in the number of transistors in the decomposition of a multi-bit LUT in the

computer mathematics system Mathcad is performed.
Conclusions. The conducted researches made it possible to establish the features of constructing multi-bit LUTs and to evaluate

various variants of decomposition with further increase in the LUT dimension with the subsequent choice of the optimal ALM variant.
Keywords: logic element, FPGA, LUT, transistor, adaptive logic module, decomposition, complexity, speed.

NOMENCLATURE
ALM – adaptive logic module;
FPGA – field programmable gate array;
LAB – physically grouped set of logical resources Logic

Array Block;
LUT – the lookup table;
SRAM – static memory with random access;
LE – logical element;
RAM – random access memory;
ROM – read-only memory;
PDNF – perfect disjunctive normal form;
k – the dimension of the basic LUT;
n – amount of elements;
х4, х3, х2, х1 – input variables.
INTRODUCTION
LE of programmable logic integrated circuits of FPGA

[1–3] type (field-programmable gate array) are ROM
permanent memory devices (often called LUT-Look Up
Table) implemented on a multiplexer whose data inputs are
adjusted by constants. To configure a given logical function
in RAM cells (SRAM), the corresponding truth table is
loaded. When one of the 2n paths in the transistor tree is
activated by variables, the value of the logic function is
read from the corresponding RAM cell and transmitted to
the OUT output. Variable inverters ensure the realization of
all members of a PDNF.

The optimal speed and complexity of representing typical
logic functions is the use of LUT in four variables (4-LUT).
Such LUT for the input variables х4, х3, х2, х1 (setting is 16
bits) is described by the expression:

.

)(

1234123412341234

1234123412341234

1234123412341234
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1 PROBLEM STATEMENT
Given: adaptive logic modules FPGA Stratix III in seven

variables [4, 5].
In the literature [6–8], the problems of decomposition of

multi-bit LUT are not fully covered.
It is required: to assess the complexity and speed of the

decomposition of a multi-bit LUT in order to identify features
of the construction of adaptive logic modules and the
prospects for further increasing the bit capacity.

2 REVIEW OF THE LITERATURE
Stratix III FPGAs have adaptive (ALM) logical blocks

that are combined into logical blocks (LAB) [4], which
implement functions of even seven variables. The
peculiarities of the implementation of such LUTs are of
interest. The fact is that due to the limitations of Meade and
Conway on the number of consecutively connected
transistors [5], the tree of transmitting transistors can not
contain more than four transistors in the chain. It is necessary
to decompose the multi-bit LUT into LUTs of lesser length,
that is, to construct a tree from the subtrees.

© Tyurin S. F., Grekov A. V., 2018
DOI 10.15588/1607-3274-2018-1-2
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FPGA Stratix III is described in a sufficient number of
sources [6–8]. The structure of such FPGAs includes the
so-called logic array blocks containing ALM, which can be
configured to implement combinational logic, including
arithmetic operations, as well as for the implementation of
automata with memory.

The ALM architecture is compatible with the architecture
of the 4-input LUTs, and one ALM can also implement any
functions up to six variables and certain functions of seven
variables. It is noted that such architecture wins on speed
and efficiency (probably, it is a question of hardware
expenses and the area of a crystal) – Fig. 1 [4].

In Fig. 1 indicates eight inputs of the adaptive LUT, which
may give the impression of the possibility of implementing
the 8-LUT. Even more confusing is the information contained
in the presentation [9], where it is indicated that for the
implementation of k-LUT, 2k bits of SRAM and a multiplexer
are also needed 2k:1, but this is impossible. Different modes
of using ALM do not clarify the details (Fig. 2) [4].

Let’s consider the primary source – the documentation on
FPGA Stratix III [4], where the details of ALM are shown (Fig. 3).

Thus, it turns out that ALM is built not only on two 4-
LUTs, but there are four LUTs in 3 variables (3-LUT), that
so, from two 3-LUTs we can get one 4-LUT. Therefore, there
are only four 4-LUTs, then it becomes clear how the 6-LUT
is constructed – the two older variables e, f choose one of
the four. In Fig. 5 control signals are not indicated on a
number of multiplexers designated by trapezoids (LUT 1-6
are also multiplexers, but they are shown with control
signals, the setting is implied).

3 MATERIALS AND METHODS

Let k be the dimension of the basic LUT ( { }4,3,2,1∈k ).
For 1-LUT in principle up to n=4 there is no need for an
output inverter. More than 4 for the indicated restrictions k
at the moment is not practiced.

Let’s estimate the complexity of LUT without

Figure 1 – Stratix III ALM

decomposition (“ideal” complexity, since this can only be
up to n=4, no more):

nL nn
n 2282 1 ++⋅= + , (2)

where 2n·8 is the number of tuning elements (six SRAM
transistors and two transistors are needed for each input of
the tuning to implement the inverter at the input of the
transistor tree); 2n – the number of inverters in n variables;
2n+1 – number of elements of the tree of transmitting
transistors with the output inverter.

When decomposing an n-tree with k LUT, { }4,3,2,1∈k ,
n ≥k, n≤ 8:

nkL knknkn
kn

kn
2)22(2)22(82 1121

. +++⋅++⋅= +−+−+ −
, (3)

where 2k+1 is the complexity of the tree k LUT; 2k is the
number of transistors in k inverters, 2n–k need these trees,
more LUTs for 2n–k inputs (which can also be decomposed)
are needed to connect the trees obtained with decomposition
of 2n–k trees, respectively complexity

21 2222 +−−+− =⋅+ knknkn , where 12 +−kn  is the complexity

of the tree with the output inverter, 1222 +−− =⋅ knkn  –
complexity of input inverters. The time delay in the
decomposition is estimated by the length of the maximum
path in the logical element from the input to the output. At
the same time, without decomposition – with the “ideal”
version (Figure 2) we get:

2+= nTn . (4)
The path for decomposition in the transmitting

transistors is also estimated by the value n, but due to
additional inverters at the input and output in the LUT chain
(Fig. 3, 4), it will be larger:

⎣ ⎦⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
+=

k
nnT kn 2. .  (5)
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Figure 2 – ALM in Normal Mode

4 EXPERIMENTS
In the process of investigation, schemes of various

variants of the multi-bit LUT (n> 4) were obtained and
modeled. An example of the synthesis of a 6-LUT of four 4-
LUTs and one 2-LUT is shown in Fig. 4.

In Fig. 4 2-LUT inputs have inverters, therefore, since
the number of inverters on the signal path is even, the
settings are recorded as usual.

5 RESULTS
We restrict ourselves to n=8, so it is assumed that the

additional LUT will fit into the required decomposition
parameters with k LUT, { }4,3,2,1∈k . We use the computer
mathematics system Mathcad. The graphs for comparing
the complexity of the decomposition according to the
expression (3) n LUT over k are shown in Fig. 5

The result is expected – the larger is the building block,
the less is the cost for implementing a complex LUT for 5, 6,
7 and 8 variables. The graphs of the change (5) for n=5...8
are shown in Fig. 6.

The graphs of the change (5) for n=7...10 are shown in
Fig. 7.

6 DISCUSSION
Thus, in the adaptive logic modules of the Stratix III

FPGA there are two 4-LUTs, as indicated in the translation
articles. However, in fact there are two more LUTs in 3
variables (3-LUT), from which two additional 4-LUTs can be
built. In total, four 4-LUTs are obtained. It is clear how 5-
LUT and 6-LUT are built from them. There is no difficulty in
obtaining of two 5-LUTs. Therefore, the setting must contain
at least 64 bits to specify any function of the six variables. It
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Figure 3 – Stratix III ALM Details

is advisable in the future by analyzing the ALM setup to
obtain a logical model and check on it the compliance of the
declared capabilities of ALM with the variants depicted in
the documentation.

CONCLUSIONS
Analyzed decomposition of multi-bit LUT shows, that

the most effective in terms of complexity and speed is the
use of “building blocks” 4-LUT, as it is indicated in the
available sources. It is interesting to build LUT on the basis
of so-called 3D transistors, which are already actively used
by leading firms. There is information about mitigating the
limitations of Meade and Conway in such “advanced”
technologies. In addition, it is advisable to investigate the
problem of decomposition when introducing the fault
tolerance facilities proposed in [10] into the LUT.
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Figure 5 – Comparison of complexity of decomposition n LUT by k

Figure 6 – Comparison of the delay LUT with decomposition for n=5...8 by k
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ДОСЛІДЖЕННЯ СКЛАДНОСТІ БАГАТОРОЗРЯДНІ LUT FPGA
Актуальність. У програмованих логічних інтегральних схемах FPGA (field-programmable gate array) використовується реалізація

генератора функцій LUT (Look Up Table), який налаштовується шляхом завантаження конфігураційної пам’яті на обчислення однієї
логічної функції в досконалій диз’юнктивній нормальній формі (СДНФ). Розмірність LUT визначають технологічні обмеження Міда –
Конвей на число послідовно з’єднаних МОП транзисторів. Стандартним числом входів LUT довгі роки було 3, 4, причому 4-LUT
будується з двох 3-LUT з додатковим 1-LUT. Однак у багатьох проектах потрібно обчислювати функції великого числа аргументів. Для
цього необхідний багаторозрядний LUT, який будується як декомпозиція 3-LUT, 4-LUT. Швидкодія обчислення логічних функцій
визначається затримкою в матрицях зв’язків, тому така декомпозиція призводить до зниження швидкодії. В останні роки активно
розвивається напрямок адаптивних логічних модулів (АЛМ), в яких користувачеві доступні різні варіанти логічних елементів на п’ять,
шість і навіть на сім, вісім змінних, що призводить до підвищення швидкодії. Однак, детальний опис особливостей таких багаторозряд-
них LUT з урахуванням обмежень Міда-Конвей, оцінок складності і швидкодії в документації виробників відсутня. У той же час аналіз
джерел дозволяє зробити висновок про подальше збільшення розрядності LUT і зближення можливостей FPGA і CPLD (complex
programmable logic devices) в плані розрядності. Тому дослідження особливостей побудови багаторозрядних LUT є актуальними і
авторами зроблена спроба аналізу реалізації такої перспективної багаторозрядної логіки.

Мета роботи – оцінка складності і швидкодії при декомпозиції багаторозрядного LUT.
Метод. Отримання виразів для оцінок складності і швидкодії декомпозиції багаторозрядного LUT на LUT меншої розрядності.
Результати. Виконано порівняння складності та затримки в кількості транзисторів при декомпозиції багаторозрядного LUT в

системі комп’ютерної математики Mathcad.
Висновки. Проведені дослідження дозволили встановити особливості побудови багаторозрядних LUT і оцінювати різні варіанти

декомпозиції при подальшому збільшенні розмірності LUT з подальшим вибором оптимального варіанта ALM.
Ключові слова: логічний елемент, ПЛІС типу FPGA, LUT, транзистор, адаптивний логічний модуль ALM, декомпозиція, складність,

швидкодія.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СЛОЖНОСТИ МНОГОРАЗРЯДНЫХ LUT FPGA
Актуальность. В программируемых логических интегральных схемах FPGA (field-programmable gate array) используется реали-

зация генератора функций LUT (Look Up Table), который настраивается путем загрузки конфигурационной памяти на вычисление
одной логической функции в совершенной дизъюнктивной нормальной форме (СДНФ). Размерность LUT определяют технологичес-
кие ограничения Мида и Конвей на число последовательно соединенных МОП транзисторов. Стандартным числом входов LUT долгие
годы было 3, 4, причем 4-LUT строится из двух 3-LUT с дополнительным 1-LUT. Однако во многих проектах требуется вычислять
функции большого числа аргументов. Для этого необходим многоразрядный LUT, который строится как декомпозиция 3-LUT, 4-LUT.
Быстродействие вычисления логических функций определяется задержкой в матрицах связей, поэтому такая декомпозиция приводит к
снижению быстродействия. В последние годы активно развивается направление адаптивных логических модулей (АЛМ), в которых
пользователю доступны различные варианты логических элементов на пять, шесть и даже на семь, восемь переменных, что приводит к
повышению быстродействия. Однако, детальное описание особенностей таких многоразрядных LUT с учетом ограничений Мида-
Конвей, оценок сложности и быстродействия в документации производителей отсутствует. В то же время анализ источников позволяет
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сделать вывод о дальнейшем увеличении разрядности LUT и сближении возможностей FPGA и CPLD (complex programmable logic
devices) в плане разрядности. Поэтому исследования особенностей построения многоразрядных LUT являются актуальными и автора-
ми предпринята попытка анализа реализации такой перспективной многоразрядной логики.

Цель работы – оценка сложности и быстродействия при декомпозиции многоразрядного LUT.
Метод. Получение выражений для оценок сложности и быстродействия декомпозиции многоразрядного LUT на LUT меньшей

разрядности.
Результаты. Выполнено сравнение сложности и задержки в количестве транзисторов при декомпозиции многоразрядного LUT в

системе компьютерной математики Mathcad.
Выводы. Проведенные исследования позволили установить особенности построения многоразрядных LUT и оценивать различ-

ные варианты декомпозиции при дальнейшем увеличении размерности LUT с последующим выбором оптимального варианта ALM.
Ключевые слова: логический элемент, ПЛИС типа FPGA, LUT, транзистор, адаптивный логический модуль ALM, декомпозиция,

сложность, быстродействие.
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ИНФОРМАТИВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ДИНАМИЧЕСКОЙ
НЕСТАЦИОНАРНОСТИ КАРДИОСИГНАЛОВ

Актуальность. Современная электрокардиография, несмотря на качественное улучшение в аппаратном обеспечении и
возможности обработки данных, на сегодняшний день практически исчерпала ресурс получения дополнительной диагностической
информации. В статье сделана попытка создания нового метода обработки электрокардиограмм на основе использования модели
ЭКГ-сигнала, которая учитывает пьезоэлектрический эффект в некоторых биологических тканях и клеточных соединениях (кровь,
стенки сосудов).

Цель работы. Вероятностное обоснование возможности формирования принципиально новых информативных диагностических
признаков, использующих частотно-временную корреляцию между двумя вейвлет-спектрами ЭКГ-сигнала и его линейного
преобразования.

Метод. В качестве экспериментальной модели используется аддитивная модель потенциала сердечной мышцы (наведенного
электрического поля) и пьезоэлектрического потенциала системы «кровь-сосуды», вызванного сокращением миокарда. Для выделения
влияния вызванного потенциала в работе предложен метод линейного преобразования ЭКГ-сигнала, обладающий высокой
чувствительностью к локальной спектральной нестационарности. Для реализации этого метода использовано вейвлет-преобразование
и предложен количественный показатель спектральной нестационарности ЭКГ-сигнала – коэффициент нормированной межспектральной
корреляции (КНМК). Разработанный математический аппарат в работе использован для анализа двух электрокардиографических
сигналов, условной нормы и с последствием инфаркта миокарда.

Результаты. В результате рассчитанных КНМК показана возможность количественного различия этих состояний с достаточно
высокой статистической достоверностью. Базовым результатом работы является вероятностное обоснование возможности
формирования принципиально новых информативных диагностических признаков, использующих частотно-временную корреляцию
между двумя вейвлет-спектрами ЭКГ-сигнала и его линейного преобразования. Высокая чувствительность и информационная
значимость корреляционных диагностических признаков подтверждены примерами дискриминации параметрически неоднородных
ЭКГ-сигналов.

Выводы. Теоретически и экспериментально подтверждена  спектральная нестационарность кардиосигнала; получена
функциональная связать спектральной нестационарности ЭКГ-сигнала с эффектами квантованности скорости его изменения; разработан
метод параметрического определения коэффициента межспектральной корреляции, позволяющий количественно описать динамику
локально-спектральных изменений кардиосигнала для задач автоматического экспресс контроля и диагностики кардиосостояний и
проведена его апробация.

Ключевые слова: квантованность скорости кардиосигнала , спектральная нестационарность, вейвлет-преобразование,
преобразование кардиосигнала, корреляция вейвлет-спектров.

НОМЕНКЛАТУРА

)(tE  – электрофизиологический сигнал, соответству-
ющий активности миокарда за время наблюдения;

)(te  – наведенный суммарный пьезопотенциал кле-
точных структур системы «кровь-сосуды», меняющий-
ся скачкообразно;

λ  – интенсивность потока дискретных изменений
процесса )(te ;

)(tU  – ЭКГ-сигнал;
)(ωS  – спектральная плотность сигнала;

T  – интервал времени наблюдения сигнала U(t);
)(tξ  – линейное преобразование сигнала U(t);

),( baν  – результат вейвлет-преобразования сигнала
U(t);

),( baυ  – результат вейвлет-преобразования сигнала
)(tξ ;

νυR  – нормированный совместный момент второго

порядка случайных величин ),( baν  и ),( baυ ;

jX 1  и jX 2  – выборки ЭКГ-сигналов jiU ,  группи-
рованные по двум состояниям 1S  – норма (отсутствие

сердечной патологии) и 2S  – инфаркт;

jdX 1  и jdX 2  – массивы производных ЭКГ-сигна-

лов jidU , .

ВВЕДЕНИЕ
Вопросы совершенствования информационных тех-

нологий электрокардиографической диагностики вряд ли
будут сняты с повестки дня, особенно для задач неинва-
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зивной электрофизиологии. Такие технологии хорошо
дополняют врачебную логику описания изменений при
традиционном контурном анализе электрокардиограмм
(ЭКГ), обеспечивая получение дополнительной, хотя и
экономически затратной, диагностической информации.
Такая дополнительная информация характерна для элек-
трокардиографии 3-го и 4-го поколений, базирующихся
на использовании программного обеспечения систем
ЭКГ высокого разрешения [1], спектрально-временного
[2], поверхностного и дисперсионного картирования [4],
дипольной электрокардиотопографии [4], анализа дис-
персии амплитудных и временных характеристик P-QRS-
T (анализ «beat-to-beat») [5] и т.д. В основе всех совре-
менных технологий кардиографического обследования
лежат биофизически обоснованные многофакторные
модели математического описания кардиологических
процессов.

Главный недостаток таких информационных техно-
логий – отсутствие предпосылок их последующего раз-
вития и совершенствования на базе принципиально но-
вых вероятностно-статистических подходов по выделе-
нию скрытой информации. Такая информация содер-
жится в динамике локальных электропотенциальных пе-
реходных процессов, зависящих не только от состояния
сердечно-сосудистой системы, но и от электрофизичес-
ких свойств некоторых тканей организма (кровь, стенки
сосудов). Такая скрытая информация может позволить
количественно выделить параметры динамического рас-
согласования в «системе управления» электрической
активностью сердца. Это рассогласование, для существу-
ющих информационных электрокардиографических тех-
нологий, статистически не значимо, поскольку является
случайным факторным возмущением, неслучайная ди-
намика которого скрыта в его остаточной дисперсии.

Цель работы – вероятностное обоснование возмож-
ности формирования принципиально новых информатив-
ных диагностических признаков, использующих частот-
но-временную корреляцию между двумя вейвлет-спект-
рами ЭКГ-сигнала и его линейного преобразования.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть мы имеем выборки дискретизированных ЭКГ-

сигналов jiU ,  группированные по K  состояниям, гдеде
Ki ,..,2 ,1=  – номер состояния; Ni ,..,2 ,1=  – номер

сигнала в массиве. Каждый сигнал jiU ,  может быть пред-
ставлен аддитивной моделью мышечной активности
миокарда )(tE   и наведенного суммарного пьезопотен-
циала )(te  клеточных структур, меняющийся скачкооб-
разно с интенсивностью потока скачков λ. Согласно пред-
ложенной модели известно, что выборки сигналов по
состояниям K отличаются интенсивностью потоков λ .

Тогда задача работы заключается в поиске информа-
тивных параметров для достоверной классификации со-

стояния кардиосигнала jiU , , на основе корреляционно-

спектральных функций.
2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
В классическом представлении ЭКГ-сигнал являет

собой разность электрических потенциалов, измеренных

на поверхности тела и являющихся следствием мышеч-
ной активности миокарда. При этом сердце рассматри-
вается как источник электрического поля )(tE , наводя-

щего электрический ток )(ti , который протекает черезз
последовательность электрических сопротивлений

ABBA RRR ,,  (отделы грудной клетки, конечности)

(см. рис. 1) [6]. ЭКГ-сигнал )(tU  контактно снимается с
двух точек поверхности тела, и представляет собой раз-
ность потенциалов Aϕ  и Bϕ . В норме ЭКГ-сигнал являет-
ся квазистационарным и имеет строго определенную
форму, условно разделенную на интервалы, по соответ-
ствию определенным функциональным этапам работы
сердца.

В ряде работ представлены теоретические и экспери-
ментальные доказательства пьезоэлектрического эффек-
та макробиологических структур [7, 8], в том числе и
структур, входящих в гидравлическую систему крово-
обращения. Так как, в качестве генератора механичес-
кой нагрузки в такой системе выступает сердце, а в каче-
стве объекта воздействия – клеточные структуры систе-
мы «кровь-сосуды», то наведенный суммарный пьезо-
потенциал )(te  теоретически несет информацию о фун-
кциональном состоянии всей системы кровообращения.
В работе [9] экспериментально доказано существование
такого потенциала и показано, что они имеют дискрет-
ный (квантовый) характер и малые значения амплитуды
(порядка мкВ). Эквивалентная электрическая схема фор-
мирования ЭКГ-сигнала (рис. 1) с учетом этого пьезо-
потенциала будет иметь вид, представленный на рис. 2.

E(t)

RA

RB

RAB

φA

φB

i(t)

Рисунок 1 – Эквивалентная электрическая схема формирования
ЭКГ-сигнала

E(t)
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RAB
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Рисунок 2 – Эквивалентная электрическая схема формирования
ЭКГ-сигнала с учетом пьезопотенциала
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При этом ЭКГ-сигнал может быть представлен в виде
аддитивной модели

),()()( tetEtU += (1)

где )(tE  – электрофизиологический сигнал, соответству-
ющий активности миокарда за время наблюдения; )(te  –
наведенный суммарный пьезопотенциал клеточных
структур системы «кровь-сосуды», меняющийся скач-
кообразно.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Аддитивная модель (1), как случайный процесс )(tU ,
нестационарность которого, определяет скачкообразный
процесс )(te , можно рассматривать, как случайный те-
леграфный сигнал [10]. Такой сигнал формируется на
основе стационарного пуассоновского потока с интен-
сивностью λ  упорядоченных временных точек
( nktk  ... 2, 1, ,0 , = ). Будем считать, что ,)( mte =  если
n  – четное, и ,)( mte −=  если n – нечетное,

)(5,0 minmax eem −= .

Если начало отсчета – детерминировано ( mte =)( 0 ),
что может быть обеспечено выбором детерминирован-
ного участка )(tE , например начало QRS-комплекса, тоо
математическое ожидание процесса )(te  является фун-
кцией времени t

.)]([ 2 temteM λ−⋅=

Это указывает на априорную нестационарность про-
цесса )(te  на конечном интервале T  времени наблюде-
ния кардиосигнала, а следовательно, и всей аддитивной
модели )(tU .

Спектральная плотность )(te  имеет вид [11]

.
4

2)( 22

2

ω+λ

λ
⋅

π
=ω

mSe (2)

Считая процессы, )(tE  и )(te  независимыми, что

соответствует условию их аддитивности, спектр )(tU
определим, как сумму спектров составляющих процес-
сов )(tE  и )(te

).()()( ω+ω=ω eEU SSS

Случайный периодический нестационарный процесс
)(tU  должен иметь спектр с изменяющейся мощностью

гармоник в пределах интервала Т времени его наблюде-
ния. Это обусловлено случайностью пуассоновского

потока временных точек { }n
kt 1  и нестационарностью

случайного процесса )(te  по математическому ожида-
нию )]([ teM . Это приводит, в свою очередь, и к измене-
нию средней мощности гармоник для разных моментов
времени внутри интервала Т. Если рассматривать спектр
процесса )(tU , т.е. спектр всего кардиосигнала в частот-

но-временной плоскости [a, b] его вейвлет-преобразо-
вания (a – масштаб, b – временной сдвиг [12]) то имеет
смысл рассматривать этот спектр как реализацию дву-
мерной (зависящей от а и b) случайной величины. Ин-
формацию о неслучайных параметрах кардиосигнала
будут нести не только средние значения (по а или b) спек-
тра, но и отклонения от него отдельных гармоник. Для
получения информации нужно подвергнуть процесс

)(tU  безинерционному преобразованию
)]([)( tuLt =ξ , которое, не меняя вероятностной модели

исходного процесса )(tU , внесет частотно-временные
изменения в числовые характеристики (например, в сред-
нее и дисперсию) гармоник спектра ),( baυ  преобразо-
ванного процесса. Информацию о свойствах спектраль-
ной нестационарности процесса )(tU  можно получить
исследуя, например, функцию когерентности взаимосвя-
занных процессов )(tU  и )(tξ . Такая функция исполь-
зуется для количественного описания стохастических
связей периодически нестационарных случайных про-
цессов [13], позволяя выявлять взаимокорреляционные
и взаимоспектральные отличия таких процессов. Чаще
всего функция когерентности конкретизируется для ам-
плитудно- и фазомодулированных сигналов, при иден-
тификации и локализации источников их искажения.

По отношению к спектрам ),( baν  и ),( baυ  сигнала
)(tU  и его преобразования )(tξ , функция когерентнос-с-

ти может быть трансформирована в коэффициент нор-
мированной межспектральной корреляции (как аналога
функции автокогерентности [14]):

.

),(),(

),(),(

2
1

22
1

2
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
υ⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ν

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
υ⋅ν

=νυ

baMbaM

babaM
R (3)

Фактически, νυR  – это нормированный совместный

момент второго порядка случайных величин ),( baν  и
),( baυ .

Если в качестве процесса )(tξ  рассматривать скорость

)(tVU , то  корреляция νυR  между суммарной мощнос-с-

тью  двух гармоник процесса )(tU  на  частотах
)(, 1221 ω>ωωω

SSSSS EEee =ν⋅ω+ω+ω+ω=ν )()()()( 2121

и мощностью ν  гармоник спектра процесса )(tVU

),()()()( 2
2
21

2
12

2
21

2
1 ω⋅ω+ω⋅ω+ω⋅ω+ω⋅ω=υ EEee SSSS

будет определяться числовыми характеристиками двух
случайных гармоник спектра ),( baν  исходного процес-
са. К таким характеристикам следует отнести дисперсию

2
1σ  и 2

2σ  гармоник на частотах 1ω , и  2ω , а также норми-
рованный коэффициент R их парной корреляции.
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Если ввести обозначения
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=γ

ω
ω
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σ

ω

,
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1
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2

то правая часть уравнения (3) примет вид

)21()21(

)1(1
2242

12

222

σωσωσσ

σωσω
νυ

γγ+γγ+⋅γ+γ+

γ⋅⋅γ++γγ+
=

RR

RR . (4)

Отношение σγ  с учетом математической модели (2)

спектральной плотности )(ωeS  и ассимптотическомм

стремлении дисперсий 2
1σ  и 2

2σ  к нулю, примет вид

.
)2(
)2(

2
2

2

2
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2

⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎣

⎡

ω+λ

ω+λ
=γσ (5)

Уравнения (4) и (5) показывают, что коэффициент νυR
межспектральной корреляции зависит только от вероят-
ностных свойств спектра ),( baν  нестационарного про-
цесса )(te . Спектр )(ωES  не участвует в формирова-
нии коэффициента νυR . По сути, энергетически более
слабый квантованный процесс )(te  задает модель спек-
тральной нестационарности всего кардиосигнала. Ис-
пользуя выражения (4) и (5), можно выделить следую-
щие важные свойства коэффициента νυR , как информа-
тивного параметра об энергетических особенностях спек-
тра периодически нестационарного кардиосигнала.

1. При спектральной стационарности процесса )(te
и отсутствии стохастической связи между гармониками
спектра )(ωeS  (при 1=R |), параметр 1=νυR .(Связь меж-
ду гармониками – детерминирована, функциональная).

2. Спектральная нестационарность процесса )(te  в
частотно-временной плоскости [a, b] приводит к следу-
ющей модели управления знаком параметра νυR :

⎩
⎨
⎧

ρ−<≤−<
<≤ρ−≥

νυ

νυ

,1 если ,0
;1 если ,0

0

0
RR

RR

где ,
)1(

1
2

22

0
σω

σω

γ⋅γ+

γ⋅γ+
=ρ (6)

причем всегда 10 <ρ .
3. Отрицательные значение ( 0<R ) коэффициентаа

парной корреляции (между соседними гармониками
спектра квантованного процесса )(te ) свидетельствует
о перераспределении мощности между этими гармони-
ками. Если же 0≥R , то имеет место инжекция дополни-
тельной энергии в биоэлектрическую систему управле-

ния кардиопроцессом. Пороговое значение информа-
тивного параметра )0(

νυR , соответствующее условию

0≥R , описывается выражением

.
)1()1(

1

2
1242

12

22
)0(

σωσ

σω
νυ

γ⋅γ+γ+

γ⋅γ+
=R (7)

С учетом (7), переход от этапа перераспределения
полученной энергии между гармониками к этапу ин-
жекции новой порции энергии определяется (по инфор-
мативному параметру νυR ) условием:

.)0(
νυνυ ≥ RR (8)

4. Интенсивность λ  потока дискретных изменений про-

цесса )(te  влияет на отношение σγ  (следует из выражения
(5)). Увеличение  приводит к увеличению σγ , а следова-

тельно, и к увеличению параметров 0ρ , (уравнение (6)) и

параметра )0(
νυR  (уравнение (7). В этом случае, увеличива-

ется вероятность события, когда 0≥νυR , а вероятность

события противоположного ( 0<νυR ) – снижается. Сни-

жается и вероятность выполнения неравенства 0<R , что
указывает на уменьшение интенсивности перераспределения
мощности между соседними гармониками.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для проведения исследования были использованы 100

ЭКГ-сигналов, из которых были сформированы выборки
jX1  и jX 2  одинакового объема а 50=N  по двум состояни-

ям 1S  – норма (отсутствие сердечной патологии) и 2S  –
инфаркт. Каждый ЭКГ-сигнал представлял собой вектор
значений уровня jU , которые следовали с дискретностью

1000 отсчетов за минуту, где )...1 ,0( jni =  – номер отсче-
та, а jn  – длина j-го ЭКГ-сигнала.

Каждый элемент выборок был подвергнут линейно-
му преобразованию – дискретному дифференцирова-
нию 1000/)(60 1 jiijij UUdU −−= , в результате которо-

го были сформированы два массива jdX 1  и jdX 2 .

Выборки исходные кардиосигналов jX1 , jX 2  и мас-
сивы после процедуры дифференцирования jdX 1  и jdX 2
были подвергнуты вейвлет-преобразованию на основе
гауссовского вейвлета высокого порядка. Масштабы вей-
влет-преобразования выбирались из условия конечности
интервала корреляции для оценок коэффициента VUR , за-
даваемого вероятностной моделью (6). Образцы ЭКГ-сиг-
налов U(t), построенные на основании данных  jX1 , jX 2
и их вейвлет-спектры представлены на рис. 3.

Вейвлеты массивов исходных ЭКС-сигналов ),( baν

и результатов их линейного преобразования ),( baυ
были использованы для определения коэффициента меж-
спектральной корреляции (3).
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a б
Рисунок 3 – ЭКГ-сигналы и их вейвлет-спектры для состояний:

а – S1 – норма, б – S2 – инфаркт

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В результате проведеной серии экспериментов были

получены значения коэффициентов межспектральной
корелляции νυR  для каждой пары выборок  и зависи-
мость КМК в функции сдвига. На рисунке 4 представле-
ны производная кардиограммы )(tVU  и функциональ-

ная информационная модель [ ]( )80;2,0| abFR =νυ  для
двух состояний.

Анализ рисунков 3 и 4 показывает, что информацион-
ная модель νυR  является одномерной функцией толькоо
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Рисунок 4 – Производные ЭКГ-сигналов VU(t)  по времени и зависимость νυR  в функции сдвига для:
а – S1 – норма, б – S2 – инфаркт

времени наблюдения кардиосигнала (сдвига b), а вейвлет-
коэффициенты ),( baW  – двумерной функцией масшта-
ба a и сдвига b. Это от, что модель νυR  по сравнению с

моделью ),( baW  имеет принципиально иное информа-
ционное содержание и отражает реальную динамику спек-
тральной нестационарности кардиосигнала.

6 ОБСУЖДЕНИЕ

Зависимость информативного параметра νυR  от
сдвига в (рис. 4а, б) раскрывает динамику электропотен-
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циальных энергетических изменений кардиосигнала для
состояний S1 и S2. Во-первых, для состояния S1 характер-
на высокая ритмичность циклов модели перераспреде-
ления электропотенциальной энергии в пределах спект-
ра мощности на всем периоде наблюдения кардиосиг-
нала ( 700max == bT мс. ). Для состояния S2 такая рит-

мичность отсутствует (зависимость )(bRνυ  – случайный
процесс).

Во-вторых, для состояния S1 количество практически
синусоидальных циклов в зависимости )(bRνυ  соответ-
ствует числу n моментов времени электропотенциаль-
ной квантованности процесса )(te , причем 151 == nn .
Для состояния S2 количество циклов (хаотически неси-
нусоидальных) увеличено ( 262 =n ). Последнее свиде-
тельствует о повышенной ( 12 nn > ) спектральной неста-
ционарности ЭКГ-сигнала для состояния S21 – инфаркт.

В-третьих, из рисунка 4 а, б следует, что морфологи-
ческий анализ кардиограмм можно заменить анализом
их спектральной нестационарности, что позволяет авто-
матизировать процедуру вычисления количественных
параметров нестационарности, нормированных в пре-
делах от –1 до +1 (при сохранении адекватных различий в
классифицируемых кардиосостояниях).

Для оценки дискриминирующих свойств коэффици-
ента межспектральной корреляции )(bRνυ  была прове-
дена линейная дискриминация [15, 16] состояний S1 и S2
по независимым выборкам ЭКГ-сигналов. Эквивалент-
ные, геометрическим расстояниям между S1 и S2, сред-
неквадратические расстояния составили значения от 8,45
до 12,27, что соответствует среднему риску распознава-
ния менее, чем (10–7 ÷  10–10). Качество такой дискрими-
нации не только подтверждает практически безошибоч-
ную традиционную кардиодиагностику инфаркта, но и
указывает на высокую информационную значимость
коэффициента νυR . Такой коэффициент может быть ис-
пользован, например, для создания метрических шкал
кардиосостояний, обладающих высокой разрешающей
способностью,  поскольку модель νυR  имеет норму
(–1 ≤ νυR ≤ 1).

ВЫВОДЫ
В работе проведено вероятностное обоснование воз-

можности формирования принципиально новых инфор-
мативных диагностических признаков, использующих
частотно-временную корреляцию между двумя вейвлет-
спектрами ЭКГ-сигнала и его линейного преобразова-
ния. В качестве результатов исследования можно выде-
лить следующее:

1. Теоретически и экспериментально подтверждена
спектральная нестационарность кардиосигнала, которая
была получена с испольнованием аддитивной модели
ЭКГ-сигнала и обусловлена наличием эффектов кван-
тованности скорости его изменения.

2. Проведен вероятностный анализ спектров аддитив-
ной модели ЭКГ-сигнала, который позволил функцио-
нально связать спектральную нестационарность карди-
осигнала с эффектами квантованности скорости его из-

менения, обусловленные пьезоэлектрическими эффек-
тами в системе «кровь-сосуды».

3. Разработан метод параметрического определения
метрически нормированного коэффициента межспект-
ральной корреляции, позволяющий количественно опи-
сать динамику локально-спектральных изменений кар-
диосигнала для задач автоматического экспресс контро-
ля и диагностики кардиосостояний.

4. Проведена кардиодиагностика двух состояний (нор-
ма, инфаркт) на основе разработанного метода. Средне-
квадратические расстояния для этих состояний состави-
ли значения от 8,45 до 12,27.
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ІНФОРМАТИВНІ ПАРАМЕТРИ ДИНАМІЧНОЇ НЕСТАЦІОНАРНОСТІ КАРДІОСИГНАЛІВ
Актуальність. Сучасна електрокардіографія, незважаючи на якісне поліпшення в апаратному забезпеченні та можливості оброб-

ки даних, на сьогоднішній день практично вичерпала ресурс отримання додаткової діагностичної інформації. У статті зроблена спроба
створення нового методу обробки електрокардіограм на основі використання моделі ЕКГ-сигналу, яка враховує п’єзоелектричний
ефект в деяких біологічних тканинах і клітинних з’єднаннях (кров, стінки судин).

Мета роботи. Вірогіднісне обґрунтування можливості формування принципово нових інформативних діагностичних ознак, які
використовують частотно-часову кореляцію між двома вейвлет-спектрами ЕКГ-сигналу і його лінійного перетворення.

Метод. В якості такої моделі використовується адитивна модель потенціалу серцевого м’яза (наведеного електричного поля) і
п’єзоелектричного потенціалу системи «кров-судини», викликаного скороченням міокарда. Для виділення впливу викликаного потен-
ціалу в роботі запропоновано метод лінійного перетворення ЕКГ-сигналу, що має високу чутливість до локальної спектральної
нестаціонарності. Для реалізації цього методу використано вейвлет-перетворення і запропонований кількісний показник спектральної
нестаціонарності ЕКГ-сигналу – коефіцієнт нормованої міжспектральної кореляції (КНМК). Розроблений математичний апарат в
роботі використаний для аналізу двох електрокардіографічних сигналів, умовної норми і з наслідком інфаркту міокарда.

Результати. В результаті розрахованих КНМК показана можливість кількісної відмінності цих станів з досить високою статистич-
ною достовірністю. Базовим результатом роботи є вірогіднісне обґрунтування можливості формування принципово нових інформа-
тивних діагностичних ознак, які використовують частотно-часову кореляцію між двома вейвлет-спектрами ЕКГ-сигналу та його
лінійного перетворення. Висока чутливість та інформаційна значимість кореляційних діагностичних ознак підтверджені прикладами
дискримінації параметрично неоднорідних ЕКГ-сигналів.

Висновки. Теоретично та експериментально підтверджена спектральна нестационарность кардіосигналу; отриманий функціо-
нальний зв’язок спектральної нестаціонарності ЕКГ-сигналу з ефектами квантованості швидкості його зміни; розроблений метод
параметричного визначення коефіцієнта міжспектральної кореляції, що дозволяє кількісно описати динаміку локально-спектральних
змін кардіосигналу для задач автоматичного експрес контролю та діагностики кардіостанів і проведена його апробація.

Ключові слова: квантованість швидкості кардіосигналу, спектральна нестаціонарність, вейвлет-перетворення, перетворення кар-
діосигналу, кореляція вейвлет-спектрів.
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INFORMATIVE PARAMETERS OF DYNAMIC NONSTATIONARY OF CARDIOSIGNALS
Contex. Modern electrocardiography, in spite of qualitative improvement in hardware and data processing capabilities, for today has

practically exhausted a resource of reception of the additional diagnostic information. In the article an attempt is made to create a new method
for processing electrocardiograms based on the use of the ECG signal model, which takes into account the piezoelectric effect in some
biological tissues and cell connections (blood, vessel walls).

Objective. Probabilistic justification of the possibility of forming fundamentally new informative diagnostic features, which uses the
time-frequency correlation between two wavelet spectra of the ECG signal and its linear transformation.
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Method. As such a model is used the additive model of the potential of the cardiac muscle (induced electric field) and the piezoelectric
potential of the blood-vessel system caused by myocardial contraction. To isolate the influence of the induced potential is proposed a method
of linear transformation ECG signal. This method has a high sensitivity to local spectral nonstationarity. Wavelet transform is used to
implement this method.  The coefficient of normalized inter-spectral correlation (CNIC) is proposed as a quantitative indicator of the spectral
nonstationarity of the ECG signal. The developed mathematical apparatus in the work is used for the analysis of two electrocardiographic
signals: conditional norm and with the consequence of myocardial infarction.

Results. As a result of the calculated CNIC, the possibility of a quantitative difference of these states with a sufficiently high statistical
reliability is shown. The basic result of the work is a probabilistic justification for the possibility of forming fundamentally new informative
diagnostic features using the time-frequency correlation between two wavelet spectra of an ECG signal and its linear transformation. High
sensitivity and information significance of correlation diagnostic features are confirmed by examples of discrimination of parametrically
inhomogeneous ECG signals.

Conclusions. Main results of the study: the spectral non-stationarity of the cardiac signal has been confirmed theoretically and
experimentally; The functional interrelation of the spectral nonstationarity of the ECG signal with the effects of quantization of the rate of
its change is obtained; A method for the parametric determination of the coefficient of inter-spectral correlation was developed, which makes
it possible to quantitatively describe the dynamics of the local spectral changes in the cardiac signal for the tasks of automatic express control
and diagnostics of cardiac states and carried out its approbation.

Keywords: quantization of cardiac signal speed, spectral nonstationarity, wavelet transform, cardiac signal transformation, correlation of
wavelet spectra.
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GIS-TECHNOLOGIES AND MATHEMATICAL SIMULATION TO PREDICT
LIGHTNING-CAUSED FOREST FIRE DANGER

Context. The components of the geoinformation system for monitoring, forecasting and assessment of forest fire danger caused by
thunderstorm activity are developed.

Objective of the work is to create an embedded software tool for physically based forecasting, monitoring and evaluation of the
probability of forest fire occurrence as a result of the impact of a lightning discharge on a tree trunk.

Method. Structural analysis is used to design elements and information flows inside and outside of the developed geographic information
system. Mathematical modeling is used to determine the parameters of tree ignition by the cloud-to-ground lightning discharge. Mathematically,
the process of tree trunk heating is described using a system of non-stationary heat conduction equations with a source part responsible for the
heat release according to the Joule-Lenz law in the core of the tree trunk. The finite difference method is used to solve the differential heat
equation. Finite-difference analogues are solved by the double-sweep method. Program realization is implemented in the built-in high-level
language. The probability theory (conditional probability) is used to develop a probabilistic criterion for forest fire danger estimation.

Results. A software tool is developed to estimate the tree ignition delay time as a result of the impact of a cloud-to-ground lightning
discharge. The GIS-system component is developed in the high-level programming language Python. We have obtained probability distribution
of forest fire occurrences from thunderstorms for the territory of the Timiryazevsky forestry in the Tomsk region is obtained.

Conclusions. We have proposed a physically proved method for forecasting, monitoring and assessing forest fire danger caused by
thunderstorm activity. The deterministic mathematical model is used to simulate tree ignition by the cloud-to-ground lightning discharge in
conjunction with the probabilistic criterion for assessing forest fire danger. We have analysed forest fire danger for a typical territory of the
Tomsk region (Timiryazevskiy forestry).

Keywords: GIS, Mathematical modeling, Forest fire danger, Forecast, Thunderstorm activity, Probability criterion.

NOMENCLATURE
FWI is a Fire Weather Index;
FBP is a Fire Behavior Prediction;
GIS is a Geoinformation system;
Pj is the probability of a forest fire for the jth interval on

the controlled forested area;
P(A) is the probability of anthropogenic load;
P(Aj/A) is the probability of a high temperature source

presence on the jth day;
Pj(FF/A,Aj) is the probability of a forest fire due to

anthropogenic load on the forested area;
P(M) is the probability of dry thunderstorms in the

forested area;
P(Lj/L) is the probability of a cloud-to-ground lightning

discharge;

Pj(FF/L,Lj) is the probability of a forest fire due to
lightning when dry thunderstorms may occur in the forested
area;

Pj(D) is the probability of a fire due to weather conditions
of forest fire maturation (the probability of the fact that the
forest fuel layer is dried);

j is the day of a fire danger season;
NA is the number of days during a fire danger season

when the anthropogenic load is sufficient to ignite forest
fuel;

NFA is the number of fires due to anthropogenic load;
NFT is the total number of fires;
NL is the number of days when lightning occurred (during

dry thunderstorms);
NFS is the total number of days in a fire danger season;
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NFL is the number of fires due to lightning (during dry
thunderstorms);

NFD is the number of fires on the specific day of week;
NFW is the total number of fires during week;
NLH is the number of cloud-to-ground lightning

discharges passed at the definite hour starting from 00.00
o’clock;

NLD is the total number of cloud-to-ground lightning
discharges per day;

NID is the value from the Complex Meteorological Index
for the day, which the forecast is realised for;

NIМАХ is the maximum value of the Complex
Meteorological Index;

ta is a air temperature;
d is a dew point temperature;
n is the number of days after the last rain;
Ti is a temperature;

iρ  is a density;
ci  is a thermal capacity;

iλ  is a heat conductivity;
i is the internal part of a tree trunk (core) (i=1) and the

bark (i=2);
α  is a heat transfer coefficient;
J is a current;
U is a voltage;
r is a coordinate;
t is a time;
e is the index that corresponds to environmental

parameters;
0 is the index that corresponds to the parameters at the

initial moment of time.
INTRODUCTION
The remote areas of forested territories are characterized

by widely spread forest fires caused by thunderstorm
activity [1]. A large amount of burnt area is noted for such
fires [2]. Such fires in forests are detected with delay when
the ignition has already reached a big fire. It is impossible or
ineffective to extinguish fires in the taiga zone. Fires go out
when flush period begin or the whole forest area has burnt
out before the fire comes across a natural barrier (for example,
a river).

The most promising approach is to predict forest fire risk
and to carry out preventive measures within the controlled
forested territories in such situations [3]. Various forest fire
danger forecast systems taking into account lightning activity
have been developed in different countries [4–6]. However,
all these systems have no physical basis and are mainly based
on the analysis of the statistical information on forest fires
and the characteristics of forests [7].

The purpose of the work is to create an embedded
software tool for physically based forecasting, monitoring
and evaluation of the probability of forest fire occurrence
as a result of the impact of a lightning discharge on a tree
trunk.

1 PROBLEM STATEMENT
Cloud-to-ground lightning discharge leads to ignition

and defragmentation of the tree with the formation of
particles heated to high temperatures. Such particles fall

down and ignite a forest fuel layer. As a result, there is a
surface forest fire. The process of contact of the discharge
channel and tree is stochastic, but the tree ignition might be
described by a deterministic mathematical model. Therefore,
it is necessary to develop a software tool that would allow
the calculation of the conditions for the ignition of a tree as
a result of the cloud-to-ground lightning discharge.
Electronic maps are needed to visualize areas with the highest
probability of forest fire occurrence.

2 REVIEW OF THE LITERATURE
A lightning discharge is one of the causes of forest fires.

Lightning is an electric discharge conditioned by the
division into positive and negative discharges in the clouds
that leads to the difference in potentials in a range of 10–100
mV [8]. Water is necessary in all three phases  (solid, liquid,
and gas) [9] so that the division into discharges occurs.

According to the development conditions, storms are
divided into the air-mass and frontal ones. The air-mass
storms over a continent occur due to local air heating from
the ground surface. It leads to the development of rising
flows of local convection and to the formation of heavy
cumulonimbus clouds in them. The frontal storms occur on
the borders of warm and cold air masses [10]. There may be
cloud-to-cloud and cloud-to-ground discharges. Around 90
% of cloud-to-ground discharges are negative, and the
nature of the remaining 10% of positive discharges is not
entirely clear [11]. The cloud-to-ground discharges cause
forest fires [12]. The energetic characteristics of positive
and negative ground storm discharges are different, and
these differences are substantial in terms of igniting forest
fuel. All the energy reaches surface in one stroke due to the
vast majority of positive discharges, while a multi-stroke is
typical for the negative discharges [13].

The full statistics for cloud-to-ground storm discharges
have been collected within the functioning of the US
National Lightning Detection Network [14]. This system can
identify most of the cloud-to-ground lightning discharges
in the USA and Canada with the spatial resolution of several
kilometers and determination accuracy in time approximately
1 msec. The data on the stroke polarity, stroke peak current,
and stroke complexity are archived when the system is
operating (if it is a single or multi-stroke).

The lightning-caused forest fires equaled approximately
37 to 53% of the area where fire had spread with a relative
number of approximately 8.8–17.5% in Russia between 1992
and 2000 [15]. Dry storms, which cause mass ignitions in
large territories, often create a very intensive fire incident
situation [16].

The Canadian Forest Fire Danger Rating System has
two main sub-systems (modules): Canadian Forest Fire
Weather Index System and Canadian Forest Fire Behavior
Prediction System. Two other elements (Fuel Moisture
System and Canadian Forest Fire Occurrence Prediction
System) are not developed for the whole country, but there
are regional versions of these systems [17].

The Canadian method to predict forest fire danger [4]
relies on the analysis of a large number of statistical data,
according to which they form the tables of fire danger
dependence on different factors. The moisture content in
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forest fuels is predicted depending on weather conditions
within the FWI sub-system, whereas the forest fire front
behavior is forecasted for different forest plant communities
within the FBP one.

The system logical structure [4,5] represents the abstract
model of different factors and conditions that impact on the
process of fire occurrence and spread.

All forest fuels are divided into nine typical models. The
system suggests dividing the separately protected areas
into physically and geographically homogeneous parts. Each
area must correlate with one of nine models. Fire danger is
evaluated for each considered area separately. The final fire
danger evaluation uses many tables and corrections obtained
according to empirical data.

The Canadian and American methods are similar in their
structure, approaches, and fire danger index formation
principles. Therefore, they both have similar advantages
and disadvantages.

The European Forest Fire Information System [6]. The
most progressive component of the system repeats the
subsystem of the Canadian Forest Fire Danger Rating
System. This system has the same characteristics and uses
the Earth remote sensing data.

3 MATERIALS AND METHODS
We have obtained a formula to estimate the probability of

a forest fire to occur for the j-th time interval of a forest fire
season using the basic principles of probability theory [18]:

[ ),/()/()( AAFFPAAPAPP jjj +=

] )(),/()/()( DPLLFFPLLPLP jj+ . (1)

The authors offer to define the probability through the
frequency of events and use statistical data for the definite
forestry in order to determine all multipliers in formula (1).

Obviously, the more cases are considered for this forestry,
the bigger is the accuracy to determine the probability of
forest fire occurrence. Therefore, it is necessary to register all
the fire danger season parameters (NA, NFA, NFT, NL, NFS, NFL, NFD,
NFW, NLH, NLD) in forests every year.

Formula (1) contains multiplier Pj(D). This is the
probability of fire danger caused by meteorological
conditions. This probability has been calculated through
the time for forest fuel layer to dry in the previous work [19].
However, it is hard to implement such method on the whole
territory of the Russian Federation at present, because it is
necessary to have the information about the initial moisture
content of forest fuel in order to model the process of drying
the forest fuel layer. The present paper offers to use a
compromise solution. We suggest calculating the probability
through meteorological conditions using the Complex
Meteorological (Nesterov) Index, which has been approved
in the state standard. The range of this index starts from
zero and has no upper border. However, it is possible to set
its upper border as a maximum possible value during a fire
danger season. We normalize the Complex Meteorological
Index to maximum value 1 (one) to estimate the probability
of forest fire danger [18]:

max
)(

NI
NIDP D

j = . (2)

The variation range of forest fire danger probability
caused by meteorological conditions will be from 0 to 1.

The Complex Meteorological Index is calculated by
formula [7]:

∑ −=
n

aa dttNI )( . (3)

Fire danger is calculated by the above-stated method. It
differs slightly in different regions within the same forest.
GIS allows the visualisation of fire danger maps for the
quantitative analysis of wildfire risk. It is important to analyse
the spatial distribution of forest fire danger probability in
order to delineate and prioritise the particularly susceptible
forested areas.

The research [20] suggests the simple mathematical model
of tree ignition by a cloud-to-ground lightning discharge,
namely the thermophysical mathematical model of deciduous
tree ignition.

The electric current passage is different in the trunk of a
deciduous and coniferous tree [21]. This is due to the fact
that moisture is transported in the massive central part in
broad-leaved trees. The damper central part is an electric
current conductor.

4 EXPERIMENTS
We consider the following physical model. A cloud-to-

ground lightning discharge strikes in a tree trunk at the
fixed moment of time. The electric current of the cloud-to-
ground lightning discharge passes along the trunk. It is
supposed that heat is emitted in the core according to the
Joule-Lenz law. The electric current is supposed to have the
same parameters in various trunk sections. Moisture
evaporation is neglected within current research, but it is
not difficult to describe this process by the Knudsen-
Lengmuir equation [22]. The wood is heated up due to the
Joule heat emission as a result of electric current passage.
The wood ignites when it achieves the critical thermal fluxes
to ignition surface and critical temperature. The tree trunk is
modeled by a cylinder. We consider the representative
section of the trunk. Fig. 1 shows the decision area scheme.

Figure 1 – Decision area scheme: 1 is core, 2 is bark
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The system of non-stationary differential equations
mathematically describes the process how the cloud-to-
ground lightning discharge heats up the tree trunk before
ignition [20]:
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Boundary conditions for equations (4)–5):
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Initial conditions for equations (4)–(5):

t=0, )()( 0 rTrT ii = . (9)

The formulated system of equations (4)–(5) with
boundary and initial conditions (6)–(9) is solved by a finite
difference method [23]. A double-sweep method in

Figure 2 – Temperature distribution on tree trunk radius at various moments of time (discharge action duration is 500 ms):
a – t=0.01 sec; b – 0.1 sec; c – 0.3 sec; d – 0.5 sec

combination with a fixed point iteration method [23] has
been used to decide the difference analogues of one-
dimensional equations.

The following ignition scenario was considered. The
negative cloud-to-ground lightning discharge (approximate
duration is 500 ms, approximate stroke peak current is 23.5
kА, and approximate voltage is 100 kV) influences on a wide-
leaved tree, for instance, birch. Fig. 2 shows the temperature
distribution on the tree trunk radius in various moments of
time before and at the moment of igniting by electric current
(initial temperature 300 K).

Table 1 represents the cloud-to-ground lightning
discharge parameters and ignition conditions depending
on the voltage of the cloud-to-ground lightning discharge
obtained by solving problems (4)–(9). The analysis of
dependences presented in Fig. 2 shows that the tree trunk
is heated up to the ignition temperature (more than 1000 K)
by the considered cloud-to-ground lightning discharge. The
analysis of results (Fig. 3 and Fig. 4) shows that the ignition
conditions of a wide-leaved tree are reached at the critical
temperature (801 K) and value of thermal flux (268 kW/m2)
for a typical cloud-to-ground lightning discharge.

We have established the ignition limits for a tree trunk
during the action of the electric discharge at various voltages
(Table 1) and currents (Table 2). When the current is less
than 23.5 kA and voltage is 1–90 kV, ignitions fail to occur
during the action of the cloud-to-ground lightning discharge.
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Figure 3 – Heat flux dependence on time from core to ignition surface

Figure 4 – Ignition surface dependence on time
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Voltage, 
U, kV 

Ignition 
occurrence 

Surface 
temperature, К 

Heat flux from core 
to surface, kW/m2 

1–85 No <801 <210 
90 Yes 801 226 
95 Yes 801 230 
100 Yes 801 232 
105 Yes 801 235 
110 Yes 801 238 

Table 1 – Ignition condition of tree depending on voltage of the
discharge at current J=23.5 kA

Current, 
J, kA 

Ignition 
occurrence 

Surface 
temperature, К 

Heat flux from core 
to surface, kW/m2 

1–20 No <801 <210 
23.5 Yes 801 232 
30 Yes 801 245 
35 Yes 801 253 

 

Table 2 – Ignition condition of tree depending on current of the
discharge at voltage U=100 kV

5 RESULTS
GIS enables us to use the mathematical model program

for quantitative assessment of the probability of lightning-
caused forest fire danger. The algorithms of geographical
information system for quantitative assessment of forest
fire danger are implemented in the Python language
embedded into ArcGIS [24]. The quantitative estimation is
carried out relying on the remote sensing data, land forest
taxation, and statistical information. The criteria to assess
forest fire danger are defined relying on the probability
theory, and its values are within the range from 0 to 1. The
calculations are made with the accuracy up to 0.0001. The
forest taxation descriptions of stratums (Fig. 5) are presented
below in the table in MS Excel format (national language).

FFstormactivity.tbx program tool solves the problem to
forecast the fire danger of forest a quadrant relying on the
information about stratum composition and statistical
information on lightning-caused forest fires and visualizes
the obtained information on an electronic map. Python is
the source language for FFstormactivity program [24].

FFstormactivity program tool contains seven forms. It
provides two variants to solve the task: complex and stage-
by-stage with the control of result. Main stages:

1. Data import from the Excel table to the autonomous
geodata base table.

Figure 5 – Table of forest taxation data in MS Excel format

2. Fire danger determination for a forest stratum.
3. Fire danger probability estimation for a forest quadrant

according to the forest taxation descriptions.
4. Statistical data import to the geodata base.
5. Estimation of lightning-caused fire danger probability.
6. Attributive and autonomous tables connection.
7. Map formation according to a legend.
The algorithm, how the program tool works, is presented

by a series of figures showing the main steps of the analysis
and information processing by this tool (Fig. 6–10). ArcGIS
options are also used for scheme constructions.

FFstormactivity program tool uses the following
methods:

1. AddField is to add a field. The program adds a field.
2. CalculateField is to calculate the field value. To

determine the fire danger of a stratum, to assess the
probability of forest fire danger on the quadrant of the level.

3. Statistics_analysis is the total statistics. To calculate
the total quantity of stratums in each quadrant and the
quantity of the fire-dangerous ones.

4. JoinField is to connect the fields. The connection
between two tables takes place on the basis of a key field.

5. ApplySymbologyFromLayer_management is to add
the layer symbols. To form the layer of quadrants according
to the fire danger level.

The program tool start-up begins with ArcToolbox. It is
necessary to specify the initial data in the dialog window
that appears after start-up. The Russian interface is used in
the current version of GIS-system.

Figure 6 – Data import from Excel table to autonomous geodata
base table
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Figure 7 – Determination of fire danger for stratum according to forest taxation descriptions (a) and estimation of fire danger probability
of forest quadrant according to forest taxation descriptions (b)

Figure 7 shows the algorithm to form the table that lists
the level of forest fire risk, which is characteristic for each
quarter of a forest taxation site. Each sub-step of the
algorithm is formed by an attribute table. First, we add the
field, which is responsible for the allotment of forest fire
danger level and statistics on forest fire incidents. Then the
data processing is performed to be entered in the next table.
An intermediate table is formed again, and later it is integrated
with the data of the summary statistics on forest fires. As a
result, the field is calculated according to the level of forest
fire danger. The next step is to calculate the probability of
forest fire on the controlled territory. After a series of
intermediate calculations the attribute table is generated to
estimate the probability of forest fires on the territory of a
forest taxation quarter.

The tool implementation results in creating:
1. The table that assesses the probability of the lightning-

caused fire danger of a forest quadrant with regard to the
forest vegetation conditions

2. The thematic map that displays the fire danger levels
of a forest quadrant (Fig. 11).

The forest fire danger levels in fig. 11 correspond to the
following gradation:

1: 0.001852–0.030000.
2: 0.030001–0.060000.
3: 0.060001–0.090000.
The minimum is 0.001852; the maximum is 0.08333.
6 DISCUSSION
The analysis of foreign forest fire danger forecast

systems shows that they show high operational qualities in
their countries. However, it is difficult to apply them in other
countries as it is necessary to carry out the whole range of
works to analyse and adjust empirical formulas for new
forested territories.

All foreign systems usually offer the abstract index of
forest fire danger. The present research offers the new
probabilistic approach to estimate the most probable
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Figure 8 – Assessment of fire danger probability caused by storm
activity

scenarios of forest fire danger. The definite scenario can be
calculated using the deterministic mathematical model
describing how the cloud-to-ground lightning discharge
ignites a tree. We have developed GIS-system to forecast
the lightning-caused forest fire danger. The system reserves
the layers for the subsequent implementation of the
deterministic component based on the mathematical model
of tree ignition by a cloud-to-ground lightning discharge.

CONCLUSIONS
We offer the new physically proved approach to forecast

the lightning-caused forest fire danger as a result of the
current research. The analysis of the methods based on
statistical data shows that it is impossible to estimate
adequately the probability of lightning-caused forest fires.
We offer to use the deterministic models of tree ignition by
a cloud-to-ground lightning discharge and the probabilistic
criterion to estimate forest fire danger. The statistical
approach analysis has been carried out in the territory of
the Timiryazevskiy local forestry of the Timiryazevskiy
forestry in the Tomsk region. The technologies of
geographic information systems are used to visualize spatial
data. ArcGIS software enables the program of algorithms to
be implemented.

ACKNOWLEDGEMENTS
Work is implemented at financial support of the Russian

Foundation for Basic Researches and Administration of
Tomsk Region. The grant 16-41-700831.

Figure 9 – Attributive and autonomous tables connection

Figure 10 – Map formation according to legend



38

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Figure 11 – Map of lightning-caused forest fire danger on territory of Timiryazevskiy local forestry of Timiryazevskiy forestry in Tomsk
region
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ГЕОІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЯК ІНСТРУМЕНТ ПРОГНОЗУВАННЯ ЛІСО-
ВОЇ ПОЖЕЖНОЇ НЕБЕЗПЕКИ ВІД ГРОЗ

Актуальність. Розроблено компоненти геоінформаційної системи для моніторингу, прогнозування та оцінювання лісової пожеж-
ної небезпеки, обумовленої дією грозової активності.

Мета роботи – створення програмно-апаратного інструменту для фізично обґрунтованого прогнозування, моніторингу та
оцінювання ймовірності виникнення лісової пожежі в результаті впливу грозового розряду на стовбур дерева.

Метод. Структурний аналіз використаний для проектування елементів і потоків інформації всередині і ззовні розробленої гео-
інформаційної системи. Математичне моделювання використано для визначення параметрів займання дерева наземним грозовим
розрядом. Математично процес розігріву стовбура дерева описується за допомогою системи нестаціонарних рівнянь теплопровід-
ності з джерельним членом, що відповідає за тепловиділення за законом Джоуля-Ленца в серцевині стовбура дерева. Метод кінцевих
різниць використаний для вирішення диференціальних рівнянь теплопровідності. Кінцево-різницеві аналоги вирішені методом прогон-
ки. Програмна реалізація виконана на вбудованій мові високого рівня. Теорія ймовірності (умовна ймовірність) використана для
розробки імовірнісного критерію лісової пожежної небезпеки.

Результати. Розроблено програмний інструмент для оцінки часу затримки запалювання дерева в результаті впливу наземного
грозового розряду. Компонент ГІС-системи розроблений мовою програмування високого рівня Python. Отримано розподіл ймовір-
ності виникнення лісових пожеж від гроз для території Тимирязівського лісництва Томської області.

Висновки. Запропоновано фізично обгрунтований метод прогнозування, моніторингу та оцінювання лісової пожежної небезпеки,
обумовленої дією грозової активності. Детермінована математична модель запалювання дерева наземним грозовим розрядом викори-
стана в сукупності з імовірнісним критерієм для оцінки лісової пожежної небезпеки. Проведено аналіз лісової пожежної небезпеки для
типової території Томської області (Тимирязівське лісництво).

Ключові слова: ГІС, Математичне моделювання, Лісова пожежна небезпека, Прогноз, Грозова активність, Імовірнісний критерій.
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ГЕОИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КАК ИНСТРУМЕНТ ПРОГНО-
ЗИРОВАНИЯ ЛЕСНОЙ ПОЖАРНОЙ ОПАСНОСТИ ОТ ГРОЗ

Актуальность. Разработаны компоненты геоинформационной системы для мониторинга, прогноза и оценки лесной пожарной
опасности, обусловленной действием грозовой активности.
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Цель работы – создание встроенного программного инструмента для физически обоснованного прогноза, мониторинга и
оценки вероятности возникновения лесного пожара в результате воздействия грозового разряда на ствол дерева.

Метод. Структурный анализ использован для проектирования элементов и потоков информации внутри и извне разработанной
геоинформационной системы. Математическое моделирование использовано для определения параметров воспламенения дерева на-
земным грозовым разрядом. Математически процесс разогрева ствола дерева описывается с помощью системы нестационарных
уравнений теплопроводности с источниковым членом, отвечающим за тепловыделение по закону Джоуля-Ленца в сердцевине ствола
дерева. Метод конечных разностей использован для решения дифференциальных уравнений теплопроводности. Конечно-разностные
аналоги решены методом прогонки. Программная реализация выполнена на встроенном языке высокого уровня. Теория вероятности
(условная вероятность) использована для разработки вероятностного критерия лесной пожарной опасности.

Результаты. Разработан программный инструмент для оценки времени задержки зажигания дерева в результате воздействия
наземного грозового разряда. Компонент ГИС-системы разработан на языке программирования высокого уровня Python. Получено
распределение вероятности возникновения лесных пожаров от гроз для территории Тимирязевского лесничества Томской области.

Выводы. Предложен физически обоснованный метод прогноза, мониторинга и оценки лесной пожарной опасности, обусловлен-
ной действием грозовой активности. Детерминированная математическая модель зажигания дерева наземным грозовым разрядом
использована в совокупности с вероятностным критерием для оценки лесной пожарной опасности. Проведен анализ лесной пожарной
опасности для типичной территории Томской области (Тимирязевское лесничество).

Ключевые слова: ГИС, Математическое моделирование, Лесная пожарная опасность, Прогноз, Грозовая активность, Вероятно-
стный критерий.
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ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА ОПТИМИЗАЦИИ РОЕМ ЧАСТИЦ
ДЛЯ МИНИМИЗАЦИИ СТОИМОСТИ ПРОВЕДЕНИЯ

МНОГОФАКТОРНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА
Актуальность. Решена актуальная задача получения последовательности опытов при проведении полного факторного экспери-

мента, обеспечивающей его минимальную стоимость.
Цель работы – создание метода для оптимизации многофакторных планов эксперимента с помощью алгоритма оптимизации

роем частиц.
Метод. Предложен метод построения оптимальной матрицы планирования эксперимента по стоимости реализации с использова-

нием алгоритма роя частиц. Метод роя частиц базируется на моделировании поведения популяции частиц в пространстве параметров
задачи оптимизации. Вначале вводится количество факторов и стоимость перехода для каждого уровня факторов. Затем с учетом
введенных данных формируется сводная матрица планирования эксперимента. Частицы разбросаны случайным образом по всей
сводной матрице планирования эксперимента, и каждая частица имеет случайный вектор скорости. После этого частицы начинают
перемещаться по строкам и столбцам матрицы. В каждой точке, где побывала частица, рассчитывается значение стоимости проведения
эксперимента. При этом каждая частица запоминает, какое (и где) лучшее значение стоимости эксперимента она лично нашла и где
расположена точка, являющаяся лучшей среди всех точек, которые разведали частицы. На каждой итерации частицы корректируют
свою скорость (модуль и направление), чтобы с одной стороны быть поближе к лучшей точке, которую она нашла сама и, в то же время,
приблизиться к точке, которая в данный момент является глобально лучшей. Через некоторое количество итераций частицы собираются
вблизи наиболее хорошей точки. Затем корректируется текущая координата каждой частицы. После этого рассчитывается значение
стоимости проведения эксперимента в каждой новой точке, каждая частица проверяет, не стала ли новая координата лучшей среди всех
точек, где она побывала. Затем среди всех новых точек осуществляется проверка, не нашли ли мы новую глобально лучшую точку, и,
если нашли, запоминаем ее координаты и значение стоимости проведения эксперимента в ней. Затем рассчитывается выигрыш по
сравнению с исходной стоимостью проведения эксперимента.

Результаты. Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный метод, которое использовано при проведении
вычислительных экспериментов по исследованию свойств метода.

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного метода и реализующего его программного
обеспечения, а также позволяют рекомендовать их для применения на практике при построении оптимальных матриц планирования
экспериментов.

Ключевые слова: метод, оптимизация, рой частиц, планирование эксперимента, стоимость, оптимальный план.

НОМЕНКЛАТУРА
Div – разнообразие роя частиц;
g – глобальное решение алгоритма роя частиц;
k – количество факторов объекта, введенных в иссле-

дование;
l – количество итераций;
t – время работы программы, с;
В – выигрыш;
Сmin– минимальная стоимость проведения экспери-

мента, усл.ед.;
Сисх – исходная стоимость проведения эксперимента,

усл.ед.;
Pi – локальное решение алгоритма роя частиц;
W – коэффициент для «тушения» скорости частиц;

j
iX  – значение i-го фактора исследуемого процесса в

j-ом опыте;
N – количество опытов в матрице планирования экс-

перимента и матрице стоимостей переходов из уровней
факторов;

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
iiii CCCC 1101101010 ,,, +−−+−+  – стоимости перехо-

дов из соответствующих уровней для i-го фактора;
Спер  – матрица стоимостей переходов;

ХЗЭ – исходный план эксперимента;
l – количество итераций алгоритма;
lзад – заданное количество итераций алгоритма;
ai,j – значение i-го фактора в j-ом опыте;

1,ia
iC  – стоимость установки i-го фактора в состоя-

ние аi,1 в первом опыте;
jiji aa

jiC ,1, ,
,

−  – стоимость установки i-го фактора в j-ом
опыте;

С0  – суммарная стоимость проведения эксперимента.
ВВЕДЕНИЕ
Применение планирования эксперимента делает по-

ведение экспериментатора целенаправленным и орга-
низованным, существенно способствует повышению
производительности его труда и надежности получен-
ных результатов. Важным достоинством метода являет-
ся его универсальность, пригодность в огромном боль-
шинстве областей исследования, интересующих совре-
менного человека.

Основной целью эксперимента является проверка
теоретических положений (подтверждение рабочей ги-
потезы), а также более широкое и глубокое изучение темы
научного исследования. Эксперимент должен быть про-

© Кошевой Н. Д., Беляева А. А., 2018
DOI 10.15588/1607-3274-2018-1-5
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веден по возможности в кратчайший срок с минималь-
ными затратами и позволит получить достоверные ре-
зультаты.

Объект исследования: процессы оптимизации по сто-
имостным затратам планов многофакторных экспери-
ментов.

Предмет исследования: метод оптимизации по сто-
имостным затратам планов экспериментов, основанный
на применении метода роя частиц.

Цель исследования: сокращение стоимостных затрат
на проведение многофакторного эксперимента за счет
создания метода оптимизации с помощью применения
метода роя частиц.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Задача оптимизации планов экспериментов по сто-

имостным затратам является NP-полной, т.е. для своего
решения требует времени и большого количества вы-
числений, быстро растущих с увеличением размернос-
ти задачи. Поэтому полный перебор всех возможных
вариантов решения является затруднительным. В связи с
этим необходимо находить решения с помощью при-
ближенных алгоритмов, например, таких, как алгоритм
оптимизации роем частиц. При этом задан исходный
план эксперимента ХЗЭ и матрица стоимостей переходов
уровней факторов Спер:
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2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Возможно применение методов комбинаторной оп-

тимизации [1–3]. Известны примеры построения много-
факторных планов эксперимента, основанные на исполь-
зовании следующих методов оптимизации: полный пе-
ребор [4], случайный поиск [4], метод ветвей и границ
[4], метод последовательного приближения [4], метод табу

поиска [5]. Была доказана эффективность применения
этих методов при исследовании ряда различных объек-
тов: технологических процессов, приборов, систем. Каж-
дый из этих методов имеет свои достоинства и недостат-
ки. Их существенными недостатками являются: низкое
быстродействие, не всегда находится точное решение, а
удается найти лишь близкое к оптимальному решение.

Ввиду этого целесообразно для сравнения результа-
тов оптимизации планов эксперимента применить алго-
ритм оптимизации роем частиц.

Обширное исследование приложений метода роя ча-
стиц сделано Поли [6–7]. Метод роя частиц оптимизирует
функцию, поддерживая популяцию возможных решений,
называемых частицами, и перемещая эти частицы в про-
странстве решений. Перемещения подчиняются принци-
пу наилучшего найденного в этом пространстве положе-
ния, которое постоянно изменяется при нахождении час-
тицами более выгодных положений [8, 9].

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Разработан метод оптимизации планов эксперимен-

та по стоимостным затратам с использованием алгорит-
ма оптимизации роем частиц. Сущность применения
алгоритма, схема которого приведена на рис. 1, заклю-
чается в следующем.

Шаг 1. В начале работы алгоритма производится ввод
количества факторов k.

Шаг 2. Необходимо ввести стоимости переходов меж-
ду уровнями для каждого из факторов.

Шаг 3. В зависимости от выбранного количества фак-
торов осуществляется построение матрицы планирова-
ния эксперимента.

Шаг 4. Вычисляется исходная стоимость проведения
эксперимента.

Шаг 5. Формирование счетчиков  итераций l.
Шаг 6. Осуществляется ввод количества итераций l.
Шаг 7. Выполняется проверка, достигнуто ли задан-

ное количество итераций или нет. Если достигнуто, то
выполняется шаг 15, в противном случае – шаг 8.

Шаг 8. Происходит инициализация частиц. Началь-
ные позиции-перестановки частиц инициализируются
случайным образом. Для первой позиции выбираем
случайным образом любую позицию их значения; для
второй позиции – со второй до последней с последую-
щей перестановкой их значений; для третьей позиции
осуществляется перестановка значений со случайно
выбранной позицией от третьей до последней и т.д.

Шаг 9. Исходя из анализа всех возможных вариантов
переходов из начального состояния в локально оптималь-
ное состояние (при котором стоимость перехода будет
минимальной), записывается этот локально оптималь-
ный опыт в оптимизационную матрицу.

Шаг 10. Обновление положения частиц происходит с
помощью бинарного и тернарного операторов. При ис-
пользовании бинарного оператора  происходит вычис-
ление расстояния между перестановками, где для под-
счета степени различия между ними находится первое
несовпадение при сканировании элементов слева напра-
во. А при использовании тернарного оператора ищется
несовпадение в случайно выбранной позиции. Если эле-
менты этой позиции совпали, то производится поиск
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Рисунок 1 – Схема реализации метода оптимизации планов эксперимента, основанного на применении алгоритма оптимизации
роем частиц
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первого несовпадения справа, а в случае неудачи – сле-
ва от нее.

Шаг 11. Выполняется обновление текущего лучшего
решения частиц путем запоминания лучшего решения,
которое получается в результате сравнения  значений,
найденных при выполнении шага 10 и исходных.

Шаг 12. Выполняется обновление скоростей частиц.
Разнообразие для i-ой частицы определяется как сред-
нее арифметическое ее степени отличия от найденного
ей локального решения pi и глобального решения роя g,
а также отличием между этим локальным и глобальным
решением.

Шаг 13. Выполняется оценка разнообразия роя и кор-
ректировка скоростей. Разнообразие роя определяется
средним разнообразием всех входящих в него частиц.
Если разнообразие в рое становится меньше некоторого
значения, например, как рекомендуется в [10], Div<0,4,
то происходит переинициализация значений скоростей
частиц, что дает рою возможность выйти из области при-
тяжения найденного локального минимума и продол-
жить дальнейший поиск глобального решения. Перио-
дическая оценка степени разнообразия популяции и со-
ответствующая корректировка скоростей частиц является
своеобразной обратной связью, регулирующей процесс
поиска и позволяющей сделать проведение оптимиза-
ции менее чувствительным к выбору численного значе-
ния коэффициента w для «тушения» скорости.

Шаг 14. Выполняется проверка разнообразия роя, т.е.
Div<0,4 или нет. Если да, то выполняется шаг 12, в про-
тивном случае шаг 19.

Шаг 15. После достижения заданного количества ите-
раций выполняется построение оптимальной матрицы
планирования эксперимента (основывается на том, что
если на каждом локальном шаге выбирался оптималь-
ный переход, то и общий план проведения эксперимен-
та будет оптимальным).

Шаг 16. Вычисляется общая стоимость реализации
эксперимента.

Шаг 17. Вычисление величины выигрыша (В) как от-
ношения исходной стоимости проведения эксперимен-
та (Сисх), найденной на шаге 4, к стоимости проведения
эксперимента (Сmin), найденной на шаге 16.

Шаг 18. Вычисляется время t, затраченное на опти-
мизацию плана многофакторного эксперимента с ис-
пользованием алгоритма оптимизации роем частиц.

Шаг 19. Вычисление локальной стоимости проведе-
ния эксперимента.

Шаг 20. Выполняется проверка меньше ли стоимость,
найденная на шаге 19, чем стоимость, вычисленная во

время предыдущей итерации. Если меньше, то осуществ-
ляется переход на шаг 22, в противном случае на шаг 21.

Шаг 21. Так как мы получили стоимость больше, чем
во время предыдущей итерации, то нужно исключить
этот вариант из рассмотрения.

Шаг 22. Осуществляется запоминание локальной сто-
имости проведения эксперимента.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Было разработано программное обеспечение, реа-

лизующее метод роя частиц. Язык программирования –
Java. Просчеты выполнялись на компьютере с процес-
сором Intel Pentium G620 с частотой 2.60 GHz. Проверка
работоспособности разработанного метода и программ-
ного обеспечения, основанного на применении алгорит-
ма оптимизации роем частиц, осуществлялась на ряде
практических задач (просчеты контрольных примеров с
количеством факторов k=3…7, исследовании весоизме-
рительной системы для дозирования сыпучих материа-
лов (k=3), исследовании вихретоковых измерителей тол-
щины диэлектрических покрытий  на  металлических по-
верхностях (k=4), при поиске  оптимальных комбинаторных
планов эксперимента(k=4)), решенных методами полно-
го перебора, табу-поиска и случайного поиска.

Количество факторов и стоимости переходов вводят-
ся с клавиатуры. Для просчета контрольных примеров
вводились стоимости изменения уровней факторов,
представленные в табл. 1.

При исследовании весоизмерительной системы для
дозирования сыпучих материалов(k=3) расчеты выпол-
нялись для стоимостей изменений значений уровней
факторов, приведенных в табл. 2 [4].

При исследовании вихретоковых измерителей толщи-
ны диэлектрических покрытий  на  металлических по-
верхностях (k=4) расчеты выполнялись для стоимостей
изменений значений уровней факторов, приведенных в
табл. 3 [4].

При поиске оптимальных комбинаторных планов эк-
сперимента (k=4)  расчеты выполнялись для стоимостей
изменений значений уровней факторов, приведенных в
табл. 4 [4].

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Проведенные эксперименты подтвердили работоспо-

собность метода роя частиц. Для стоимостей изменения
уровней факторов, представленных в табл.1, получены
результаты оптимизации, отраженные в табл. 5. Измене-
ние выигрыша в стоимости реализации экспериментов
приведены на рис. 2.

Обозначение факторов Стоимость перехода 
уровня фактора, усл.ед. 

Количество 
факторов Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 Х7 

из «–1» в «+1» 1 2 3 – – – – 
из «+1» в «–1» 

3 
1 3 2 – – – – 

из «–1» в «+1» 2 2 4 5 – – – 
из «+1» в «–1» 

4 
1 3 3 6 – – – 

из «–1» в «+1» 1 2 3 5 2 – – 
из «+1» в «–1» 

5 
1 1 3 6 1 – – 

из «–1» в «+1» 2 2 1 3 2 1 – 
из «+1» в «–1» 

6 
1 4 3 6 1 3 – 

из «–1» в «+1» 3 1 4 3 2 1 4 
из «+1» в «–1» 

7 
2 4 3 6 1 3 2 

Таблица 1 – Стоимости изменений уровней факторов
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Стоимости изменений, усл. ед. 
Фактор из «0» в «+1» из «0» в «–1»" из «+1» в «–1» из «–1» в «+1» 

X1 10 10 10 10 
X2 8 12 24 16 
X3 6 4 8 12 

Таблица 2 – Стоимости изменений значений уровней факторов

Стоимости изменений, усл. ед. 
Фактор из «0» в «+1» из «0» в «–1» из «+1» в «–1» из «–1» в "«+1» 

X1 0,2 0,2 0,2 0,2 
X2 0,8 5,65 1,55 4,9 
X3 6,65 9,55 7,4 8,8 
X4 6,15 8,65 6,9 7,9 

Таблица 3 – Стоимости изменений значений уровней факторов

Стоимости изменений, усл. ед. 
Фактор из «0» в «+1» из «0» в «–1» из «+1» в «–1» из «–1» в «+1» 

X1 3,73 9,43 7,45 18,85 
X2 2,23 4,33 4,45 8,65 
X3 0,09 0,09 0,18 0,18 
X4 0,38 0,58 0,77 1,15 

Таблица 4 – Стоимости изменений значений уровней факторов

Метод поиска Количество 
факторов k 

Сисх, усл. ед. Сmin, усл. ед. В t, с 

Полный перебор 3 26 11 2,36 24,28 
3 26 12 2,17 1,47 
4 116 66 1,76 5 
5 156 140 1,11 17,44 
6 261 248 1,05 18000 

Случайный поиск 

7 654 647 1,01 86400 
3 26 14 1,86 0,01 
4 116 42 2,76 0,04 
5 156 76 2,10 0,41 
6 261 181 1,44 4,56 

Табу-поиск 

7 654 512 1,28 45,18 
3 26 11 2,36 0,01 
4 116 41 2,83 0,02 
5 156 68 2,29 0,1 
6 261 153 1,71 1,2 

Метод 
оптимизации роем 
частиц 

7 654 482 1,36 15 

Таблица 5 – Результаты оптимизации планов эксперимента

Рисунок 2 – Изменение выигрыша в стоимости реализации экспериментов
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Для стоимостей изменения уровней факторов при
исследовании весоизмерительной системы, представлен-
ных в табл. 2, получены результаты оптимизации, отра-
женные в табл. 6. Стоимость его реализации равна
110 усл. ед. (рис. 3) и время счета 0,01 с, а для оптималь-
ного  плана, полученного при полном переборе строк –
102 усл. ед. [4] и время счета 25 с. Изменение стоимости
реализации экспериментов приведены на рис. 3.

Для стоимостей изменения уровней факторов при
исследовании вихретоковых измерителей толщины диэ-
лектрических покрытий  на  металлических поверхностях
(k=4), представленных в табл. 3, получены результаты оп-
тимизации, отраженные в табл. 7. План, полученный при
использовании метода роя частиц, имеет  стоимость реа-
лизации равную 60,1 усл. ед. (рис. 4), а план, полученный
методом ограниченного перебора (проанализировано

Полный перебор Метод роя частиц 
Обозначение 
факторов 

Обозначение 
факторов Номер 

опыта Х1 Х2 Х3 
Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 

  0 0 0  0 0 0 
1 –1 –1 –1 5 1 –1 –1 
2 –1 –1 1 7 1 1 –1 
6 1 –1 1 3 –1 –1 1 
5 1 –1 –1 4 –1 1 1 
7 1 1 –1 8 1 1 1 
8 1 1 1 6 1 –1 1 
4 –1 1 1 2 –1 –1 1 
3 –1 1 –1 1 –1 –1 –1 

Таблица 6 – Планы эксперимента для исследования весоизмери-
тельной системы дозирования сыпучих материалов (k=3)

Рисунок 3 – Изменение стоимости реализации экспериментов

Анализ перестановок (метод ограниченного перебора) Метод роя частиц 
Обозначение факторов Обозначение факторов Номер 

опыта Х1 Х2 Х3 Х4 
Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

0 0 0 0 0  0 0 0 0 
8 –1 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 
7 –1 1 1 –1 5 –1 1 –1 –1 
3 –1 –1 1 –1 13 1 –1 1 1 
1 –1 –1 –1 –1 15 1 1 1 –1 
9 1 –1 –1 –1 7 –1 1 1 –1 

10 1 –1 –1 1 8 –1 1 1 1 
2 –1 –1 –1 1 16 1 1 1 1 
4 –1 –1 1 1 14 1 1 –1 1 

11 1 –1 1 –1 6 –1 1 –1 1 
12 1 –1 1 1 10 1 –1 –1 1 
13 1 1 –1 –1 2 –1 –1 –1 1 
14 1 1 –1 1 4 –1 –1 1 1 
6 –1 1 –1 1 12 1 –1 1 1 
5 –1 1 –1 –1 11 1 –1 1 –1 

15 1 1 1 –1 3 –1 –1 1 –1 
16 1 1 1 1 9 1 –1 –1 –1 

7777777 вариантов) – 112,85 усл. ед.[4]. Изменение стоимо-
сти реализации экспериментов приведены на рис. 4.

Таблица 7 – Планы эксперимента для исследование вихретоковых измерителей толщины диэлектрических покрытий на металличес-
ких поверностях (k=4)
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Для стоимостей изменения уровней факторов при
поиске  оптимальных комбинаторных планов экспери-
мента (k=4), представленных в табл. 4, получены резуль-
таты оптимизации, отраженные в табл. 8. Стоимость ре-
ализации эксперимента при методе ограниченного пе-
ребора [4] составляет 86,62 усл . ед. (рис. 5). При
реализации плана эксперимента, полученного с помо-
щью метода роя частиц – 53 усл. ед. Изменение стоимо-
сти реализации экспериментов приведены на рис. 5.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Разработанная программа позволяет найти мини-

мальную стоимость проведения полного факторного
эксперимента (ПФЭ), последовательность реализации
опытов, выигрыш по сравнению с исходной матрицей
планирования и время счета. При просчете контрольных
примеров для значения стоимостей изменения уровней
факторов, приведенных в табл. 1, получены результаты

Анализ перестановок (метод 
ограниченного перебора) Метод роя частиц 

Обозначение факторов Обозначение факторов Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

Номер 
опыта Х1 Х2 Х3 Х4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
5 1 1 –1 1 1 –1 –1 –1 –1 
4 1 1 1 1 3 –1 –1 1 –1 
6 1 –1 1 –1 4 –1 –1 1 1 
7 –1 –1 1 1 2 –1 –1 –1 1 
8 –1 1 1 –1 10 1 –1 –1 1 
2 –1 1 –1 –1 9 1 –1 –1 –1 
9 1 1 –1 –1 12 1 –1 1 1 
1 1 –1 –1 –1 11 1 –1 1 –1 

10 1 –1 –1 1 15 1 1 1 –1 
11 1 –1 1 1 14 1 1 –1 1 
12 1 1 1 –1 16 1 1 1 1 
13 –1 1 –1 1 13 1 1 –1 –1 
14 –1 1 1 1 6 –1 1 –1 1 
3 –1 –1 –1 1 8 –1 1 1 1 

15 –1 –1 –1 –1 7 –1 1 1 –1 
16 –1 –1 1 –1 5 –1 1 –1 –1 

Рисунок 5 – Изменение стоимости реализации экспериментов

Таблица 8 – Оптимальные комбинаторные планы многофакторного эксперимента для количества факторов k=4

оптимизации планов эксперимента полным перебором,
случайным поиском, табу-поиском и методом оптими-
зации роем частиц (табл. 5). Как видно из табл. 5, выиг-
рыши в результатах оптимизации при использовании
метода роя частиц получены большие, чем при методах
табу-поиска и случайного поиска, и одинаковые с мето-
дом полного перебора.

При исследовании весоизмерительной системы по-
лученная последовательность проведения опытов (табл. 6),
которая позволяет получить стоимость проведения экс-
перимента немного большую чем при полном перебо-
ре, однако обеспечивает большее быстродействие. Как
видно из рисунков 5 и 6, при исследовании вихретоковых
измерителей толщины диэлектрических покрытий  на
металлических поверхностях (k=4)  и при поиске  опти-
мальных комбинаторных планов эксперимента (k=4) уда-
лось найти такие последовательности опытов (табл. 7 и
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табл. 8 соответственно), при которых стоимость прове-
дения эксперимента имеет меньшее значение, чем при
использовании метода ограниченного перебора.

Однако, как видно из рис. 2, на котором представлены
изменения выигрыша в стоимости реализации эксперимен-
тов для количества факторов k=3…7 при оптимизации пла-
нов эксперимента полным перебором, случайным поис-
ком, табу-поиском и методом оптимизации роем частиц,
при увеличении количества факторов выигрыши в стоимо-
сти реализации эксперимента уменьшаются.

Как видно из табл. 5, время счета необходимое для
получения конечного результата при применении мето-
да роя частиц, значительно меньше, чем при использо-
вании  методов полного перебора, случайного поиска.
Время счета разработанной  программы незначительно
отличается от программы, реализующей табу-поиск,
однако выигрыши позволяет получать большие.

ВЫВОДЫ
В работе решена актуальная задача получения пос-

ледовательности опытов при проведении полного фак-
торного эксперимента, обеспечивающей его минималь-
ную стоимость.

Научная новизна работы состоит в том, что впервые
предложено применение метода роя частиц для опти-
мизации по стоимости реализации планов многофактор-
ного эксперимента. Разработан метод и программное
обеспечение, реализующие оптимизацию многофактор-
ных планов экспериментов с применением алгоритма
оптимизации роем частиц. На конкретных примерах до-
казана работоспособность и эффективность метода.
Поиск оптимального или близкого к оптимальному пла-
на эксперимента, полученного этим методом, реализу-
ется за существенно меньшее время счета, чем при пол-
ном переборе, случайном поиске и методе табу-поиска.
Выигрыши, получаемые в результате оптимизации, при
использовании данного метода значительно больше, чем
при использовании метода случайного поиска и табу-
поиска. Применение разработанного метода и про-
граммного обеспечения, основанного на использовании
алгоритма роя частиц, эффективно при количестве фак-
торов k ≥ 3.

Практическая значимость результатов работы заклю-
чается в том, что разработано программное обеспече-
ние, реализующее предложенный метод, а также прове-
дены эксперименты, подтвердившие его работоспособ-
ность и позволяющее рекомендовать для использования

на практике при построении оптимальных матриц пла-
нирования экспериментов.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
применении разработанного программного обеспече-
ния на более широком наборе практических задач пла-
нирования экспериментов, в частности для исследова-
ния трехуровневых планов многофакторного экспери-
мента, а также композиционных планов второго порядка.
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ЗАСТОСУВАННЯ АЛГОРИТМУ ОПТИМІЗАЦІЇ РОЄМ ЧАСТОК ДЛЯ МІНІМІЗАЦІЇ ВАРТОСТІ ПРОВЕДЕННЯ БАГА-
ТОФАКТОРНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ

Актуальність. Вирішено актуальну завдачу отримання послідовності дослідів при проведенні повного факторного експерименту,
що забезпечує його мінімальну вартість.

Мета роботи – створення методу для оптимізації багатофакторних планів експерименту за допомогою алгоритму оптимізації
роєм часток.

Метод. Запропоновано метод побудови оптимальної матриці планування експерименту за вартістю реалізації з використанням
алгоритму рою часток. Метод рою часток базується на моделюванні поведінки популяції частинок в просторі параметрів задачі
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оптимізації. На початку вводиться кількість чинників і вартість переходу для кожного рівня факторів. Потім з урахуванням введених
даних формується зведена матриця планування експерименту. Частинки розкидані випадковим чином по всій зведеної матриці плану-
вання експерименту і кожна частинка має випадковий вектор швидкості. Після цього частинки починають переміщатися по рядках і
стовпцях матриці. У кожній точці, де побувала частинка, розраховується значення вартості проведення експерименту. При цьому
кожна частка запам’ятовує, яке (і де) краще значення вартості експерименту вона особисто знайшла і де розташована точка, яка є
кращою серед усіх точок, які розвідали частки. На кожній ітерації частки коректують свою швидкість (модуль і напрямок), щоб з одного
боку бути ближче до кращої точці, яку вона знайшла сама і, в той же час, наблизитися до точки, яка в даний момент є глобально кращої.
Через деякий кількість ітерацій частки збираються поблизу найбільш хорошою точки. Потім коригується поточна координата кожної
частки. Після цього розраховується значення вартості проведення експерименту в кожній новій точці, кожна частка перевіряє, чи не
стала нова координата кращою серед усіх точок, де вона побувала. Потім серед усіх нових точок здійснюється перевірка, чи не знайшли
ми нову глобально кращу точку, і, якщо знайшли, запам’ятовуємо її координати і значення вартості проведення експерименту в ній.
Потім розраховується виграш в порівнянні з вихідною вартістю проведення експерименту.

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропонований метод, який використано при проведенні обчис-
лювальних експериментів з дослідження властивостей методу.

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого методу і реалізує його програмного забезпечен-
ня, а також дозволяють рекомендувати їх для застосування на практиці при побудові оптимальних матриць планування експериментів.

Ключові слова: метод, оптимізація, рій часток, планування експерименту, вартість, оптимальний план.
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APPLICATION PARTICLE SWARM ALGORITHM TO MINIMIZE THE COST OF CONDUCTING MULTIVARIATE EXPERIMENT
Context. The actual problem of obtaining a sequence of experiments in the conduct of a full factor experiment ensuring its minimum cost

has been solved.
Objective – is to create a method for optimizing multifactor experimental plans using an optimization algorithm for the particle swarm.
Method. A method is proposed for constructing an optimal experiment design matrix for the cost of implementation using the particle

swarm algorithm. The particle swarm method is based on modeling the behavior of the particle population in the parameter space of the
optimization problem. In the beginning, the number of factors and the cost of the transition for each level of factors are introduced. Then,
taking into account the input data, a composite matrix of experiment planning is formed. The particles are scattered randomly across the
entire composite experiment design matrix and each particle has a random velocity vector. After that, the particles begin to move along the
rows and columns of the matrix. At each point where the particle visited, the value of the experiment is calculated. In this case, each particle
remembers which (and where) the best value of the cost of the experiment, she personally found and where the point is located, which is the
best among all the points that explored the particles. At each iteration, the particles correct their velocity (module and direction) in order to
be closer to the best point on the one hand, which she found herself and, at the same time, to approach the point that is currently globally
better. After a certain number of iterations, the particles are collected near the best point. Then the current coordinate of each particle is
corrected. After this, the cost of the experiment is calculated at each new point, each particle checks whether the new coordinate has become
the best among all the points where it visited. Then, among all the new points, we check whether we have found a new globally better point,
and if found, remember its coordinates and the value of the cost of conducting the experiment in it. Then the gain is calculated in comparison
with the initial cost of the experiment.

Results. The software that implements the proposed method is developed, which was used in carrying out computational experiments to
study the properties of the method.

Conclusions. The conducted experiments confirmed the efficiency of the proposed method and the software that implements it, and also
allow them to be recommended for application in practice when constructing optimal experimental design matrices.

Keywords: method optimization, swarm particle, experimental design, cost, optimal plan.
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METHOD OF NUMERICAL ANALYSIS OF THE PROBLEM
OF STATIONARY FLOW PAST BODIES OF REVOLUTION BY VISCOUS

FLUID
Context. The nonlinear stationary problem of flow past a body of revolution by a viscous incompressible fluid is examined in this article.
Objective. The purpose of this work is to develop a new method of numerical analysis of stationary problems of flow around bodies of

revolution by viscous incompressible fluid.
Method. The mathematical model of the process under consideration is a nonlinear boundary value problem for the stream function

obtained by the transition from the system of Navier-Stokes equations to one nonlinear equation of the fourth order. A special feature of the
formulation the task of the flow past body is that the boundary value problem is considered in an infinite region and both boundary conditions
on the boundary of the streamlined body and the condition at infinity are imposed for the stream function. Using the structural method (the
R-functions method), the task solution structure, that exactly satisfies all the boundary conditions of the task, and also guarantees the
necessary behavior of the stream function at infinity, is constructed. Two approaches are proposed to approximate the uncertain components
of the structure. The first approach is based on the use of the successive approximations method, which makes it possible to reduce the solution
of the initial nonlinear task to the solution of a sequence of linear boundary value problems. These linear tasks are solved by the Bubnov-
Galerkin method at each step of the iteration process. The second approach for approximating the uncertain components of the structure is
based on the usage of the nonlinear Galerkin method and it is proposed to use it in the case of divergence of successive approximations. In this
case, the solution of the initial nonlinear task reduces to solving a system of nonlinear algebraic equations.

Results. A computational experiment was carried out for the task of flow past a sphere, an ellipsoid of rotation and two articulated
ellipsoids for various Reynolds numbers.

Conclusions. The conducted experiments have confirmed the efficiency of the proposed method of numerical analysis of stationary
problems of flow around bodies of revolution by viscous incompressible fluid. The prospects for further research may consist in using the
method developed for the implementation of semi-discrete and projection methods for solving non-stationary problems.

Keywords: flow past bodies, stationary flow, viscous fluid, stream function, R-functions method, successive approximations method,
Galerkin method.

NOMENCLATURE

Ω∂  – boundary of a streamlined body;
E  – Stokes operator in a spherical coordinate system;
F  – class of functions which have generalized

derivatives up to the second order inclusive and are
quadratically summable together with the derivatives with
respect to 1Ω ; on the boundary Ω∂  they meet to the
homogeneous boundary conditions of the corresponding
task;

)(ζnJ  – Gegenbauer functions of the first kind;

n  – outer normal to Ω∂ ;
r , θ , ϕ – variables of the spherical coordinate system;
Re – Reynolds number;
u  – solution of the auxiliary task with homogeneous

boundary conditions;
)0(

nu ,   , )(k
nu ,… – sequence of approximations to the

generalized solution of the task for u , which is considered
in the finite domain;

*
nu  – generalized solution of the task for u , which is

considered in the finite domain;

∞U  – unperturbed fluid velocity at infinity;
1Re −=ν  – viscosity factor;

)},({ θϕ rk  – a complete system of particular solutions

of the equation 02 =uE  with respect to the exterior of a
sphere of finite radius;

)},({ θτ rj  – a complete system of particular solutions
of the equation 02 =uE  relative to the domain

}),({ Mr <θω ;
)},({ θφ ri  – sequence of functions that is complete

concerning whole plane;

1Φ , 2Φ  – undefined components of the solution
structure;

),( θψ=ψ r  – stream function;
ω  – a sufficiently smooth function, built with the help

of a constructive apparatus of the R-functions theory;
0=ω  – normalized equation of Ω∂ ;

Ω  – flow domain;

nΩ  – bounded domain }),(0{ nMr <θω< ;

1Ω  – any finite part of Ω .
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INTRODUCTION
The phenomena, which are observed in the atmosphere

and the hydrosphere, the problems of hydrodynamics,
aerodynamics, heat power engineering, chemical kinetics,
and biomedicine, can be often researched within the
framework of an incompressible viscous fluid model. The
tasks, which represent the practical interest, as a rule, are
described by the nonlinear Navier-Stokes equations. In the
case, when the task possesses symmetry properties and
can be reduced to a two-dimensional one, it is convenient
to enter the stream function instead of components of the
fluid velocity. Methods for solving the external tasks
(problems of flow past bodies) for equations with respect to
the stream function have not been developed sufficiently,
which is due to the high order and nonlinearity of the
equations, as well as the limitlessness of the domain in which
the equations are considered. The structural R-functions
method, which has been used in this work, allows to
construct the so-called structures of the solution of
boundary value problems are bundles of functions which
exactly satisfy all the boundary conditions of the task. The
geometry of the area is taken into account exactly.
Approximating further the undefined components of the
solution structure by some projection method, we obtain an
approximate solution in an analytical form, which facilitates
its further usage for finding various flow characteristics.
Thus, the development of new, as well as the improvement
of existing methods of mathematical modeling of stationary
problems of flow past bodies by viscous incompressible
fluid using the R-function method, is a scientific issue of
current interest.

The object of the investigation is the stationary
hydrodynamic process of flow past bodies by a viscous
incompressible fluid, described by a nonlinear equation with
respect to the stream function.

The subject of the study is a mathematical model of the
stationary problem of flow past a body by viscous
incompressible fluid and the method of its numerical analysis.

The purpose of the work is to develop a new method of
mathematical simulation of stationary flow past bodies of
revolution by viscous incompressible fluid on the basis of
the R-function method.

1 PROBLEM STATEMENT
We consider the nonlinear steady-state problem of flow

past body of rotation by viscous incompressible fluid in a
spherical coordinate system [1, 2]:
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2 REVIEW OF THE LITERATURE
In general, the methods of finite differences and finite

elements are used for numerical analysis of hydrodynamic
problems. The main advantage of these methods is the
relative simplicity of implementation, however, when moving
to a new domain (especially complex geometry), it is
necessary to generate again and adjust the calculated grid
under the task. Furthermore, the demolition of the conditions
on infinity on a certain contour, which is located at a finite
distance from the streamlined body, gives the additional
errors in the approximate solution. Using the R functions
method [3, 4] of V. L. Rvachev, the Academician of Ukrainian
National Academy of Sciences, it is possible to take precisely
into account the geometric and analytical information
included in the statement of the problem.

The R-functions method in hydrodynamics problems was
used in [5–10], but the tasks for calculating steady flows of
an ideal fluid, stationary and nonstationary flows of a viscous
fluid in limited domains or viscous liquids in the presence of
helical symmetry were considered. The tasks of flow past
bodies of rotation by a stationary flow of a viscous fluid
using the R-function method were solved in [11–16]. The
task of calculating the external slow flow past bodies by a
viscous incompressible fluid  (Stokes linearization) is solved
in [11–13]. Usage of R-functions method, successive
approximations and Galerkin-Petrov method to calculate
axisymmetric stationary flows of a viscous incompressible
fluid was proposed in works [14, 15]. The task of mass
transfer of a body of rotation with a uniform translational
flow was considered in [16].

In this work the R-functions method, successive
approximations and Galerkin method are proposed to apply
for mathematical modeling of nonlinear stationary task of
flow past body of revolution by a viscous incompressible
fluid.

3 MATERIALS AND METHODS
For solving the task (1)–(3), we introduce the function

[9]

⎪⎩

⎪
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>=≥

<≤
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−
=

),0const(,1

;0,exp1
)(

MMx
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xfM

which meets the following conditions:

1) 0>ωM  in Ω ; 2) 0=ω Ω∂M ;

3) 1−=
∂
ω∂

Ω∂n
M ; 4) 1≡ωM , if MM ≥ω .

In the task (1)–(3) we will make a replacement uu +=ψ 0 ,
where 0u  is solution of the linear task (Stokes
approximation):

00
2 =uE  in Ω , (4)
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00 =Ω∂u , 00 =
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2 sin
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1lim Uur

r
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Method for solving the task (4)–(6) was developed in
the works [11–13].

For function u  we obtain a boundary value problem
with homogeneous boundary conditions
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We use the method of successive approximations to

solve task (7)–(9). If the initial approximation is given )0(
nu

and k  approximation )(k
nu  is built, then the new )1( +k

approximation )1( +k
nu  will be found as a solution of the linear

problem

⎜
⎜
⎝

⎛
−

∂
+∂

θ∂
+∂

θ
=ν +

r
uuEuu

r
uE

k
n

k
nk

n
)()(

sin
1 )(

0
)(

0
2

)1(2

+⎟
⎟
⎠

⎞

θ∂
+∂

∂
+∂

−
)()( )(

0
)(

0
k

n
k

n uuE
r
uu

⎜
⎜
⎝

⎛
−

∂
+∂

θ
θ

+
r
uu

r

k
n )(

ctg2
sin
1 )(

0
2

)(
)(2 )(

0

)(
0 k

n

k
n uuE

uu
r

+⎟
⎟
⎠

⎞

θ∂
+∂

−  in nΩ , (10)

0)1( =
Ω∂

+k
nu , 0

)1(
=

∂
∂

Ω∂

+

n

k
nu

, (11)

continued by zero outside nΩ .
A theorem on the convergence of successive

approximations (10)–(11) at small Reynolds numbers for each

n  in the energy norm to a unique generalized solution

Fun ∈*  of the task (7)–(9), which is examined in a bounded
domain nΩ , was formulated and proved in work [15].

According to the Bubnov-Galerkin method, at each
iteration in the domain nΩ , we will seek the approximate
solution of task (10)–(11) in the form
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of linear algebraic equations
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We construct a system of coordinate functions }{ iφ .
For this we use a complete system of particular solutions of
the equation 02 =uE  [17] and the structure method of
R-functions [3, 4].

In work [13] it was proved that the function of the form

2
2

1
2 )1( Φω−ω+Φω= MMMu . (13)

is the structure of the solution of the boundary value task
(7)–(9), i.e. for any choice of sufficiently smooth functions

1Φ  and 2Φ  ( 02
1 →⋅Φ −r  at +∞→r ) it exactly satisfies

the boundary conditions (8) and the condition at infinity (9).
Approximations of the indeterminate components 1Φ

and 2Φ  of structure (13) will be sought in the form
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where

,...;3,2),(cos{)},({ 1 =θ=θϕ − kJrr k
k

k

,...}5,4),(cos3 =θ− kJr k
k ,
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Then, the complete sequence of functions concerning
whole plane has the form:

),,(),({)},({ 2 θϕθω=θφ rrr kMi

)},()),(1)(,(2 θτθω−θω rrr jMM .

In case of divergence of successive approximations we
will use nonlinear Galerkin method. An approximate solution

Nnu ,  of the task (7)–(9) which is considered in the finite
domain nΩ  is sought in the form (12). As a result, we obtain
a system of nonlinear equations, each of which is a quadratic
function with respect to jnc , . As the initial approximation,
we choose a set jnc , , which corresponding to the solution
of the linear task (Stokes approximation), or, for large
Reynolds numbers, to the solution which obtained for smaller
Reynolds numbers.

4 EXPERIMENTS
A computational experiment was carried out for the tasks

of flow past a sphere, ellipsoids of rotation with different
semi-axes, and two articulated ellipsoids. The double
integrals in the systems for the determination jnc ,  were

Figure 1 – Streamlined contours of obtained approximate solution for flow past a sphere:
a – 10Re = , b – 20Re = , c – 25Re =

calculated approximately by the Gauss’ formula with 50 nodes
for each variable. For the method of successive
approximations, calculations were ceased at 610−=ε . It was
experimentally established that for 10Re >  the successive
approximations diverge. In this case, the nonlinear Galerkin
method was used to obtain the approximate solution.

Calculations for the tasks of flow past a sphere

1222 =++ zyx  at 1=∞U , 10=M , 101 =m , 142 =m ,

25;20;10Re = , ellipsoid of revolution 1
5,1

2
2

22
=+

+ zyx

at 1=∞U , 10=M , 101 =m , 142 =m , 50;30;10Re = ,
two articulated ellipsoids, limited by surfaces

1
2

)1( 2
2

22
=+

+− zyx
, 1

2

)1( 2
2

22
=+

++ zyx , at 1=∞U ,

10=M ,  61 =m ,  102 =m ,  20;10;5Re = ,  were
performed.

5 RESULTS
Fig. 1 shows the streamlined contours of the obtained

approximate solution for the task of flow past a sphere. The
detailed pictures of streamlined contours and vector velocity
field behind the sphere are shown in Fig. 2.

Fig. 3 shows the streamlined contours of the obtained
approximate solution for the task of flow past an ellipsoid of
rotation. The detailed pictures of streamlined contours and
vector velocity field behind the ellipsoid are shown in Fig. 4.

Fig. 5 shows the streamlined contours of the obtained
approximate solution for the task of flow past two articulated
ellipsoids. The detailed pictures of streamlined contours
and vector velocity field behind ellipsoids and in the hollow
between them are shown in Fig. 6.
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Figure 2 – Detailed pictures of streamlined contours and vector velocity field behind the sphere:
a – 10Re = , b – 20Re = , c – 25Re =

Figure 3 – Streamlined contours of obtained approximate solution for flow past an ellipsoid of rotation:
a – 10Re = , b – 30Re = , c – 50Re =

Figure 4 – Detailed pictures of streamlined contours and vector velocity field behind the ellipsoid:
a – 10Re = , b – 30Re = , c – 50Re =

Figure 5 – Streamlined contours of obtained approximate solution for flow past two articulated ellipsoids:
a – 5Re = , b – 10Re = , c – 20Re =
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Figure 6 – Detailed pictures of streamlined contours and vector velocity field behind ellipsoids and in the hollow between them:
a – 5Re = , b – 10Re = , c – 20Re =

6 DISCUSSION
For small Reynolds numbers, the flow is symmetrical,

without the formation of a detachment zone in the aft domain
of the body. With an increase in the Reynolds number the
flow pattern changes: the secondary vortices appear behind
the body and their size and intensity increase.

In the task of flow past a sphere, it is found that the
secondary vortices behind the body appear with an increase
in the Reynolds number up to 2520 −≈ . For the task of
flow past an ellipsoid of rotation with the ratio of the semi-

axes of an ellipsoid 2≥
b
a , the secondary vortices behind

the body do not appear independently of the Reynolds
number, but appear with a decrease in the ratio of the semi-
axes. For two articulated ellipsoids, a computational
experiment showed that as the Reynolds number increases
up to 10≈ , vortices appear behind the body and in the
hollow at the junction of the ellipsoids.

The obtained results correlate with the known results of
physical experiments [18] and the results obtained by other
authors [19, 20], which indicates the effectiveness of the
developed numerical method.

CONCLUSIONS
A new numerical method for the calculating the external

flows of viscous incompressible fluid is proposed. The
proposed method is based on the joint application of the R-
functions method, successive approximations and Galerkin
method. The algorithm of the method does not change when
the geometry of the domain is changed, and the structure of
the solution accurately takes into account both the
boundary conditions on the boundary of the streamlined
body and the condition at infinity. It is experimentally
established that the iterative process begins to diverge at
Reynolds numbers 10Re > . In this case, to approximate the
undetermined components of the structure of the solution
of the nonlinear stationary problem of flow past a body of
revolution by a viscous incompressible fluid in a spherical
coordinate system the nonlinear Galerkin method was
applied. For various Reynolds numbers, the stationary
problem of flow past a body of rotation in a spherical

coordinate system for a sphere, ellipsoid, and two articulated
ellipsoids has been solved numerically. For each body
Reynolds numbers, at which secondary vortices arise behind
the body, are defined.
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МЕТОД ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ ЗАДАЧІ ОБТІКАННЯ ТІЛ ОБЕРТАННЯ СТАЦІОНАРНИМ ПОТОКОМ В’ЯЗКОЇ
РІДИНИ

Актуальність. У статті розглядається нелінійна стаціонарна задача обтікання тіла обертання в’язкою нестисливою рідиною.
Мета роботи – розробка нового методу чисельного аналізу стаціонарних задач обтікання тіл обертання в’язкою нестисливою

рідиною.
Метод. Математичною моделлю розглядуваного процесу служить нелінійна крайова задача для функції течії, отримана переходом

від системи рівнянь Нав’є-Стокса до одного нелінійного рівняння четвертого порядку. Особливістю постановки задачі обтікання є те,
що крайова задача розглядається в нескінченній області і для функції течії ставляться як крайові умови на межі тіла, що обтікається, так
і умова на нескінченності. За допомогою структурного методу (методу R-функцій) будується структура розв’язку задачі, яка точно
задовольняє всі крайові умови задачі, в тому числі гарантує потрібну поведінку функції течії на нескінченності. Для апроксимації
невизначених компонент структури пропонується два підходи. Перший підхід заснований на використанні методу послідовних набли-
жень, який дозволяє звести розв’язування вихідної нелінійної задачі до розв’язування послідовності лінійних крайових задач. На
кожному кроці ітераційного процесу ці лінійні задачі розв’язуються методом Бубнова-Гальоркіна. Другий підхід до апроксимації
невизначених компонент структури заснований на застосуванні нелінійного методу Гальоркіна і його пропонується використовувати
в разі розбіжності послідовних наближень. У цьому випадку розв’язування вихідної нелінійної задачі зводиться до розв’язування
системи нелінійних алгебраїчних рівнянь.

Результати. Обчислювальний експеримент проведений для задачі обтікання сфери, еліпсоїда обертання і двох з’єднаних еліпсоїдів
для різних чисел Рейнольдса.

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого методу чисельного аналізу стаціонарних задач
обтікання тіл обертання в’язкою нестисливою рідиною. Перспективи подальших досліджень можуть полягати у використанні розробле-
ного методу при реалізації полудіскретних і проекційних методів розв’язання нестаціонарних задач.

Ключові слова: задача обтікання, стаціонарна течія, в’язка рідина, функція течії, метод R-функцій, метод послідовних наближень,
метод Гальоркіна.
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МЕТОД ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА ЗАДАЧИ ОБТЕКАНИЯ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫМ ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ
ЖИДКОСТИ

Актуальность. В статье рассматривается нелинейная стационарная задача обтекания тела вращения вязкой несжимаемой жидко-
стью.

Цель работы – разработка нового метода численного анализа стационарных задач обтекания тел вращения вязкой несжимаемой
жидкостью.

Метод. Математической моделью рассматриваемого процесса служит нелинейная краевая задача для функции тока, полученная
переходом от системы уравнений Навье-Стокса к одному нелинейному уравнению четвертого порядка. Особенностью постановки
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задачи обтекания является то, что краевая задача рассматривается в бесконечной области и для функции тока ставятся как краевые
условия на границе обтекаемого тела, так и условие на бесконечности. С помощью структурного метода (метода R-функций) строится
структура решения задачи, которая точно удовлетворяет всем краевым условиям задачи, в том числе гарантирует нужное поведение
функции тока на бесконечности. Для аппроксимации неопределенных компонент структуры предлагается два подхода. Первый подход
основан на использовании метода последовательных приближений, который позволяет свести решение исходной нелинейной задачи к
решению последовательности линейных краевых задач. На каждом шаге итерационного процесса эти линейные задачи решаются
методом Бубнова-Галеркина. Второй подход к аппроксимации неопределенных компонент структуры основан на применении нели-
нейного метода Галеркина и его предлагается использовать в случае расходимости последовательных приближений. В этом случае
решение исходной нелинейной задачи сводится к решению системы нелинейных алгебраических уравнений.

Результаты. Вычислительный эксперимент проведен для задачи обтекания сферы, эллипсоида вращения и двух сочлененных
эллипсоидов для различных чисел Рейнольдса.

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного метода численного анализа стационарных
задач обтекания тел вращения вязкой несжимаемой жидкостью. Перспективы дальнейших исследований могут заключаться в использо-
вании разработанного метода при реализации полудискретных и проекционных методов решения нестационарных задач.

Ключевые слова: задача обтекания, стационарное течение, вязкая жидкость, функция тока, метод R-функций, метод последова-
тельных приближений, метод Галеркина.
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МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

УДК 62–50:519.7/8

Левин В. И.
Д-р технических наук, профессор Пензенского государственного технологического университета, Пенза, Россия

ПОЛИИНТЕРВАЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА И ОПТИМИЗАЦИЯ
В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Актуальность. В последние десятилетия в гражданской и военной сферах все чаще встречаются новые информационные
технологии, основанные на новых подходах к описанию различных видов неопределенности. Эти технологии широко применяются
в технике, экономике, социальной сфере. Для их поддержки необходимы новые достаточно мощные математические модели и
методы. В связи с этим данная статья, посвященная разработке новой модели неопределенности (полиинтервал) и математических
методов и моделей для ее изучения, применительно к решению задач оптимизации в условиях неопределенности, является весьма
актуальной.

Цель статьи заключается в детальной разработке новой математической модели неопределенности – полиинтервала, являющегося
последовательностью конечного числа независимых интервалов неопределенности, с целью оптимизации разнообразных технических,
экономических, социальных и иных систем с полиинтервальными параметрами.

Метод. Для достижения поставленной цели в статье предложено распространить на изучение оптимальных операций над
полиинтервалами известный в интервальной математике метод введения операций над интервалами в виде теоретико-множественного
обобщения соответствующих операций над вещественными числами.

Результат. В статье детально разработана новая математическая модель неопределенности – полиинтервал. Определены
оптимальные операции (max, min) над полиинтервалами, выведены правила их выполнения. Установлены необходимые и достаточные
условия существования этих операций, т.е. условия сравнимости полиинтервалов по отношениям «больше» и «меньше». Дан
пример использования полученных результатов для принятия оптимального экономического решения о выборе наилучшего места
работы по критерию «наибольшая зарплата». Показано, что полинтервал, являющийся более сложной моделью неопределенности
систем, чем интервал, позволяет исследовать неопределенные системы с такими же временными затратами.

Выводы. Научная новизна данной работы состоит в предложенной автором новой математической модели неопределенности
различных систем в виде полиинтервалов, совместно с математическим аппаратом, позволяющим выполнять оптимальные операции
над полиинтервалами и тем самым дающим возможность решать задачи оптимизации технических, экономических, социальных и
иных систем с полиинтервальными параметрами.

Ключевые слова: полиинтервалы, сравнение полиинтервалов, максимальный (минимальный) полиинтервал.
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НОМЕНКЛАТУРА

ii ba ,  – вещественные числа;

ba
~

,~  – интервалы;

ba
~~ D  – операция над числами;

ba
~~ •  – операция над интервалами;

BA ~,~  – полиинтервалы;

BA ~~ D  – операция над полиинтервалами;

∪ – объединение интервалов (полиинтервалов);
∩ – пересечение интервалов (полиинтервалов);

ba ∨  – взятие максимального из чисел ba, ;

ba ∧  – взятие минимального из чисел ba, ;

ba
~~ ∨  – взятие максимального из интервалов ba

~
,~ ;

ba
~~ ∧  – взятие минимального из интервалов ba

~
,~ ;

BA ~~
∨  – взятие максимального из полиинтервалов

BA ~,~ ;

BA ~~
∧  – взятие минимального из полиинтервалов

BA ~,~ ;

ba
~~ =  – равенство интервалов ba

~
,~ ;

ba
~~ ≠  – неравенство интервалов ba

~
,~ ;

ba
~~ ≥  – отношение ≥  между интервалами ba

~
,~ ;

BA ~~
=  – равенство полиинтервалов BA ~,~ ;

BA ~~
≠  – неравенство полиинтервалов BA ~,~

;

BA ~~
≥  – отношение ≥  между полиинтервалами BA ~,~

.

ВВЕДЕНИЕ
В период Второй мировой войны появилось много

новых технологий: обнаружение воздушных целей с по-
мощью радаров, управление огнем зенитной артилле-
рии, шифровка и дешифровка информации в системах
связи и т.д. Все эти технологии были связаны с исследо-
ванием неопределенности и использовали соответству-
ющие математические методы, главным образом, тео-
рию вероятностей. После войны эти исследования были
продолжены и распространены на гражданскую сферу –
технику, экономику, социум. При этом под неопреде-
ленностью стали понимать не только случайность воз-
можных исходов, но и их неединственность или незна-
ние, дрейф переменных, семантическую неопределен-
ность целей, многокритериальность  при принятии
решений, недоопределенность модели или структуры
изучаемой системы и т.д. Учет неопределенности сис-
тем очень важен при их проектировании, так как полная
определенность в работе системы появляется лишь на
последних этапах ее создания. Исследование неопреде-
ленных систем ведется путем решения задач расчета,
анализа и синтеза различных функций с недетермини-
рованными параметрами, служащих соответствующи-
ми характеристиками данных систем. При этом, в зави-
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симости от выбранной модели неопределенности, ис-
пользуется адекватный ей математический аппарат –
теория нечетких множеств [1], многозначная и непре-
рывная логика [2], теория сверхслучайных процессов [3],
интервальная [4, 5] и полиинтервальная [6] математика,
теория сравнения интервалов [7] и др.

Настоящая статья имеет цель разработки метода синте-
за оптимальных систем с полиинтервальными параметра-
ми при помощи аппарата полиинтервальной математики.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Перечислим сначала исходные понятия и данные,

которые будем использовать при формулировке и ре-
шении рассматриваемых в статье задач.

1. В качестве базы будем использовать исчисление
интервалов, называемое иначе интервальной математи-
кой [4, 5]. Интервал вводится как множество всех воз-
можных значений неполностью определенной величи-
ны a~ , задаваемой лишь ее нижней 1a  и верхней 2a  гра-
ницами. Формально, величину a~ определим в виде
следующего числового множества – ограниченного ин-
тервала неопределенности

}|{],[~
2121 aaaaaaa ≤≤=≡ . (1)

Согласно (1) неизвестное истинное значение неопре-
деленной величины a~  достоверно лежит в пределах ин-
тервала ],[ 21 aa , не выходя за его границы 1a  и 2a . При
этом все значения величины a~ в пределах указанногоо
интервала считаются равновозможными в том смысле,
что нет никаких оснований предпочитать одно значение
другому. Понятие равновозможности здесь не означает
задание равномерного вероятностного или какого-либо
иного равномерного распределения величины a~  внут-
ри указанного интервала.

2. Будем также использовать алгебраические опера-
ции над интервалами вида (1), обобщающие соответству-
ющие операции над числами. Для этого применяется
теоретико-множественная конструкция

}~|{~},
~

,~|{
~~ aaaabbaababa ∈•=∈∈•= DD . (2)

Согласно (2), любая операция над интервалами D  оп-
ределяется на базе соответствующей операции над точ-
ными числами •, при условии, что конкретные значения
этих чисел пробегают все возможные значения из соот-
ветствующих интервалов. Из определения (2)следуют про-
стые правила выполнения операций над интервалами:
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 (3)

3. Наконец, мы будем использовать понятие полиин-
тервала как последовательности нескольких непересека-

ющихся одиночных интервалов [6]

(1)видаинтервалыодиночные
~

,...,
~

,~ где),
~

,...,
~

,~(~
−= dbadbaA . (4)

В формуле (4) предполагается, что каждый следую-
щий одиночный интервал сдвинут вправо от предыду-
щего и не пересекается с ним. Операции над полиинтер-
валами были введены в [6] аналогично операциям над
интервалами с помощью теоретико-множественной кон-
струкции типа (2)

}~|{~},~,~|{~~ AaaABbAabaBA ∈•=∈∈•= DD . (5)

Здесь A~  – полиинтервал вида (4), B~  – другой поли-
интервал того же вида, но с другими составляющими
его одиночными интервалами. На базе определения (5)
операций над полиинтервалами в работе [6] были выве-
дены правила конструктивного выполнения следующих
алгебраических операций с полиинтервалами: сложение,
вычитание, умножение полиинтервала на число, умно-
жение и деление полиинтервалов.

Первая задача настоящей статьи состоит в том, что-
бы на базе того же определения (5) вывести правило кон-
структивного выполнения еще одной, весьма важной
операции над полиинтервалами – определение макси-
мального и минимального из двух полиинтервалов. Важ-
ность этой операции связана с тем, что к ее выполнению
(равно как и к выполнению аналогичной операции над
одиночными интервалами) сводятся многие классы за-
дач оптимального планирования разнообразных систем
и процессов, работающих при наличии некоторой нео-
пределенности [8]. На основе этой операции также появ-
ляется возможность решения второй задачи статьи – срав-
нения полиинтервалов и их упорядочения по отношени-
ям «больше», «меньше» и «равно».

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Появляющиеся при исследовании неопределенных

систем новые задачи, которые упомянуты во введении,
значительно сложнее их детерминированных аналогов,
которые приходится решать при исследовании систем с
детерминированными параметрами. Это усложнение
связано с тем, что алгебра недетерминированных чисел
сложнее соответствующей алгебры детерминированных
чисел. Поэтому для исследования неопределенных сис-
тем потребовались новые подходы.

Эти новые подходы к описанию неопределенности
систем привели к созданию новых математических ме-
тодов их изучения: теория нечетких множеств [1], мно-
гозначная и непрерывная логика [2], теория сверхслу-
чайных процессов [3] и т. д. Одним из популярных мето-
дов стала также интервальная математика, изучающая
величины, определяемые с точностью до интервалов
возможных значений [4, 5]. Однако одиночные интерва-
лы, изучаемые в интервальной математике, не охваты-
вают всех практических ситуаций. Например, неопреде-
ленный период времени, в течение которого возможно
проведение некоторой военной операции, может содер-
жать несколько последовательных временных интерва-
лов. Новые неопределенные объекты, имеющие вид пос-
ледовательностей интервалов неопределенности, были
введены  в работе [6] и названы полиинтервалами. Поли-
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интервалы являются расширением интервальной моде-
ли неопределенности систем. В работе [6] было постро-
ено исчисление полиинтервалов, основанное на опера-
циях над полиинтервалами, аналогичных операциям над
интервалами в интервальной математике. Этими опера-
циями являются сложение, вычитание, умножение и де-
ление.

Настоящая статья посвящена построению и исследо-
ванию другой важной операции над полиинтервалами –
сравнения. Эта операция вводится на базе теории срав-
нения интервалов [7] и может быть применена для опти-
мизации полиинтервальных величин и функций. Другие
подходы к моделированию и исчислению характеристик
интервальных систем изложены в [9–12].

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Следуя [6], будем представлять полиинтервалы вида

(4) в теоретико-множественных терминах следующим
образом:

dbaA
~

...
~~~

∪∪∪= . (6)

Пусть заданы два полиинтервала A~  и B~  следующего
вида

∪∪
n

j

j
m

i

i bBaA
11

~~,~~

==
== , (7)

где miaaa iii ,1],,[~
21 ==  и njbbb jjj ,1],,[

~
21 ==  – одиноч-ч-

ные интервалы,  в совокупности составляющие A~  и B~

соответственно. Требуется определить максимальный и
минимальный из этих полиинтервалов. Другими слова-
ми, требуется выполнить операции

BAC ~~~
∨= , BAD ~~~

∧= , (8)

получив в результате C~ , D~  – максимальный и мини-
мальный полиинтервалы. Эти две операции определим
формально, как и иные операции над полиинтервалами,
введенные в [6] (сложение, вычитание, умножение), при
помощи теоретико-множественной конструкции (5). Та-
ким образом, максимум и минимум двух полиинтерва-
лов определяются в виде

}~,~|{~~~ BbAabaBAC ∈∈∨=∨= ,

}~,~|{~~~ BbAabaBAD ∈∈∧=∧= . (9)

Согласно (9), операции взятия максимума (минимума)
двух полиинтервалов определяются на базе соответствую-
щих операций над точно заданными величинами при усло-
вии, что конкретные значения этих величин пробегают все
значения из соответствующих полиинтервалов.

Исходя из определений операции взятия максимума
и минимума полиинтервалов (9), нетрудно установить
формулу для конструктивного выполнения этих опера-
ций. Для этого используем следующую базовую фор-
мулу, позволяющую выполнить произвольную опера-

цию D  над этими полиинтервалами A~  и B~  в виде су-

перпозиции этой операции над одиночными интервала-

ми ia~ , jb
~ , составляющими A~ и B~ [6]
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Подставляя теперь в формулу (10) вместо D конкрет-
ные операции ∨  и ∧ , получим необходимые формулылы
для конструктивного выполнения операций взятия мак-
симума и минимума двух полиинтервалов
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Формулы (11), (12) сводят вычисление максимума и

минимума полиинтервалов A~  и B~ к вычислению мак-
симумов и минимумов всех пар одиночных интервалов

( ia~ , jb
~ ), составляющих A~  и B~ . Однако непосредствен-ен-

ное использование вышеназванных формул для вычис-
ления максимального (минимального) из полиинтерва-
лов A~  и B~  не всегда удобно, поскольку, во-первых, этоо
требует вычисления максимума (минимума) для каж-

дой из пар одиночных интервалов )
~

,~( ji ba , mi ,1= ,

nj ,1= , а, во-вторых, не для каждой пары полиинтерва-

лов A~  и B~  существует максимальный (минимальный)
полиинтервал. Поэтому гораздо практичнее сначала ус-
тановить существование максимального (минимального)
из двух заданных полиинтервалов, используя подходящий
критерий существования, и лишь после этого вычислять
максимальный и минимальный полиинтервал. Простой
критерий  существования максимального (минимально-
го) из заданных полиинтервалов дает нижеследующая те-
орема. Она же сразу устанавливает, какой из полиинтер-
валов является максимальным, а какой – минимальный.

В предыдущей работе автора [7] были введены отно-
шения между интервалами на базе теории множеств. При
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этом для любых двух интервалов ],[~
21 aaa = , ],[

~
21 bbb =

по определению:

ba
~~ = , если 11 ba = , 22 ba = , (13)

ba
~~ ≥ , если aba ~~~ =∨ , bba

~~~ =∧ , (14)

a~  не сравнимо с b
~ , если ba

~~ ≠ , ba
~~ ≥/ , ab ~~

≥/ . (15)

На основании определений (13)–(15) было показано
[7], что 1) для того, чтобы интервалы a~ и b

~ находились в

отношении ba
~~ ≥ , необходимо и достаточно, чтобы

выполнялись условия 11 ba ≥ , 22 ba ≥ ; 2) для того чтобы

интервалы a~  и b~ были несравнимы, необходимо и до-
статочно выполнения условий 11 ba < , 22 ba >  или

11 ab < , 22 ab > . Другими словами, для выполнения от-

ношения ba
~~ ≥  требуется, чтобы интервал a~ был сдви-

нут относительно интервала b
~ вправо обеими своими

границами, а для несравнимости указанных интервалов
требуется, чтобы один из них (безразлично какой) пол-
ностью накрывал другой.

Отношения порядка между полиинтервалами мы вве-
дем теперь аналогично такого же рода отношениям меж-
ду интервалами. Именно, для любых двух полиинтерва-
лов A~  и B~  (7) по определению примем

BA ~~
= , если nm = , 11 ~~ ba = , 22 ~~ ba = ,… mm ba

~~ = , (16)

BA ~~
≥ , если ABA ~~~

=∨ , BBA ~~~
=∧ , (17)

A~  не сравнимо с B~ , если BA ~~
≠ , BA ~~

≥/ , AB ~~
≥/ .(18)

Теорема 1. Для того, чтобы два полиинтервала A~  и

B~  вида (7) были сравнимы и находились в отношении

BA ~~
≥ , необходимо и достаточно, чтобы входящий в

состав A~  минимальный одиночный интервал 1~a   и вхо-

дящий в состав B~  максимальный одиночный интервал
nb

~  находились в отношении nba
~~1 ≥ .

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено

условие nba
~~1 ≥ . Тогда, по определению полиинтерва-

лов, для всех ji,  справедливо неравенство ji ba
~~ ≥ . Отсю-

да ясно, что для всех ji,  имеем iji aba ~~~ =∨ , jji bba
~~~ =∧ .

Таким образом, по формулам (11), (12) получаем

AaBA i
m

i

~~~~

1
==∨

=
∪ , BbBA j

n

j

~~~~

1
==∧

=
∪ .

Два последних соотношения, согласно определению

(17) означают, что полиинтервалы A~ и B~ сравнимы и на-

ходятся в отношении BA ~~
≥ . Что и требовалось доказать.

Необходимость. Пусть два полиинтервала A~ и B~ срав-

нимы и находятся в отношении BA ~~
≥ . Тогда, в соответ-

ствии с определением этого отношения (17), верны следу-

ющие два равенства ABA ~~~
=∨ , BBA ~~~

=∧ . Выражая в
них операции ∨  и ∧ по формулам (11), (12), а полиинтер-

валы A~ , B~ по формулам (7), перепишем их в виде
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В первом из равенств правая часть зависит только от

интервалов ia~ , mi ,1= , поэтому, чтобы имело местоо
равенство, его левая часть также должна зависеть только

от интервалов ia~ , mi ,1= , а это возможно только при

выполнении условия ji ba
~~ ≥  для всех ji, . Аналогично

выводится выполнение этого условия из второго выпи-
санного равенства. Выполнение данного условия озна-
чает, что любой одиночный интервал ia~ , входящий в

состав полиинтервала A~ , находится в отношении ≥  к

любому одиночному интервалу jb
~ , входящему в со-

став полиинтервала  B~ . В частности, справедливо
nba

~~1 ≥ , что и требовалось доказать.
Формулы (11), (12) дают конструктивные правила

выделения большего и меньшего из двух имеющихся
полиинтервалов для тех случаев, когда они существуют.
Теорема 1 дает простое правило проверки существова-
ния большего и меньшего из двух имеющихся полиин-
тервалов. Теперь алгоритм решения различных задач
исследования систем с полиинтервальными характерис-
тиками, требующих сравнения полиинтервалов, можно
представить следующим образом.

Шаг 1. Построение абстрактной математической мо-
дели, представляющей решение задачи как попарное
сравнение некоторого числа полиинтервалов, являющих-
ся числовыми значениями характеристик изучаемой си-
стемы в условиях неопределенности, с целью последую-
щего выделения полиинтервалов, являющихся решени-
ем задачи.

Шаг 2. Анализ подлежащих сравнению пар полиин-
тервалов, с целью выявления пар сравнимых и несрав-
нимых полиинтервалов. Анализ проводится с помощью
условий (16)–(18). При этом пары, удовлетворяющие
условию (16) (равные полиинтервалы) или условию (17)
(полиинтервалы, находящиеся в отношении ≥ ), относим
к парам сравнимых полиинтервалов, а пары, удовлетво-
ряющие условию (18) – к парам несравнимых полиин-
тервалов.

Шаг 3. Построение структурной математической
модели решения задачи в виде частично ориентирован-
ного графа, с использованием шагов 1, 2. Вершинами
графа являются полиинтервалы, выделенные на шаге 1,
его ребрами – линии, соединяющие вершины равных
полиинтервалов, его дугами (ориентированными реб-
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рами) – линии, соединяющие вершины неравных поли-
интервалов в направлении от меньших полиинтервалов
к большим. При этом вершины, отвечающие несравни-
мым полиинтервалам, не соединяются никакими линия-
ми. При построении граф-модели используются пары
равных полиинтервалов, пары полиинтервалов с отно-
шением ≥  и пары несравнимых полиинтервалов, полу-
ченные на шаге 2.

Шаг 4. Вычисление по структурной граф-модели вер-
шины, соответствующей полиинтервалу, представляю-
щему собой решение задачи. Чаще всего в качестве та-
кого полиинтервала берется экстремальный – макси-
мальный или минимальный полиинтервал. Возможны и
другие варианты.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В статье детально разработана новая математичес-

кая модель неопределенности – полиинтервал. Опреде-
лены оптимальные операции (взятие максимума и ми-
нимума) над полиинтервалами, выведены правила вы-
полнения этих операций. Установлены необходимые и
достаточные условия существования этих операций, т.е.
условия сравнимости полиинтервалов. Ниже дан при-
мер использования полученных результатов для приня-
тия оптимального решения в экономике. Его можно рас-
сматривать как небольшой эксперимент по проверке
работоспособности предложенного подхода.

Пример. При поступлении на службу работник вы-
бирает между компаниями A, B и C . Фирма ма A предла-
гает ему месячную зарплату (в зависимости от заказов
фирмы) в размере 200010000±  рублей или

200015000±  рублей, аналогично фирма B  – зарплату в
размере 10005000±  руб. или 10008000±  руб., фирма
C  – в размере 10006000±  рублей или 10009000±  руб-
лей. Работнику нужно выбрать фирму с максимальной
зарплатой.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В качестве практического результата применения раз-

работанных выше методов приведем решение примера
из п. 4

Решение. Шаг 1. В фирме A  первую заработную
плату работника  можно представить как интервал

]12000,8000[],[ 1
2

1
1 =aa ,  2-ю  – как интервал

]17000,13000[],[ 2
2

2
1 =aa . Аналогично, в фирме B  пер-

вую зарплату работника можно представить как интер-
вал ]6000,4000[],[ 1

2
1
1 =bb , а 2-ю – в виде интервала

]9000,7000[],[ 2
2

2
1 =bb , а в фирме C  1-ю зарплату можно

представить как интервал ]7000,5000[],[ 1
2

1
1 =cc , 2-ю – как

интервал ]10000,8000[],[ 2
2

2
1 =cc . Итак, месячную зарп-

лату работника в фирмах A, B , C  можно представить
соответственно полиинтервалами

],17000,13000[]12000,8000[],[~ 2

1
21 ∪==

=
∪
i

ii aaA

],9000,7000[]6000,4000[],[~ 2

1
21 ∪==

=
∪
j

jj bbB

]10000,8000[]7000,5000[],[~ 2

1
21 ∪==

=
∪
j

jj ccC .

Абстрактная математическая модель решения зада-

чи представляет собой совокупность полиинтервалов A~ ,

B~  и C~ , попарное сравнение которых должно на следу-
ющих шагах выделить максимальный полиинтервал, яв-
ляющийся решением задачи.

Шаг 2. Попарно сравниваем полиинтервалы A~ , B~ ,

C~  с помощью условий (16)–(18) и теоремы 1. Пара ( A~ ,

B~ ). В результате сравнения полиинтервалов A~  и B~  с

помощью теоремы 1, находим ]12000,8000[~1 =a ,

]9000,7000[
~2 =b , здесь 70008000> , 900012000> , и

поэтому, согласно (14), 21 ~~ ba ≥ , откуда по теореме 1

BA ~~
≥ .

Пара ( A~ , C~).  По тем же самым условиям находим

]12000,8000[~1 =a , ]10000,8000[~ 2 =c ,  здесь

80008000≥ , 1000012000 >  и потому, согласно (14),
21 ~~ ca ≥ , и по теореме 1 CA ~~

≥ .

Пара (B~ , C~ ). С помощью тех же условий находим

]6000,4000[
~1 =b , ]10000,8000[~2 =c ,  получаем

80004000< , 100006000<  и потому 21 ~ 
~

cb ≥/ , откуда по

теореме 1 CB ~~
≥/ . Аналогично имеем ]7000,5000[~1 =с ,

]9000,7000[
~2 =b , где 70005000 < , 90007000 < , поэто-о-

му 21 ~
 ~ bc ≥/ , откуда по теореме 1 BC ~~

≥/ . С другой сто-о-

роны, по условию (16), CB ~~
≠ , таким образом, в соответ-

ствии с (18) полиинтервалы B~ , C~  не сравнимы.
Шаг 3. По результатам шагов 1,2 получаем структур-

но-математическую модель решения задачи в виде час-
тично ориентированного графа (рис. 1). Вершины этого

Рис. 1.
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графа – полиинтервалы A~, B~, C
~, его дуги ориентирова-

ны в направлении от меньших вершин B~, C~ к большей

вершине A~, а его ребро не ориентировано и соединяет
несравнимые вершины, соответствующие полиинтерва-

лам B~ , C~.
Шаг 4. По структурной граф-модели (рис. 1) находим

вершину, соответствующую максимальному полиинтер-
валу. Непосредственно из рис. 1 видно, что этой верши-

ной является A~, т.к. соответствующий полиинтервал A~

больше других полиинтервалов B~ и C~ . Обратим внима-
ние, что оба полиинтервала, не являющиеся максималь-

ными (B~  и C~) не сравнимы между собой, но это не
повлияло на решение задачи. Это решение – выбор ра-
ботником, из трех предложивших ему работу фирм

CBA ,, , фирмы A , как предложившей максимальную
зарплату.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Как показано в статье, дальнейшее развитие извест-

ной операции сравнения интервалов неопределеннос-
ти, с выделением максимального и минимального ин-
тервала [7], приводит к новой операции сравнения поли-
интервалов,  с выделением максимального и
минимального полиинтервала. Таким образом, и для
такой более сложной по сравнению с интервалом моде-
ли неопределенности, как полиинтервал, оказывается
возможным сравнивать объекты и выбирать максималь-
ный (минимальный) из них. Это открывает возможность
решения задач оптимизации для неопределенных сис-
тем и процессов с полиинтервальными параметрами.
Полиинтервальная модель неопределенности является
более сложной, чем интервальная. Она встречается дос-
таточно часто в военном деле, экономике, технике, со-
циальной сфере и других областях и поэтому заслужи-
вает изучения и разработки. Это изучение и разработку
применительно к проблеме оптимизации естественно
осуществлять, используя подходы интервальной мате-
матики к оптимизации [7] и развивая их в направлении
учета многоинтервальности. И здесь выявляется важный
факт: сравнение двух полиинтервалов, как показывает
теорема 1, сводится к сравнению их крайних интервалов,
благодаря этому сложность решения проблемы опти-
мизации систем с полиинтервальными параметрами та-
кая же, как и в случае систем с интервальными парамет-
рами. Это делает задачи оптимизации систем с полиин-
тервальными параметрами реально разрешимыми.

Представляет также интерес сравнение описанной
процедуры сравнения полиинтервальных величин с ана-
логичными процедурами для случайных величин [13] и
нечетких величин [1]. И здесь выясняется, что первая из
процедур намного проще последних. Это связано с тем,
что сравнение двух полиинтервальных величин, соглас-
но доказанной теореме 1, требует всего лишь сравнения
двух интервалов, т.е. двух пар чисел, в то время как срав-
нение двух случайных или нечетких величин требует
вычисления интегралов [1, 13]. Таким образом, работа с

7 ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной статье сформулирована задача дальнейше-

го изучения новой модели неопределенности – полиин-
тервала, обобщающей известную модель неопределен-
ности – интервал – на случай области из нескольких пос-
ледовательных интервалов неопределенности. С
помощью известной из интервальной математики тео-
ретико-множественной конструкции, вводящей опера-
ции над интервалами, в том числе, операции взятия мак-
симума (минимума), аналогичным путем введена опе-
рация взятия максимума  (минимума) двух
полиинтервалов. Разработана методика сведения опера-
ции взятия максимума и минимума полиинтервалов к
аналогичным операциям с интервалами. С ее помощью
доказана основная теорема, сводящая сравнение двух
полиинтервалов, с выделением максимального и мини-
мального из них, к операции сравнения двух интервалов –
крайнего левого интервала одного полиинтервала и край-
него правого интервала другого. На примере из области
экономики показана практическая польза разработан-
ной теории и методов.
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полиинтервальными неопределенностями (как и с ин-
тервальными) значительно легче, чем работа со стохас-
тическими и нечеткими неопределннностями.
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ПОЛІІНТЕРВАЛЬНА МАТЕМАТИКА Й ОПТИМІЗАЦІЯ В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ
Актуальність. В останні десятиліття в цивільній і військовій сферах усе частіше зустрічаються нові інформаційні технології,

засновані на нових підходах до опису різних видів невизначеності. Ці технології широко застосовуються у техніці, економіці, соц-
іальній сфері. Для їхньої підтримки необхідні нові досить могутні математичні моделі і методи. У зв’язку з цим ця стаття, присвячена
розробці нової моделі невизначеності (поліінтервал) і математичних методів і моделей для її вивчення, стосовно до рішення задач
оптимізації в умовах невизначеності, є дуже актуальною.

Мета статті полягає в детальній розробці нової математичної моделі невизначеності – поліінтервалу, що є послідовністю кінцево-
го числа незалежних інтервалів невизначеності, з метою оптимізації різноманітних технічних, економічних, соціальних і інших систем
з поліінтервальними параметрами.

Метод. Для досягнення поставленої мети в статті запропоновано поширити на вивчення оптимальних операцій над поліінтервала-
ми відомий у інтервальній математиці метод введення операцій над інтервалами у вигляді теоретико-множинного узагальнення відпо-
відних операцій над дійсними числами.

Результат. У статті детально розроблена нова математична модель невизначеності – поліінтервал. Визначено оптимальні операції
(max, min) над поліінтервалами, виведені правила їхнього виконання. Установлено необхідні і достатні умови існування цих операцій,
тобто умови порівнянності поліінтервалів по відносинам «більше» і «менше». Дано приклад використання отриманих результатів для
прийняття оптимального економічного рішення про вибір найкращого місця роботи за критерієм «найбільша зарплата». Показано, що
поліінтервал, що є більш складною моделлю невизначеності систем, ніж інтервал, дозволяє досліджувати невизначені системи з такими
ж витратами часу.

Висновки. Наукова новизна даної роботи полягає у запропонованій автором новій математичнійї моделі невизначеності різних
систем у виді поліінтервалів, разом з математичним апаратом, що дозволяє виконувати оптимальні операції над поліінтервалами і тим
самим таким, що дає можливість вирішувати задачі оптимізації технічних, економічних, соціальних і інших систем з поліінтервальними
параметрами.

Ключові слова: поліінтервали, порівняння поліінтервалів, максимальний (мінімальний) поліінтервал.
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POLYINTERVAL MATHEMATICS AND OPTIMIZATION IN CONDITIONS OF UNCERTAINTY
Contex. In recent decades, in the civil and military spheres new information technologies are increasingly encountered based on new

approaches to describing various types of uncertainty. These technologies are widely used in engineering, economics, social sphere. To support
them, new fairly powerful mathematical models and methods are needed. In this regard, this article devoted to the development of a new model
of uncertainty (polyinterval) and mathematical methods and models for its study with regard to solving optimization problems under
uncertainty is very relevant.

Objective. The aim of the article is to elaborate a new mathematical model of uncertainty – a polyinterval which is a sequence of a finite
number of independent intervals of uncertainty in order to optimize various technical, economic, social and other systems with polyinterval
parameters.

Method. To achieve this goal, it is proposed to extend the method of introducing operations on intervals in the form of a set-theoretical
generalization of the corresponding operations over real numbers to the study of optimal operations over polyintervals.

Result. In the article a new mathematical model of non-definiteness is developed in detail – polyinterval. The optimal operations (max,
min) over the polyintervals have been determined and the rules for their implementation have been derived. The necessary and sufficient
conditions for the existence of these operations are established, i.e. the conditions for the comparability of polyintervals over the relations
“more” and “less”. An example of using the results obtained for making the optimal economic decision on choosing the best place of work by
the criterion “the highest salary” is given. It is shown that the polyinterval, which is a more complex model of uncertainty than the interval,
allows one to investigate uncertain systems with the same time costs.

Conclusions. The scientific novelty of this work consists in the proposed by the author new mathematical model of uncertainty of
various systems in the form of polyintervals, in conjunction with a mathematical apparatus that allows performing optimal operations on
polyintervals and thereby enabling the optimization of technical, economic, social and other systems with polyinterval parameters.

Keywords: interval value, polyinterval value, uncertainty, algebra of polyinterval values.
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COMPUTER SIMULATION OF ELECTROMAGNETIC FIELD WITH
APPLICATION THE FREQUENCY ADAPTATION METHOD

Context. A modern stage of powerful radio-electronic and electrotechnical systems development, with a power more than 1 MW, imposes
increased requirements to their energy equipment, uninterrupted operation and power supply reliability in various operational modes. Field
simulation of such systems class is based on modern numerical realization methods of boundary value problems for Helmholtz and Maxwell
equations, both in single-connected and multi-connected domains. It imposes increased requirements to resources, computer hardware speed
and software computing efficiency, defining the relevance of a new mathematical apparatus development or its elaboration, including
combinations of analytical and approximate numerical methods.

Objective. The purpose of work is the elaboration a new numerical realization methods of field models taking into account AC
electrophysical processes with high frequency on the basis of Helmholtz equations  in frequency formulations, adapted to software packages
use with a free license.

Method. A new method of frequency adaptation is elaborated, which provides systems of Helmholtz equations reduction in vector
magnetic potential formulations to the recurrent modified Maxwell’s equations, in analogies of DC formulation, and also provides high
precision and field simulation efficiency.

Results. The generalized spatial mathematical model of interrelated electromagnetic and electrothermal processes AC energy conversion
in current-conducting wires of powerful radio-electronic and electrotechnical systems is offered. This model considers operational modes,
nonlinear dependences of electrophysical properties in electrotechnical materials, replacement effects and outer superficial effects, self- and
mutual induction. A new method of frequency adaptation is elaborated, based on Helmholtz system of equations reduction in the vector
magnetic potential formulations, in frequency domain, to the recurrent modified Maxwell’s equations, in analogies of DC formulation, and also
provides high precision and field simulation efficiency. At numerical realization of frequency adaptation methods and finite elements, the
number of freedom degrees decreases twice. It is caused by step-by-step solution the recurrent modified Maxwell’s equations, in analogies of DC
formulations, for real and imaginary components of electric and vector magnetic potentials.

Conclusions. The elaborated new frequency adaptation method significantly expands possibilities of production design preparation for
powerful radio engineering systems. It allows using the software packages with a free license, reduces requirements to computing resources,
reduces time costs and provides high precision in electromagnetic fields simulation.

Keywords: radio-electronic systems, electrotechnical systems, electromagnetic field, finite element method, frequency adaptation, field
simulation, DC, AC, Helmholtz and Maxwell’s equations.

NOMENCLATURE
AC – alternating current;
DC – direct current;
FEM – finite element method;
MBE – boundary elements methods;
ω  – angular frequency;

ωΔ  – frequency step;
i – component of geometric domain;
k, n – interval and step of discretization;
x, y, z – coordinate axes;
V – electric potential;

iV  – electric potential at i component of geometric
domain;

А – vector magnetic potential;

xA , yΑ , zA  – projection of the A on the axis x, y, z;

xiA , yiA , ziA  – projection of the A on the axis x, y, z at
i component of geometric domain;

ωA , ωV  – frequency derivatives of A and V;

( )ωxiA , ( )
ωyiA , ( )ωziA  – frequency derivatives of xiA ,

yiA , ziA ;

σ – specific electric conductivity;
θ  – local temperature;

0μ  – vacuum permeability;
eμ  – equivalent relative permeability;
iσ  – specific electric conductivity at i component of

geometric domain;

iθ  – local temperature at i component of geometric
domain;

eiμ  – equivalent relative permeability at i component of
geometric domain;

i, j, k – unit vectors;
f – frequency;
H – magnetic field strength;
E – electric field strength;
J – current density vector;

xE  – projection of the E on the axis x;

xJ  – projection of the J on the axis x;
1Ω , 2Ω  – sections with different electrophysical

properties;

1ΩH , 2ΩH  – magnetic field strength at 1Ω ,

2Ω sections;
© Yarymbash D. S, Yarymbash S. T., Kotsur M. I., Litvinov D. O., 2018
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1ΩJ , 2ΩJ  – current density vector at 1Ω , 2Ω sections;

ReC , ImC  – real part and imaginary part of coefficient
C;

δ  – field penetration depth;
c – speed of light (universal physical constant);

endz  – final thickness;

endE  – electric field strength at endz .

INTRODUCTION
A present stage of powerful radio-electronic and

electrotechnical systems development, with a capacity more
than 1 MW, imposes increased requirements to their energy
equipment, uninterrupted operation and power supply
reliability in operating modes [1–3]. High level of competition
in the international markets (in civil and defensive spheres)
and also essential restrictions on mass-dimensional
indicators and prices increase for electrotechnical materials
both conductive, and ferromagnetic, cause relevance of
creation a new domestic production at the level of the best
world samples. Therefore, at the production design
preparation stage of powerful radio engineering systems, it
is necessary to pay great attention to auxiliary systems and
structural elements, in particular, to the systems of special
current-conducting wires which are carrying out a reliable
power supply the basic modules and units.

Despite the large volume of the researches connected
with similar systems design of current-conducting wires for
other industries [4–16] to provide adaptation of their results
for powerful radio engineering systems very difficult. This
is due to high density of their configuration and installation,
the electric power transmission with AC high harmonics
and, as a consequence, a significant influence of proximity
effects, self- and mutual induction, which are usually
neglected in common industrial equipment design. The
known calculation procedures and powerful systems design
of special current-conducting wires, which are based on
circuit simulation methods and root-mean-geometric
distances [4, 5, 17–19], do not satisfy the precision
requirements and reliability. Respectively, it should be
compensated for, by creating and testing prototypes, and
as a result, additional material expenses and financial
resources, labor costs and time for production preparation,
by increasing the final product cost.

Now mathematical simulation methods of electrodynamic
processes in high-frequency systems on the basis of
Helmholtz [20–22] equations were widely adopted, which
are implemented by expensive specialized software packages
(ANSYS, Comsol Multiphysics, etc.). Their use leads to the
essential growth of financial costs on hardware and software
production design preparation, which becomes very difficult
at the existing crisis factors. In addition, the use of software
with a free license, for example, FEMM, for modeling the
electrophysical processes of high-frequency alternating
current is limited due to the absence of specialized software
modules in them. Besides, the software application with a
free license, for example FEMM, for AC high frequency
electrophysical processes simulation is limited due to the
absence in them specialized program modules. Therefore,
the elaboration problem of perspective approaches for field

models numerical realization on the basis of Maxwell’s
equations in frequency statement should be consider
relevant. These approaches expand the area of software
use with a free license and adapted to production design
preparation requirements for special systems of current-
conducting wires of powerful power supply modules in radio
engineering systems.

The purpose of the work is the elaboration a new
numerical realization methods of field models taking into
account AC electrophysical processes with high frequency
on the basis of Helmholtz equations frequency formulations,
adapted to software packages use with a free license.

To achieve this purpose, the following tasks are
formulated: to elaborate new numerically-field calculations
methods of interrelated electromagnetic processes during
energy transmission, with AC high frequency, for special
systems of current-conducting wires; to verify these
methods on test mathematical models experimentally and to
elaborate on this base the recommendations about their
practical use.

1 PROBLEM STATEMENT
The electromagnetic field in geometric domains of

current-conducting components and their circumambients
is described by conjugate system of equations for vector
magnetic potential and electric potential complex amplitudes
[7–9, 11]:
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In the system of equations (1), the projections of A and
V are parametric functions of AC angular frequency ω :
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The system of equations (1) is supplemented by
magnetic and electric fields conjugation conditions at
environment sections boundaries with different
electrophysical properties for magnetic field strength vectors
and current density in current-conducting wires [7–9]:
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JJn
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under boundary conditions on the external shields surfaces
[7–9]:

{ 0,0 =⋅= JnA (5)
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and on the symmetry planes [7–9]:

{ .0,0 =⋅=× JnHn (6)

2 REVIEW OF THE LITERATURE
The known engineering techniques of calculation and

current-carrying wires design [4–6, 17–19], based on the
electrical circuit’s theory, methods of generalized expressions
and mean geometric distances, have essential assumptions
and don’t answer modern requirements of precision. In
recent years, at high-frequency electromagnetic processes
description, field simulation has become widespread [7–
16]. The analytical and numerical methods [23, 24] realized
on the computer can be applied to the problem formulations
of electromagnetic fields simulation given above. Numerical
methods are conventionally divided into three main groups
[24]: integral (a boundary elements method, a secondary
sources method, an integration method on field sources
and a inductively connected circuits method) [23, 25, 26],
differential (finite differences method and finite volumes
method) [27, 28] and variation (Ritz’s method, Galerkin’s
method, finite elements method) [29, 30, 31]. The MBE
belong to the most widespread integrated methods [26, 27,
32]. Their feature is that the integrated equation of rather
unknown quantities is formulated only on the computational
domain boundary. They are successfully applied to the linear
partial equations solution in private derivatives of elliptic
type. The FEM belongs to the variation methods based on
the use of variation statements equivalent to an initial
boundary-value problem [30, 33, 34]. FEM is based on the
fact that for the elements into which the investigated domain
is divided, an approximation of the required function is
described [34, 35]. And this approximation has to provide
this function’s continuity throughout the definition range.
FEM allow to realize rather large number of elements, when
using special algorithms for systems numerical solution of
algebraic equations with band matrix coefficients. The
elaboration of this method became possible thanks to
computer technology development and specialized software
with user-friendly interfaces. They are successfully applied
to the field problems solution in irregular geometrical shape
domains. FEM disadvantage is the stability lowering of
computational process for nonlinear frequency field models
and requirements for the use of specialized expensive
software [11–14] and significant computing resources [10].
Because of the essential differences in the elements
geometric dimensions of current-conducting systems, in
electromagnetic processes simulation, the authors [12–16]
significantly simplify computational models or consider
them in a plane-parallel statement [13, 14]. Also, the
community absence of approaches in describing and
simulating low- and high-frequency electromagnetic
processes leads to significant increase in computing and
time resources that complicate the use of field calculation
methods at production design preparation stages. It causes
need of elaboration new approaches based both on

3 MATERIALS AND METHODS
For synthesis a new method for system equations (1)–

(3) solution, it is necessary to differentiate system equations
of (1) with respect to the parameter ω , neglecting magnetic
and electrical properties dependences of current-conducting
wires materials on AC angular frequency ω:
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Replacing continuous range domain of frequency ω ,

by the discrete sequence { kωω=ω ,,,,0 10 …

}fnk ⋅π=ωω + 2,,1 … ,  transform this system of the
differential equations to an integrated form:
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For the left parts of system ratios (8) the next
designations are accepted:
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and the right rectangles formula [36] is applied

analytical and numerical methods combination and on the
frequency formulations reduction of Helmholtz problems to
other types of problems.



68

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

               

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

ω−ω⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+

+⋅=ω⋅+ω⋅+ω⋅

−ω−ω⋅=ω

−ω−ω⋅=ω

−ω−ω⋅=ω

−ω−ω⋅=ω

+

−

=
+ω+ω+ω

−

=
++ω

−

=
++ω

−

=
++ω

−

=
++ω

∑

∑

∑

∑

∑

kk
n

k kiykiykixiziy

ixnizniynix

iz
n

k
kkkizniz

iy
n

k
kkkiyniy

ix
n

k
kkkixnix

j
n

k
kkkinj

zyxAzyxA

zyxAzyxzyxzyx

zyxAzyx

zyxAzyx

zyxAzyx

zyxVVzyxV

1
1

0 1,1,1,

1

0
11,

1

0
11,

1

0
11,

1

0
11,

,,,0,,,0

,,,0,,,,,,,,,

,,,,0,,,

,,,,0,,,

,,,,0,,,

,,,,0,,,

AkAjAikj

iAkAjAi

AA

AA

AA

���

���

��

��

��

��

Perform the averaging of system ratios (7) for frequency
parameter change range ( )1+ω≤ω≤ω kk
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and apply the right rectangles formulas [36] to the left parts
in the systems (11), (12) and the left rectangles [36] for their
right parts. By reducing them to ( )kk ω−ω +1 , there are
obtained the recurrent equations of rather unknown

frequency derivative potentials ( ) 1, +ω kiA�  and ( ) 1, +ω kiV� :
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which allow solutions independent of each other.
If to perform summands regrouping between the left and right

parts of system (13), (14) integrated equations, then it is possible
to obtain the modified systems of equations in the form:
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which differ from the recurrent equations (13), (14) by
frequency parameter 1+ωk .

In the systems of equations (13)–(16) initial approaches
for vector magnetic and electric potentials are defined from
independent solutions of homogeneous differential
equations
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and can be considered as approximations to direct current.

Initial approximation for ( ) 0,ωiA�  and ( ) 0,ωiV�  are defined

from the system of equations solutions (7), independent
from each other under the condition 00 =ω
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Thus, by transformations (8)–(14), the system of
equations in frequency formulation (1) adapts to the
mathematical description and approaches for solutions in
DC analogies (15)–(18). The main advantage of adapted
approach should be considered possibility of independent
solution the magnetic and electric fields equations with
respect to frequency derivatives of vector magnetic and
electric potentials on each step of frequency parameter
discrete change. Initial approximations of the vector
magnetic potential and electric potential are defined
according to direct current. Convergence conditions of
iterative process are defined by convergence conditions
for Euler’s method [37].

4 EXPERIMENTS
In data absence on the application new frequency

adaptation method (7)–(18), for realization electromagnetic
field problems, it is expedient to estimate its efficiency on

(10)
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the basis of a model problem, which has an exact analytical
solution. For this purpose there is considered a skin-effect
mathematical description in current-conducting components
of waveguide system [20]. There is investigated the
phenomenon of electromagnetic field localization and electric
current in the domain of electrically conductive plate, ∞ -
wide and ∞ -extended, with endz  (fig. 1). It is accepted that
current density vector will be directed along the 0х axis and

there is considered its projection xJ� , ( ),zxJiJ �� =  which

corresponds to condition ( ) 0=J�div  and ∞  extended system
along the 0y axis.

Since the electric current is a harmonic function of time
(with ω ), then, taking into account the ratio

ϕ⋅=σ= j
xx eEJE �� , it suffices to consider Helmholtz

equation with respect to electric field strength amplitude [20]:

04
2
0

2

2
=

σπμ
− E

c
j

dz
Ed . (19)

with boundary conditions in the form:

,)(  ,)0( 0 endend EzEEE == (20)

General solution of equation (19) has the form [20]:
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22 4
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ciicii eCeCzE πσμω−−πσμω− ⋅+⋅=  (21)

Taking into account the expression for skin-effect layer
thickness

,2πσμω=δ c (22)

expression (21) can be transformed to the next form:

( ) ( ) .)( 1
Im

1
Re

δ−δ−− ⋅+⋅= ziizii eCeCzE (23)

If to enter designation ,)(~
endEzEE =  then, satisfying

expression (23) to boundary conditions (20), we obtain an
analytical solution that describes distribution of the intensity

complex amplitude E~  in electrically conductive domain (Fig. 1):
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Figure 1 – Skin-effect simulation domain in current-conducting
wire

By frequency adaptation method for a frequency step
equal to ω=ωΔ , the approximate solution of equation (19)
with boundary conditions (20) will have the next form:
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For analysis of approximate solution precision, obtained
by frequency adaptation method, there were carried out
electric field strength calculations for a planar conductor,
the thickness of which changed in a range

δ⋅≤≤δ⋅ 0.24.1 endz  with 2.0=Δ endz  step and there was
estimated the approximate solution error (25) with respect
to exact solution (24). A typical feature of frequency
adaptation method is the even number of iterations. On odd
iterations, the imaginary components of the solution are
specified, and on even ones, the real components. At the
same time the number of iterations for studied model doesn’t
exceed 4.

5 RESULTS
Results of numerical experiments for a research of

approximate solutions precision, obtained by an analytical
method and a new frequency adaptation method are
presented in Fig. 2. According to the exact solution, the
nonlinear character of the field strength distribution is
determined by the depth of its penetration into
electroconductive environment, mainly by AC frequency.
At electroconductive layer thickness

δ⋅≤≤δ⋅ 8.14.1 endz the distribution will have a parabolic
form. Comparison of exact solutions the system of equations
(1) and calculations by a new frequency adaptation method
(25), taking into account ω=ωΔ , confirms that the error of
this method is lower than 0,6% for parabolic form of field
strength distribution in current-carrying components domain
of current-conducting systems (Fig. 2a).

For exact solution, at δ⋅≥ 0.2endz , the parabolic form of
field strength distribution is transformed into a flattened form
(Fig. 2), and the error of frequency adaptation method
increases to 5.1% due to the effect of the “false” local
convexity on the symmetry axis of current-conducting wires.
This negative effect is easily compensated by a step reduction
of frequency adaptation to ω⋅=ωΔ 5.0 , and by increasing
the number of iterations up to 4, at the same time the error
decreases to 1.2% in comparison with exact solution (Fig.
2b). It confirms high precision of the offered frequency
adaptation method, which can be also realized in structure of
application programs packages for stationary field simulation,
as a rule, having a free license (for example, FEMM).

For current-conducting wires with a rectangular plan
configuration, field calculations were performed in Comsol
Multiphysics software structure for frequency model (1)–
(6) and in the FEMM software structure for frequency
adaptation model (18). Field calculations in Comsol
Multiphysics and FEMM structures used triangular finite
elements, the number of which was 55264. When comparing
the arrays of local values for magnetic field strength module,
the relative discrepancy deviation for these methods did
not exceed 1.24% for ω=ωΔ  and 0.75% ω⋅=ωΔ 5,0 . AsAs
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a

b

Figure 2 – The exact (24) and approximate (25) solutions comparison of Helmholtz equation (14):
a – for ω=ωΔ ;  b – for ω⋅=ωΔ 5.0

the number of freedom degrees on each frequency
adaptation step decreases twice, time consumption for
numerical realization the frequency adaptation stationary
model (18) decrease by 2.4–2.8 times at ω=ωΔ . At

ω⋅=ωΔ 5.0  time consumption is decreased by 1.12–1.18
times in comparison with numerical realization frequency
model (1)–(3).

6 DISCUSSION
Thus, the frequency adaptation method has a simple

numerical implementation and doesn’t require the use of

specialized commercial software. This method can be used
in conjunction with final elements method and can be realized
in the FEMM structure. At the joint application the
frequency adaptation methods and final elements method,
the numerical realization efficiency is caused by reduction
the problem dimension on each step in frequency twice. It’s
provided by step-by-step realization the recurrent equations
(18) both for the real, and for imaginary components of
potentials. Error’s growth of the frequency adaptation
method at zend ≥ 2.0· δ  can be compensated by decreasing
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the frequency step from ω=ωΔ  to ω⋅=ωΔ 5,0 . The
frequency adaptation method’s error for problem solution
of AC electric field in a one-dimensional statement doesn’t
exceed 0.6% for ω=ωΔ , in δ⋅≤≤δ⋅ 8.14.1 endz range, and
1.2% for ω⋅=ωΔ 5.0 , in δ⋅≤≤δ⋅ 0.28.1 endz  range. Thus,
the frequency adaptation method provides good
computational accuracy for engineering calculations. This
method can be used in problems of calculation and analysis
of electromagnetic fields in one-dimensional, two-
dimensional and three-dimensional formulations. Numerical
realization data, in Comsol Multiphysics and FEMM
structures for frequency adaptation to stationary field
models, correspond with high precision to numerical
realization data for frequency field models, but the time
consumption are reduced from 1.12 to 2.8.

CONCLUSIONS
A new method of frequency adaptation is elaborated,

which provides systems of Helmholtz equations reduction
in frequency domain to the recurrent Maxwell’s equations
in DC analogies, high precision and field simulation
efficiency. At the joint realization the frequency adaptation
methods and final elements method the number of freedom
degree decreases twice, which is provided by step-by-step
realization the recurrent modified Maxwell’s equations in DC
analogies, both for the real, and for imaginary components of
the electrical and vector magnetic potentials. The frequency
adaptation method’s error for problem solution of AC electric
field in a one-dimensional statement doesn’t exceed 0.6% for

ω=ωΔ , in δ⋅≤≤δ⋅ 8.14.1 endz  range, and 1.2% for

ω⋅=ωΔ 5.0 , in δ⋅≤≤δ⋅ 0.28.1 endz  range. At calculating
the plane-parallel electromagnetic field for current-conducting
components of current carrying systems the frequency
adaptation method’s error doesn’t exceed 1.24%, and time
consumption are reduced from 1.12 to 2.8.

The elaborated frequency adaptation method
significantly expands possibilities of production design
preparation for the powerful radio engineering systems,
allows to use software packages with a free license, reduces
requirements to computing resources, reduces time
consumption and provides high precision of electromagnetic
fields simulation.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ МЕТОДА ЧАСТОТНОЙ

АДАПТАЦИИ
Актуальность. Современный этап развития мощных радиоэлектронных и электротехнических систем с мощностью более 1 МВт

предъявляет повышенные требования к их энергооснащенности, бесперебойности и надежности энергообеспечения в различных
эксплуатационных режимах. Полевое моделирование такого класса систем базируется на современных методах численной реализации
краевых задач для уравнений Гельмгольца и Максвелла как в односвязных, так и в многосвязных областях. Это предъявляет повышенные
требования к ресурсам, быстродействию средств вычислительной техники и к вычислительной эффективности программного обеспе-
чения, определяя актуальность разработки нового или развитие используемого математического аппарата, в том числе комбинаций
аналитических и приближенных численных методов.

Целью работы является разработка новых методов численной реализации полевых моделей электрофизических процессов пере-
менного тока высокой частоты на основе частотных формулировок уравнений Гельмгольца, адаптированных к использованию пакетов
программ со свободной лицензией.

Метод. Разработан новый метод частотной адаптации, обеспечивающий редукцию систем уравнений Гельмгольца в формулиров-
ках векторного магнитного потенциала к рекуррентным модифицированным уравнениям Максвелла в аналогиях формулировок по-
стоянного тока, высокую точность и эффективность полевого моделирования.

Результаты. Предложена обобщенная пространственная математическая модель взаимосвязанных электромагнитных процессов
преобразования энергии переменного тока в токопроводах мощных радиоэлектронных и электротехнических систем, которая учиты-
вает эксплуатационные режимы, нелинейные зависимости электрофизических свойств электротехнических материалов, эффекты вы-
теснения и внешние поверхностные эффекты, само и взаимоиндукцию. Разработан новый метод частотной адаптации, основанный на
редукции систем уравнений Гельмгольца в формулировках векторного магнитного потенциала в частотной области к рекуррентным
модифицированным уравнениям Максвелла в аналогиях постоянного тока, обеспечивающий высокую точность и вычислительную
эффективность. При численной реализации методов частотной адаптации и конечных элементов число степеней свободы уменьшается
в два раза, что обусловлено поэтапным решением рекуррентных модифицированных уравнений Максвелла в аналогиях формулировок
постоянного тока для действительных и мнимых составляющих электрических и векторных магнитных потенциалов.

Выводы. Разработанный новый метод частотной адаптации существенно расширяет возможности конструкторской подготовки
производства мощных радиоэлектронных и электротехнических систем систем, позволяет использовать пакеты программ со свобод-
ной лицензией, снижает требования к вычислительным ресурсам, сокращает временные затраты и обеспечивает высокую точность
моделирования электромагнитных полей.

Ключевые слова: радиоэлектронные системы, электротехнические системы, электромагнитное поле, метод конечных элементов,
частотная адаптация, полевое моделирование, уравнения Гельмгольца и Максвелла.
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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ З ВИКОРИСТАННЯМ МЕТОДУ ЧАСТОТНОЇ

АДАПТАЦІЇ
Актуальність. Сучасний етап розвитку потужних радіоелектронних і електротехнічних систем з потужністю понад 1 МВт

висуває підвищені вимоги до їх енергоозброєння, безперебійності та надійності енергозабезпечення в різних експлуатаційних режи-
мах. Польове моделювання такого класу систем базується на сучасних методах чисельної реалізації крайових задач для рівнянь
Гельмгольца та Максвелла як в однозв’язних, так і в багатозв’язних областях. Це висуває підвищені вимоги до ресурсів, швидкодії
засобів обчислювальної техніки та до обчислювальної ефективності програмного забезпечення, визначаючи актуальність розробки
нового або розвиток існуючого математичного апарату, в тому числі комбінацій аналітичних і наближених чисельних методів.

Метою роботи є розробка нових методів чисельної реалізації польових моделей електрофізичних процесів змінного струму
високої частоти на основі частотних формулювань рівнянь Гельмгольца, адаптованих до використання пакетів програм з вільною
ліцензією.

Метод. Розроблено новий метод частотної адаптації, що забезпечує редукцію систем рівнянь Гельмгольца в формулюваннях
векторного магнітного потенціалу до рекурентних модифікованим рівнянням Максвелла в аналогіях формулювань постійного струму,
високу точність і ефективність польового моделювання.

Результати. Запропоновано узагальнену просторову математичну модель взаємозалежних електромагнітних процесів перетво-
рення енергії змінного струму в струмопровідах потужних радіоелектронних та електротехнічних систем, яка враховує експлуа-
таційні режими, нелінійні залежності електрофізичних властивостей електротехнічних матеріалів, ефекти витіснення і зовнішні повер-
хневі ефекти, само- та взаємоіндукції. Розроблено новий метод частотної адаптації, заснований на редукції систем рівнянь Гельмгольца
в формулюваннях векторного магнітного потенціалу в частотній області до рекурентних модифікованим рівнянням Максвелла в
аналогіях постійного струму, що забезпечує високу точність і обчислювальну ефективність. При чисельній реалізації методів частотної
адаптації і скінчених елементів число ступенів свободи зменшується в два рази, що зумовлено поетапним рішенням рекурентних
модифікованих рівнянь Максвелла в аналогіях формулювань постійного струму для дійсних і уявних складових електричних і вектор-
них магнітних потенціалів.

Висновки. Розроблений новий метод частотної адаптації істотно розширює можливості конструкторської підготовки виробництва
потужних радіоелектронних та електротехнічних систем, дозволяє використовувати пакети програм з вільною ліцензією, знижує
вимоги до обчислювальних ресурсів, скорочує витрати часу і забезпечує високу точність моделювання електромагнітних полів.

Ключові слова: радіоелектронні системи, електротехнічні системи, електромагнітне поле, метод скінчених елементів, частотна
адаптація, польове моделювання, рівняння Гельмгольца і Максвелла.
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SIMULATION OF 3D TRANSIENT FLOW PASSING THROUGH AN
INTESTINAL ANASTOMOSIS BY LATTICE-BOLTZMANN METHOD

Context. Recently, the number of reconstructive operations on the digestive tract has significantly increased. Such operations have
predictable negative consequences associated with disruptions of hydrodynamic processes in the anastomosis area. These negative conse-
quences can be partially avoided by choosing anastomosis anatomical form based on mathematical modeling. Known mathematical models
are cumbersome and do not allow to obtain results in real time. The proposed approach using lattice Boltzmann method allows solving this
problem.

Objective. The purpose of the work is to develop a three-dimensional mathematical model of anastomosis for research of hydrody-
namic parameters of fluids with complex structure in real time.

Method. The method of constructing and analyzing the mathematical model of anastomosis of the digestive tract based on lattice
Boltzmann method is proposed. The method differs in that it provides simultaneous analysis of hydrodynamic parameters of the liquid and
determines the nature of movement of fine-grained inclusions in the anastomosis area. The main stages of the method are the development
of technology for determining the modeling area, discretization of the three-dimensional Boltzmann equation with the choice of lattice and
the nature of the collision operator, taking into account the complex structure of the liquid; development of the technology of transition
from the density distribution function to the distribution of pressure at the mesoscopic level, taking into account the properties of the liquid,
the creation of the process of transforming the set of mesoscopic parameters into the macroscopic parameters of the liquid.

Results include determining the distribution of the velocity field in the anastomosis area to modify its geometry. The study of the
influence of gravity on the nature of motion of fine-grained inclusions has been carried out. The quantitative characteristics of the delay
of particles in the area of anastomosis, depending on the dynamic viscosity of the liquid, are determined.

Conclusions. The three-dimensional mathematical model discussed in this paper is based on the application of the lattice Boltzmann
method for calculating the hydrodynamic parameters of the motion of fluid in the study area. The distinctive feature of the model is that
it accounts for the complex nature of the liquid having fine-grained inclusions. The model allows determining the behavior of these
inclusions and the field of speed with sufficient accuracy in real time.

Keywords: mathematical model, lattice method of Boltzmann, anastomosis simulation.

NOMENCLATURE
x y z, ,  – continuous Cartesian coordinates of three-

dimensional space;
t  – time of simulation;
v  – elocity of the elemental volume of liquid at the

mesoscopic level;
vω  – vector of velocity of the elemental fluid volume in

the node ω;

( ), , , ,f x y z v t  – density distribution function;

fω – density distribution function at node ω ;

( ) ( ), , , ,
eqf x y z v t  – equilibrium density distribution

function;

τ – relaxation factor in the direction ( ) ( ), , , ,
eqf x y z v t ;

δ – parameter of fine-grained inclusions;

sc  – speed of sound propagation in the studied area;

λ – kinematic viscosity;
η – dynamic viscosity;

lρ  – liquid density;
p  – pressure at the outlet;

n– number of fine-grained inclusions in the simulation
area;

d – diameter of the fine-grained inclusion;

pρ  – density of fine-grained inclusions;

u  – vector of macroscopic velocity;
wω– weight ratio in the node ω;
, , ,t x y zΔ Δ Δ Δ – steps in time and space.

INTRODUCTION
Life science nowadays is a rapidly developing area of

research. The urgent need for obtaining new results in this
field of knowledge arose long ago but was constrained by
the considerable complexity of research objects. Biological
processes, which, as a rule, are the main objects of the study
of life sciences, are characterized by variability, which is
caused by the dependence on many parameters. However,
the complexity of measuring these parameters is another
important challenge that impedes progress in this area. In
most cases, this complexity is due to the fact that there are
difficulties with direct access to the object of measurement.
Another negative factor is that the measuring instruments
significantly affect the investigated process. Therefore, in
this area, simulation has been and remains one of the most
effective methods of research.

© Novotarskyi M. A., Stirenko S. G., Gordienko Y. G., 2018
DOI 10.15588/1607-3274-2018-1-9
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This work describes the mathematical modeling of fluid
motion with fine-grained inclusions through anastomoses
in the lower section of the human digestive tract. The
importance of this study is based on the fact that this section
of the digestive tract is characterized by high peristaltic
activity and, accordingly, high sensitivity to surgical
intervention. A traditional approach, in this case, is to solve
a boundary value problem based on a system of equations
containing the Navier-Stokes equation and the flow
continuity equation. The process of solving this non-
stationary nonlinear boundary-value problem is cumbersome
and requires a large amount of computational resources since
rapid change in parameters requires a high degree of
discretization and imposes additional conditions on the
convergence of computational methods. Therefore, in recent
years, alternative approaches have been developing rapidly
using neural networks, cellular automata and other means
of description for complex processes. Among the above-
mentioned methods, the method based on solving the lattice
Boltzmann equation in each node of the discrete area is
important and is called the lattice Boltzmann method.

1 PROBLEM STATEMENT
This work describes the development and research of a

mathematical model of fluid motion with fine-grained
inclusions through the anastomosis area of the lower part
of the digestive tract. The objective functions of such a
model are to determine the velocity field, the pressure
distribution and the characteristics of sticking of fine-
grained inclusions in the anastomosis area. To simplify the
simulation process and achieve the possibility of
mathematical modeling in real time, the lattice Boltzmann
method is applied. The Boltzmann equation for 3D simulation
describes the probability of the fact that the elemental
volume of a liquid at a time t will be in a cube with a center at

the point with the coordinates ( ), ,x y z  and the lengths of
the edges ,dx dy , dz , and the velocity of the motion of this
elemental volume will be in the range from v  to dv  [1].

In general, the equation is represented by the expression:

( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,f x y z v t f x y z v t f x y z v t
v

t x y

⎛∂ ∂ ∂
⎜+ + +
⎜∂ ∂ ∂⎝

( ) ( )( ), , , ,
, , , ,

f x y z v t
f x y z v t

z

⎞∂
⎟+ = Ω
⎟∂ ⎠

. (1)

The function of the right-hand side of the equation (1) is

called the collision operator. The operator ( )( ), , , ,f x y z v tΩ

describes the nature of the collisions of elemental volumes
during the movement of the fluid. In general, the operator of
collisions is given by the following expression:

( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,
eqf x y z v t f x y z v t f x y z v tδ ⎛ ⎞Ω = −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

. (2)

where τ – a constant that determines the time scale required
to establish a local equilibrium, δ  – a parameter whose value

depends on the presence and the compacted location of the
fine-grained inclusions in the node at the moment of

collision, ( ) ( ), , , ,
eqf x y z v t  – equilibrium function of the

Maxwell-Boltzmann density distribution.
Equations (1) and (2) describe the fluid behavior at each

point of the investigated area at mesoscopic level. Therefore,
there is a problem of transition from mesoscopic to
macroscopic level, on which the fluid parameters are
represented by the velocity field and the pressure
distribution.

For such a transition, we will apply a Chapman-Enskog
expansion [2] adapted to the conditions of this model, which
forms the connection between the kinematic viscosity and
the Boltzmann equation parameters:

( ) 22

2
st cτ − Δ δ

λ =
δ

.

The Chapman-Enskog expansion allows replacing the
solution of a boundary-value problem based on the Navier-
Stokes equation by solving a set of Boltzmann equations,
each of which describes the dynamics of the movement of
elementary fluid volumes in the nodes of a discrete lattice
covering the study area.

2 LITERATURE REVIEW
There are two main approaches for simulating the flow

of fluid, which use the macroscopic and mesoscopic level
of process description. A traditional approach to obtaining
fluid flow parameters is involves applying numerical methods
for solving a boundary value problem on the basis of the
Navier-Stokes equation [3]. Methods of finite differences
[4], methods of finite elements [5] and methods of finite
volumes are widely used [6]. These methods have common
disadvantages related to stability and convergence, since
through discretization of the corresponding equations these
methods are reduced to the solution of the system of linear
algebraic equations by iterative methods. Despite the
possibility of achieving high accuracy of the solution, it is
often difficult to achieve the convergence of the iterative
process, provided the variability of the input data and in
areas of complex geometry. Unfortunately, multiple physical
processes, including those processes occurring in biological
objects, have precisely such characteristics [7]. The
disadvantages of numerical methods also include the
complexity of parallelizing the process of solving the
boundary value problem. To overcome these and some other
disadvantages, alternative approaches were explored. The
lattice Boltzmann method, which describes the movement
of elemental volumes of liquid at the mesoscopic level, is
one of the most popular approaches. The first publications
on the lattice Boltzmann method have a nearly 30-year
history [8]. During this time, the method received a significant
theoretical basis and became one of the popular methods of
simulating fluid motion in biological objects [9]. The reason
for the high popularity of lattice Boltzmann method is the
fact that the calculations of fluid flow parameters are
performed locally for each discrete point, which allows the
use of parallel algorithms [10]. The method can also be
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effectively applied to simulate three dimensional areas with
complex geometry [11] and to take into account the complex
structure of the liquid [12]. These properties of the lattice
Boltzmann method are the basis for choosing tools to study
of anastomosis of the digestive tract [13, 14].

3 MATERIALS AND METHODS
The mathematical model of ileum anastomosis of the human

digestive tract is considered in this paper. The shape of a three-
dimensional area has the form of a rectangular parallelepiped
with an internal cavity that corresponds to the investigated
fragment of the ileum. The geometry of this anastomosis is
based on the experience of practicing surgeons. The general
view of the study area is shown in fig. 1.

Through the inner cavity flows a fluid that has a complex
structure. Parameters of this fluid vary during the
computational experiment in the following ranges: liquid
density lρ  [ kg/m3]: 100 ÷ 1000; dynamic viscosity of the
liquid η  [ Pа s]: 10–3 ÷ 100; speed of the fluid through the
inlet u [m/s]: 0 ÷  0.09; outlet pressure p  [Pа]:  105; number
of fine-grained inclusions in the field of simulation  [Pcs]:
1 ÷ 1000; diameter of the fine-grained inclusion d  [m]:
10–4 ÷ 10–3; density of fine-grained inclusions pρ [kg/m3]:
1000 ÷ 1500 [ kg/m3].

Parameters of the mathematical model vary in the
following range: maximum number of time steps maxm :
1 ÷ 100;  number of nodes in the discretizing grid

( )
max max max
, ,i j kx y zΩ  : 2000500000; maximum step in the

time layer  [s]: 0.01.
The first step in the implementation of the mathematical

model of fluid motion in the area, shown in fig. 1, is to

Figure 1 – General view and geometric dimensions of “side-to-side” anastomosis

discretize the area. In this case, the rectangular parallelepiped
G  is covered by a three-dimensional lattice Ω , the nodes

( ), ,i j kx y xω  of which are elements of the set:

( ){ }max max max, , 0, 1, 1, 0, 1i j kx y z i i j j k kΩ = ω = − = − = − .

Each of the nodes belongs to one or three types: “wet”
nodes or nodes in the fluid area, “dry” nodes or nodes of
the environment and boundary nodes constituting the
limiting surface.

We describe the evolution of elementary fluid volumes
in the nodes of the area by a system of equations:

( )1 eqf
v f f f

t
ω

ω ω ω ω
∂ ⎛ ⎞

+ ∇ = −⎜ ⎟∂ τ ⎝ ⎠
, 0,1,2,..., 1ω = Ω − , (3)

where fω – density distribution function in the direction of

the mesoscopic velocity vector vω, ( )eq
fω  – an equilibrium

density distribution function corresponding to the vector vω.
We discretize the system of equations (3) over time and

spatial variables for numerical solutions. Let us represent
the vector of the mesoscopic velocity of the elementary
volume of a liquid at the point ω  by the tuple

, ,
x y z

v v v vω ω ω ω
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of its projections on the axis  , ,x y z .

Marking the time step as tΔ , and spatial steps for each
coordinate as 

x
x v tω ωΔ = Δ , 

y
y v tω ωΔ = Δ , 

z
z v tω ωΔ = Δ

we can produce the discrete version of the Boltzmann
equation:

( ) ( ), , , , , ,f x x y y z z t t f x x y y z z t

t
ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω+ Δ + Δ + Δ + Δ − + Δ + Δ + Δ

+
Δ
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( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,f x x y z t f x y z t f x y y z t f x y y t

x y
ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

+ Δ − + Δ −
+ + +

Δ Δ

                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,

.

eq
kf x x z z t f x y z t f x y z t f x y z t

z
ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω

+ Δ − −
+ = −

Δ τ
 (4)

Let’s set 1kx tΔ = Δ = . Then equation (4) will look
like:

( ) ( ), , , , , ,f x x y y z z t t f x y z tω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω+ Δ + Δ + Δ + Δ − =

( ) ( ) ( )1
, , , , , ,

eqf x y z t f x y z tω ω ω ω ω ω ω ω
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

, (5)

The simulation of the process of solving equation (5) is
carried out in two stages.

1. Collision at the node ω :

( ) ( ), , , , , ,f x y z t t f x y z tω ω ω ω ω ω ω ω+ Δ = −�

( ) ( ) ( )1
, , , , , ,

eqf x y z t f x y z tω ω ω ω ω ω ω ω
⎛ ⎞

− −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠
. (6)

2. Distribution of the obtained value of the distribution

function ( ), , ,f x y z t tω ω ω ω + Δ�  for the moment of time
t t+ Δ   to the neighboring nodes of the grid:

( ) ( ), , , , , ,kf x x y y z z t t f x y z t tω ω ω ω ω ω ω ω ω ω+ Δ + Δ + Δ + Δ = + Δ� . (7)

Neighborhood relationship identifies those nodes for
which the interaction with the current node ω  is given. For
this model, the nature of such connections is unified and is
called D3Q19 (fig. 2).
Equation (6) includes an equilibrium density distribution
function for a node ω .
We apply an expression for this function, which was first
proposed in the work [15].

Figure 2 – The structure of the connections for an arbitrary node
on the grid D3Q19

( ) ( ) ( )2
2 4 2
3 9 31

2 2
eq

s s s
f w v u v u u u

c c c
ω ω ω ω

⎡ ⎤
= ρ + ⋅ + ⋅ − ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
, (8)

where s
xc
t

Δ
= −

Δ
 constant that determines the speed of

the activity in the lattice.
We will determine scaling factors wω  using the

expression

1 3, 0,
1 18, 1,2,3,4,5,6,
1 36, 7,8,9,...,18,

k

ω =⎧
⎪ω = ω =⎨
⎪ ω =⎩

for each node velocity

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,0,0 , 0,

1,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1 , 1, 2,3, 4,5,6,

1, 1,0 , 1,0, 1 , 0, 1, 1 , 7,8,9,...18.

k

v c c c k

c c c k
ω

=⎧
⎪

= ± ± ± =⎨
⎪ ± ± ± ± ± ± =⎩

Considering the fact that the fluid pressure pω  in each

node ω  is related to the distribution function through the

expression 2
sp c fω ω= , we can write the expression for

pressure in the equilibrium state:

( ) ( ) ( )2 2
2

0 2 4 2
9 33
2 2

eq eq
s

s s s

v uv u up c f w p p
c c c

ωω
ω ω ω

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅⋅⎪ ⎪⎢ ⎥= = + + −⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

,

where sp c20 = ρ  – average pressure.

Let’s modify equation (5), replacing fω  with pω

( ) ( ), , , , , ,p x x y y z z t t p x y z tω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω+ Δ + Δ + Δ + Δ − =

( ) ( ) ( )1
, , , , , ,

eqp x y z t p x y z t
ω ω ω ω ω ω ω ω

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠
, (9)

Having solved the equation according to the scheme
(6), (7), we can determine the macroscopic parameters of the
pressure distribution and velocity fields from the equations:

p pω
ω

= ∑ , 
0

1u v p
p ω ω

ω
= ∑ . (10)

4 EXPERIMENTS
The main results of the simulations were obtained on

the example of the classical spatial form of anastomosis,
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which is shown in fig. 1. During the simulation one of the
important tasks was to determine the distribution of pressure
and velocity fields in the study area, depending on the fluid
parameters. Such research allows to determine areas with
extreme values of measured parameters and, based on this
information, formulate recommendations for choosing the
geometric form of anastomosis, which would allow to
critically reduce the risk of the so-called “blind bags” or
unwanted additional cavities.

The second group of experiments aimed to determine
the trajectories and the behavior of fine-grained inclusions
in the fluid under study. The main parameters of the variation
during these experiments were the size and number of
particles, which can simultaneously be in the area we are
investigating. To simplify the calculations, it is assumed
that all the fine-grained inclusions have the same shape,
size and density. The tasks of this group of studies were to
determine the areas of accumulation of particles, which
indicate the possibility of occurrence of stagnant phenomena
in the application of a particular form of anastomosis.

The study used self-created software written in the
algorithmic programming language Python in the
environment PyCharm. Third-party software in the form of
additional modules pyLBM-0.2.1, numpy-1.12.1, Cython-
0.25.2, mpi4py-2.0.0, matplotlib-2.0.2 and others was also
used. To prepare geometric forms of anastomosis, the
package for creating 3D computer graphics Blender-2.78 was
used.

Figure 3 – Critical areas of “side-to-side” anastomosis

5 RESULTS
The main results are obtained through the creation and

study of a mathematical model of fluid motion with fine-
grained inclusions in a three-dimensional complex domain.
To determine the fluid parameters, a technology based on
the application of the Boltzmann lattice method was used.
The created model allows to get parameters of speed of a
liquid with accuracy −ε < 510  m/s. However, the great
variability of biological processes makes absolute values of
field velocities less informative when evaluating biological
phenomena. The simulation results presented in a graphical
form allow us to qualitatively evaluate the field of fluid
velocities and draw conclusions about the correction of the
form of anastomosis. For example, the velocity field shown
in fig. 3, displays areas that require shape correction.

The trajectory of the motion of fine-grained inclusions
at each time of the modeling time was determined as the
result of the action on the particle of three forces: the
interaction force of the particle with the liquid, the force that
is the result of collision of this particle with the adjacent
particles and the force of gravity. Studies have shown a
significant dependence of the location of anastomosis in
space on the trajectory of fine-grained inclusions. We can
observe on fig. 4 difference of arrangement of particles at
different positions of anastomosis in relation to gravity.
Parameters of this experiment: total simulation time –

max 600t s= ; moment of time, shown in figure 4 –

cur 325t s= . Number of particles in the research area

Figure 4 – Dependence of the distribution of fine-grained inclusions on the position of the area
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100n =  Pcs; fluid density 1000lρ =  kg/m3; particle density

1500pρ =  kg/m3; particle size 310d −=  m. The distribution
of particles at speeds is determined by the tint in m/s.

From the picture, it is obvious that the position of
anastomosis affects the nature of the movement of fine-
grained inclusions, which can lead to stagnant phenomena
in the anastomosis area. The nature of such influence
depends essentially on the relationship between the density
of the liquid and the density of the fine-grained inclusions,
as well as the dynamic viscosity of the liquid, which can
vary in a certain range. Figure 5 shows the dependence of
the percentage of “sticking” of fine-grained inclusions,
depending on the dynamic viscosity of the liquid. This study
used fine-grained inclusions with size d 310−=  m and
density 1500pρ =  kg/m3.

6 DISCUSSION
Simulations of fluid movement in the digestive tract of a

person have a certain history, both in our country [16] and
abroad [17]. Relevant mathematical models have allowed a
qualitative assessment of the phenomena studied. However,
the high variability of biological processes and the
complexity of geometric shapes did not allow practical
application of simulation results. The current level of
development of computer technology and new methods of
parallel computing have significantly increased the accuracy
and reduced computation time due to the parallel processing
of large data sets. The approach to the simulation of physical
processes proposed in this paper has a number of
advantages, among which is the important fact that the
complexity of the mathematical model does not depend on
the shape of the area. The reason for such an effect is the
locality of the calculations, the nature of which is unified for
each node of the discretized area of the study. In addition,
the local nature of data exchange with neighboring nodes in
the area lies at the heart of creating algorithms that have the
property of natural parallelism. The mentioned factors
allowed to build software with the ability to interact online
in real time. The advantage of this approach is accounting
for the fine-grained inclusions in the liquid. This significantly
increased the adequacy of the mathematical model and made
it possible to estimate the effect of gravity on the processes
associated with undesired accumulation of these inclusions

Figure 5 – The percentage of “sticking” of fine-grained inclusions

in certain areas of anastomosis. The practical value of this
work is that by applying these research results it was possible
to reduce 10–15% negative consequences of reconstructive
operations on the digestive tract. The further direction of
research includes increasing area of modeling and
accounting for peristaltic oscillations, as the main source of
fluid flow through the area of anastomosis. A separate aspect
of the study is the consideration of possible peristaltic
oscillations of the actual anastomosis area, which has not
yet been used in practice and has not been considered in
mathematical modeling. In the research plan, there is also
the construction and research of models of reconstructive
operations on different parts of the digestive tract.

CONCLUSIONS
The work involves the development and research of a

mathematical model that describes the parameters of the
functioning of anastomosis in the lower parts of the human
digestive tract. The importance of these studies is due to a
significant increase in such operations and the presence of
negative consequences of surgical intervention. The
proposed approach to the description of the motion of the
fluid in the anastomosis area is based on the use of lattice
Boltzmann method. Due to the use of this method and the
application of modern software development technologies,
the adequacy of the mathematical model in comparison with
the traditional mathematical models based on the solution
of the boundary value problem based on the Navier-Stokes
equation and the flow continuity equation is significantly
increased. Experiments have shown that this method allows
us to calculate the volume velocity in anastomosis zone
with an accuracy of 510−ε <  m/s for the geometric
parameters of the area and physical parameters of the fluid
given in the work for 2–3 minutes.

A feature of the proposed mathematical model is the fact
that it takes into account the complex nature of the liquid,
which includes fine-grained impurities. The character of the
behavior of these impurities in the field of anastomosis,
depending on the dynamic viscosity of the fluid, is
investigated. The second advantage of the proposed
approach is the possibility to reduce the simulation time by
applying parallel algorithms for calculating local mesoscopic
fluid parameters for each node in the investigated area. Thus,
for the first time it became possible to obtain the results of
model experiments using three-dimensional mathematical
modeling in real time.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТРИВИМІРНОГО НЕСТАЦІОНАРНОГО ПОТОКУ ЧЕРЕЗ АНАСТАМОЗ ТРАВНО-
ГО ТРАКТУ РЕШІТЧАСТИМ МЕТОДОМ БОЛЬЦМАНА

Актуальність. Останнім часом істотно зросла кількість реконструктивних операцій на травному тракті людини. Результати таких
операцій мають прогнозовані негативні наслідки, що пов’язані з порушеннями гідродинамічних процесів у зоні анастомозу. Ці нега-
тивні наслідки можливо частково усунути шляхом вибору форми анастомозу на основі математичного моделювання. Відомі матема-
тичні моделі є громіздкими і не дозволяють отримувати результати в реальному масштабі часу. Запропонований в роботі підхід з
використанням решітчастого методу Больцмана дозволяє вирішити цю проблему.

Метою роботи є розробка тривимірної математичної моделі області анастомозу для дослідження з достатньою точністю гідроди-
намічних параметрів рідини зі складною структурою в реальному масштабі часу.

Метод. Запропоновано метод побудови та аналізу математичної моделі анастомозу травного тракту на основі решітчастого
методу Больцмана. Метод відрізняється тим, що забезпечує одночасний аналіз гідродинамічних параметрів рідини та визначає харак-
тер руху дрібнозернистих включень у зоні анастомозу. Основні етапи методу: розробка технології задавання області моделювання,
дискретизація тривимірного рівняння Больцмана з вибором решітки та характеру оператора колізій, який враховує складну структуру
рідини; розробка технології переходу від функції розподілу густини до розподілу тиску на мезоскопічному рівні з урахуванням
особливостей властивостей рідини, перехід від мезоскопічних до макроскопічних параметрів рідини.

Результати моделювання включають визначення розподілу поля швидкостей в зоні анастомозу з метою модифікації його геометрії.
Проведено дослідження впливу сили тяжіння на характер руху дрібнозернистих включень. Визначено кількісну характеристику затрим-
ки частинок в області анастомозу в залежності від динамічної в’язкості рідини.

Висновки. Розглянута в даній роботі тривимірна математична модель базується на застосуванні решітчастого методу Больцмана
при обчисленні гідродинамічних параметрів руху рідини в області дослідження. Особливість моделі полягає в урахуванні складного
характеру рідини, яка включає дрібнозернисті включення. Модель дозволяє визначати характер поведінки цих включень та поле
швидкостей з достатньою точністю в реальному масштабі часу.

Ключові слова: математична модель, решітчастий метод Больцмана, моделювання анастомозу.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО ПОТОКА ЧЕРЕЗ АНАСТОМОЗ ПИ-
ЩЕВАРИТЕЛЬНОГО ТРАКТА РЕШЕТЧАСТЫМ МЕТОДОМ БОЛЬЦМАНА

Актуальность. В последнее время существенно возросло количество реконструктивных операций на пищеварительном тракте
человека. Результаты таких операций имеют прогнозируемые негативные последствия, связанные с нарушениями гидродинамических
процессов в зоне анастомоза. Эти негативные последствия возможно частично устранить путем выбора формы анастомоза на основе
математического моделирования. Известные математические модели являются громоздкими и не позволяют получать результаты в
реальном масштабе времени. Предложенный в работе подход с использованием решетчатого метода Больцмана позволяет решить эту
проблему.

Целью работы является разработка трехмерной математической модели области анастомоза для исследования с достаточной
точностью гидродинамических параметров жидкости со сложной структурой в реальном масштабе времени.

Метод. Предложен метод построения и анализа математической модели анастомоза пищеварительного тракта на основе решетча-
того метода Больцмана. Метод отличается тем, что обеспечивает анализ гидродинамических параметров жидкости и одновременно
определяет характер движения мелкозернистых включений в зоне анастомоза. Основные этапы метода: разработка технологии задания
области моделирования, дискретизация трехмерного уравнения Больцмана с выбором решетки и характера оператора коллизий,
учитывающего сложную структуру жидкости, разработка технологии перехода от функции распределения плотности к распределению
давления на мезоскопическом уровне с учетом особенностей свойств жидкости, переход от мезоскопических к макроскопическим
параметрам жидкости.

Результаты моделирования включают определение распределения поля скоростей в зоне анастомоза с целью модификации его
геометрии. Проведено исследование влияния силы тяжести на характер движения мелкозернистых включений. Определены количе-
ственные характеристики задержки частиц в области анастомоза в зависимости от динамической вязкости жидкости.

Выводы. Рассмотренная в данной работе трехмерная математическая модель базируется на применении решетчатого метода
Больцмана при вычислении гидродинамических параметров движения жидкости в области исследования. Особенность модели заключа-
ется в учете сложного характера жидкости, содержащей мелкозернистые включения. Модель позволяет определять характер поведения
этих включений и поле скоростей с достаточной точностью в реальном масштабе времени.

Ключевые слова: математическая модель, решетчатый метод Больцмана, моделирование анастомоза.
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МЕТОДЫ КОЛИЧЕСТВЕННОГО РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ
НЕСБАЛАНСИРОВАННОСТИ КЛАССОВ

Актуальность. Решена задача восстановления баланса классов в несбалансированных выборках для повышения эффективности
диагностических и распознающих моделей.

Цель работы – модификация существующего метода восстановления баланса классов и сравнительный анализ показателей его
производительности с некоторыми современными методами.

Метод. Предложен метод предварительной обработки несбалансированной выборки, который базируется на объединении
стратегии undersampling и технологии кластерного анализа. Метод позволил восстановить баланс классов и сократить объем выборки,
при этом были сохранены важные топологические свойства выборки, высокий показатель точности и приемлемое время работы.

Результаты. Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный метод, которое было использовано при
проведении вычислительных экспериментов по исследованию свойств метода и сравнительному анализу с другими методами
восстановления баланса классов.

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность, предложенного метода и реализующего его программного
обеспечения. Метод позволил уменьшить мажоритарный класс до размеров миноритарного класса, соответственно уменьшив
обучающую выборку (выборка считается несбалансированной, если размер миноритарного класса составляет менее 10% от размера
исходной выборки), при этом продемонстрировал самые лучшие среди исследуемых методов показатели точности модели и сравнимую
скорость формирования выборки. Это позволяет рекомендовать их для применения на практике при решении задач формирования
обучающих выборок в условиях несбалансированности классов для диагностических и распознающих моделей.

Ключевые слова: выборка, классификатор, метрика качества, мажоритарный класс, миноритарный класс, экземпляр.

НОМЕНКЛАТУРА
i
maC  – i-й центр масс кластера мажоритарного клас-

са выборки;
q
jC  – j-й признак центра масс q-го кластера;

K  – число классов в выборке;
k – число ближайших соседей;
m – отношение числа кластеров мажоритарного клас-

са к числу экземпляров миноритарного класса;
N  – число входных признаков характеризующих эк-

земпляры выборки;

maQ  – число кластеров мажоритарного класса в
исходной выборке;

q  – номер текущего кластера;
S  – число экземпляров в исходной выборке;

S ′ – число экземпляров в сбалансированной выбор-
ке;

maS  – число экземпляров мажоритарного класса в
исходной выборке;

q
maS  – число экземпляров q -го кластера мажори-

тарного класса;

miS  – число экземпляров миноритарного класса в
исходной выборке;

s – номер текущего экземпляра;
X  – исходная выборка;

X ′ – сбалансированная выборка;

maX ′  – множество прецедентов о зависимости ма-
жоритарного класса в сбалансированной выборке;

miX  – множество прецедентов о зависимости ми-
норитарного класса;
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x  – набор признаков в исходной выборке;
x′  – набор признаков в сбалансированной выборке;

sx  – s -й экземпляр выборки;
y  – выходной признак (класс) в исходной выборке;
y′ – выходной признак (класс) в сбалансированной

выборке;
sy  – выходной признак s -го экземпляра выборки;

CBU – cluster based undersampling.
ВВЕДЕНИЕ
Для построения диагностических и распознающих

моделей по экспериментально полученным наблюде-
ниям (прецедентам) необходимо из набора имеющихся
наблюдений большого объема выделить обучающую
выборку, обладающую меньшим объемом, но отража-
ющую основные свойства исходной совокупности на-
блюдений.

Объектом исследования являлись методы автомати-
ческого формирования выборок для построения диаг-
ностических и распознающих моделей по прецедентам.

Обучающая выборка является одним из важнейших
компонентов диагностических и распознающих моде-
лей. От объема выборки и представительности ее дан-
ных будет зависеть производительность построенной
модели, ее точность и скорость. Большинство стандарт-
ных алгоритмов классификации предполагают равно-
мерное распределение данных в обучающих выборках,
однако, в реальной жизни это достаточно редкое явле-
ние [1]. Поэтому актуальным является применение раз-
личных подходов для восстановления равномерного
распределения данных в обучающих выборках. Одним
из таких подходов, являются методы восстановления
баланса классов в несбалансированных выборках.

Предметом исследования являлись методы форми-
рования сбалансированных выборок.

Достаточно распространенным явлением является
ситуация, когда в выборке экземпляров одного класса
значительно  больше (мажоритарный класс) чем экзем-
пляров другого класса (миноритарный класс) [1]. В та-
ких условиях большинство методов машинного обуче-
ния приводят к получению моделей, которые неправиль-
но определяют редкие экземпляры миноритарного клас-
са из-за подавления экземплярами мажоритарного клас-
са экземпляров миноритарного класса при обучении
модели. Для примера рассмотрим бинарную выборку,
в которой 99% миноритарных экземпляров и 1% мажо-
ритарных. Если после построения модели на основе та-
кой выборки модель отнесет все экземпляры к мажори-
тарному классу, то ошибка классификации составит
всего 1%, т. е. при очень высокой точности классифика-
тор не сможет правильно определить экземпляры ми-
норитарного класса. Однако именно миноритарный
класс может иметь первостепенную важность в таких
прикладных задачах, как медицинская диагностика, кре-
дитный скоринг, выявление мошенничества с кредит-
ными картами, защита компьютерных сетей [2, 3]. По-
этому актуальной является проблема формирования
обучающих выборок для построения моделей при не-
сбалансированных классах в исходной выборке.

Известно множество методов решения проблемы
несбалансированности классов [1], которые можно раз-

делить на два основных вида: уровня данных и уровня
методов [3].

Уровень методов предполагает создание новых или
модификацию существующих классификаторов при
построении модели для каждого нового набора данных
или новой задачи, что может потребовать дополнитель-
ных ресурсов и затрат.

В отличие от уровня методов, уровень данных не
требует модификации методов классификации, доста-
точно простой и может использоваться с любыми типа-
ми классификаторов. Методы уровня данных основа-
ны на предварительной обработке данных с помощью
сэмплинга [4], стратегии которого делятся на два типа:
undersampling (удаляют экземпляры мажоритарного
класса) и oversampling (добавляют (синтезируют) экзем-
пляры миноритарного класса). При этом методы на ос-
нове сэмплинга достаточно эффективно решают про-
блему несбалансированности классов и оптимизируют
производительность используемых классификаторов [4].

На практике стратегия undersampling работает бо-
лее эффективно, чем стратегия  oversampling. Это свя-
зано с тем, что стратегия oversampling увеличивает раз-
мер выборки, что может повысить вероятность пере-
обучения [5] и время работы классификатора. В свою
очередь, при применении стратегии undersampling су-
ществует вероятность потери важной информации.

Для сохранения репрезентативности выборки в ряде
работ предлагается использовать стратегию удаления
экземпляров мажоритарного класса с применением
кластерного анализа CBU [1, 5, 6]. При этом экземпляры
мажоритарного класса сначала разбиваются на класте-
ры, а затем из каждого кластера по определенным пра-
вилам выбирается необходимое количество экземпля-
ров. Такой подход уменьшает риск удаления значимых
экземпляров, что позволяет увеличить производитель-
ность классификаторов.

Цель работы – усовершенствование метода восстанов-
ления баланса классов CBU и сравнительный анализ пока-
зателей его производительности с другими методами.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть задана  несбалансированная выборка

yxX ,=  – набор  S  прецедентов  о зависимости

( ) { } { } Ssyyxxxy ss ,...,2,1,,, === , характеризующихся

набором N  входных признаков { } Njx j ,...,2,1, = , и вы-

ходным признаком y. Каждый s -й прецедент предста-а-

вим как { } { } 1,,...,2,1,,, >∈= KKyxxyx ss
j

sss .

Тогда задача формирования сбалансированной вы-
борки для построения модели зависимости ( )xy  состо-
ит в создании на основе исходной несбалансированной

по классам выборки yxX ,=  такой подвыборки

yxX ′′=′ , , чтобы выполнялось одно из следующих
условий: для добавления экземпляров миноритарного
класса (oversampling):

{ } { } ( ) optyxyxfSSxxyyxx sss →′′≥′′∈=′∈′ ,,,,,|, ;
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для удаления экземпляров  мажоритарного класса
(undersampling):

{ } { } ( ) optyxyxfSSxxyyxx sss →′′≤′′∈=′∈′ ,,,,,|, .

Т.е. необходимо в несбалансированной выборке из-
менить распределение классов таким образом, чтобы
получить сбалансированный набор данных.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Для того, чтобы в несбалансированной выборке из-

менить распределение классов так, чтобы получить сба-
лансированный набор данных, применяют различные
стратегии сэмплинга.

Стратегии сэмплинга применяются на этапе предва-
рительной обработки данных. Они достаточно эффек-
тивны и просты в использовании, не требуют модифи-
кации методов классификации и могут использоваться
с любыми классификаторами. Поэтому данные техно-
логии широко используются для решения проблем не-
сбалансированности классов.

Рассмотрим наиболее широко используемые стра-
тегии сэмплинга разных типов с возможностью контро-
ля количества удаляемых (добавляемых) экземпляров.

Случайное удаление экземпляров мажоритарного
класса (random undersampling) – наиболее простая стра-
тегия, в которой случайным образом удаляются экзем-
пляры мажоритарного класса для достижения необхо-
димого соотношения классов. Уровень соотношения
классов подбирается эмпирическим путем. Достоин-
ствами стратегии являются высокая скорость работы,
уменьшение размера выборки и простота реализации,
а недостатками – высокая вероятность потери значи-
мых данных.

Удаление экземпляров мажоритарного класса с при-
менением кластерного анализа (CBU – cluster based
undersampling) – стратегия удаления экземпляров ма-
жоритарного класса с применением методов кластер-
ного анализа. На первом этапе множество экземпляров
мажоритарного класса разбивается на число кластеров,
равное числу экземпляров миноритарного класса. На
следующем этапе выбирается по одному экземпляру
из каждого кластера, и удаляются все остальные экзем-
пляры мажоритарного класса [5]. Достоинствами стра-
тегии являются уменьшение обучающей выборки до
размера miS2  (т.е. если доля миноритарного класса со-
ставляет 1%, размер обработанной выборки будет 2%
от  размера исходящей выборки), сохранение важных
топологических свойств выборки, а недостатком – низ-
кая скорость работы.

Дублирование экземпляров миноритарного класса
(oversampling) – это стратегия, в которой для достиже-
ния необходимого соотношения классов, дублируются
экземпляры миноритарного класса. Достоинствами
стратегии являются высокая скорость работы и просто-
та реализации, а недостатками – возможность переобу-
чения модели и увеличение размера выборки.

Стратегия искусственного увеличения экземпляров
миноритарного класса (SMOTE – Synthetic Minority
Over-sampling Technique) [7] – одна из популярных стра-
тегий сэмплинга, которая базируется на технологии

oversampling. Данная стратегия предполагает синтез
искусственных экземпляров путем создания одного или
нескольких ближайших соседей для экземпляров мино-
ритарного класса, в зависимости от необходимого со-
отношения классов. Достоинствами стратегии являют-
ся высокая скорость работы и простота, а недостатками
– возможное переобучения построенной модели, уве-
личение размера формируемой выборки.

Адаптивная технология искусственного увеличения
экземпляров миноритарного класса (ASMO – Adaptive
Synthetic Minority Oversampling) [8] – стратегия, являю-
щаяся модификацией SMOTE, в которой поиск ближай-
ших соседей производится для экземпляров мажоритар-
ного класса, что позволяет лучше разделить классы.
Достоинствами стратегии являются высокая скорость
работы и простота реализации, а недостатками – воз-
можность переобучения модели и увеличение размера
формируемой выборки.

Существенное влияние на качество построенных мо-
делей кроме стратегий формирования выборок также
имеют метрики (способы оценивания) качества моделей.

Для оценки качества моделей с дискретным выхо-
дом традиционно используется ошибка [9]:

{ }∑
=

→≠=
S

s

ss xfyE
1

min)(|1 .

Это достаточно простая и эффективная метрика, ко-
торая широко используется на практике. Однако в усло-
виях несбалансированности классов функция ошибки
не является подходящей метрикой, поскольку минори-
тарный класс очень слабо влияет на ошибку по сравне-
нию с мажоритарным классом. Например, в ситуации,
когда миноритарный класс представлен только 1% вы-
борки, простая стратегия может предсказывать мажо-
ритарный класс для всех экземпляров. При этом ошиб-
ка будет составлять всего 1%. Однако это измерения не
имеет смысла для приложений, в который задача обу-
чения состоит именно в определении миноритарного
класса. Поэтому для несбалансированных выборок це-
лесообразно использование метрик, в основе которых
лежит понятие матрицы ошибок [10]. Это способ груп-
пировки экземпляров в зависимости от комбинации
истинного ответа и ответа алгоритма обучения.

В случае с бинарной выборкой, экземпляры можно
разделить на четыре категории (табл. 1). Экземпляры клас-
са, представляющего больший интерес, называют пози-
тивными,  экземпляры другого класса негативными.

С помощью матрицы ошибок (табл. 1) можно полу-
чить различные метрики [3]. Если актуальной задачей
является изучение экземпляров миноритарного класса,
его представляют как позитивный. В этом случае, инте-
рес будут представлять такие характеристики, как точ-
ность и полнота. Точность (precision) показывает, сколь-

 1=y  0=y  

1)( =xf  True Positive (TP) False Positive (FP) 

0)( =xf  False negative 
(FN) 

True Negative 
(TN) 

Таблица 1 – Матрица ошибок
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ко из предсказанных позитивных объектов, оказались
действительно позитивными:

FPTP
TPP
+

= .

Полнота (recall) показывает, сколько объектов из об-
щего числа реальных позитивных объектов, было верно
предсказано как позитивный класс

FNTP
TPR
+

= .

Чем выше значения этих характеристик, тем качествен-
ней классификатор. Однако, на практике, невозможно
одновременно достигнуть максимальных значений точ-
ности и полноты, поэтому приходится выбирать какая
характеристика важнее для конкретной задачи, либо ис-
кать баланс между этими величинами. Дать оценку од-
новременно по точности и полноте позволяет характери-
стика гармоническое среднее (F-measure) [11]:

RP
PRF
+

=
2 .

В настоящей работе для оценки изучаемых методов
восстановления баланса классов предлагается исполь-
зовать F-measure, поскольку данная метрика позволяет
явно выделить для анализа интересующий позитивный
класс, в нашем случае миноритарный.

Для сравнения методов формирования выборок не-
обходимо задать конкретный тип классификаторов.
Метод k-ближайших соседей (kNN – k Nearest Neighbor)
[12] является широко используемым, но при этом дос-
таточно простым и эффективным методом. В его осно-
ве лежит гипотеза о компактности классов [13], которая
предполагает, что тестируемый экземпляр будет отно-
ситься к тому же классу, что и экземпляры из его бли-
жайшего окружения.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Метод удаления экземпляров мажоритарного клас-

са с применением кластерного анализа CBU  продемон-
стрировал высокую производительность в условиях не-
сбалансированности классов, уменьшая размер обуча-
ющей выборки, что позволяет в дальнейшем снизить
время работы построенной модели. Однако время фор-
мирования обучающей выборки данным методом
оказывается значительно больше, чем для других рас-
смотренных методов. Поэтому, для уменьшения време-
ни формирования обучающей выборки предлагается
усовершенствовать данный метод следующим образом.

1. Задать коэффициент желаемого соотношения чис-
ла кластеров мажоритарного класса к числу экземпля-
ров миноритарного класса m. Рекомендуется задавать

101 ≤< m , так как при значениях 10>m  производитель-
ность классификаторов достаточно быстро падает, и
рассчитывать на  достаточную точность классифика-
ции не приходится.

2. Разбить множество экземпляров мажоритарного

класса на m
SQ mi

ma =  кластеров. Таким образом, разде-

лив множество экземпляров мажоритарного класса на

компактные области в пространстве признаков. Для этого
можно использовать простейший метод кластеризации
k-средних (k-means) [14].

3. Определить координаты центров масс получен-
ных кластеров:

{ } ma

S

s

ss
jq

ma

q
j QqNjqyx

S
C

ma
,...,2,1,,...,2,1,|1

1
==== ∑

=
.

4. Для восстановления баланса классов продублиро-
вать центр каждого кластера m раз

∪
m

i

i
mama CX

1=
=′ ,

внося незначительные коррективы в координаты цент-
ров кластеров по формуле:

)rand1,0rand1,01( −+= q
j

q
j CC ,

где rand – функция, возвращающая случайное число в

диапазоне ⎥
⎦

⎤
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5. Удалить из выборки все экземпляры мажоритар-
ного класса, и объединить множество центров класте-
ров мажоритарного класса с множеством экземпляров
миноритарного класса mima XXX ∪′=′ . Полученный
набор данных с внесенными коррективами рассматри-
вать как результирующую  выборку для построения
моделей.

Достоинством предложенной модификации метода
CBU является то, что она значительно снижает время
обработки выборки, при этом сохраняя основные осо-
бенности данных. Недостатком предложенной модифи-
кации метода CBU является то, что при увеличении ко-
эффициента m , увеличивается вероятность потери важ-
ных экземпляров мажоритарного класса.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для исследования свойств рассмотренных методов

они были программно реализованы как часть «Авто-
матизированной системы отбора оптимального мето-
да восстановления баланса классов при формировании
обучающей выборки» [15], в которую был интегриро-
ван дополнительный модуль CBU. Модуль CBU пред-
ставляет собой функцию, которая разбивает множество
экземпляров мажоритарного класса исходящей выбор-
ки на заданное число кластеров, определяет центры масс
полученных кластеров, формирует сбалансированную
выборку из множества экземпляров миноритарного
класса и множества центров кластеров мажоритарного
класса, при необходимости, продублированных случай-
ным образом для балансировки их числа с числом эк-
земпляров миноритарным класса.

Модифицированное программное обеспечение ис-
пользовалось при проведении вычислительных экспе-
риментов, которые включали два этапа: на первом эта-
пе проводился сравнительный анализ существующих
методов восстановления баланса классов, на втором
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этапе проводились исследования модифицированного
метода CBU и сравнение его производительности с ба-
зовым методом CBU.

Исследования проводились на синтетических бинар-
ных выборках, что позволило регулировать соотноше-
ния классов. На всех этапах синтезировалась бинарная
выборка из 10 000 экземпляров, имеющих по два при-
знака, принимавших значения из множества {0, 1}. Да-
лее, для тестирования стратегий, выборка была разделе-
на методом стратификации [16] на обучающую выбор-
ку (90% от исходной выборки) и тестовую (10% от ис-
ходной выборки).

Решающие правила строились по принципу боль-
шинства голосов. Поэтому для однозначности выбора в
работе использовались методы с нечетным числом бли-
жайших соседей  (k = 9, 25, 49).

Для сравнительного анализа методов восстановле-
ния баланса классов для каждого метода рассчитыва-
лось значение метрики F-measure для различных пара-
метров выборки и классификатора: доля миноритарно-
го класса в выборке (25%, 10%, 4%, 1%), число ближай-
ших соседей классификатора kNN (3, 49). Затем строи-
лась зависимость метрики F-measure от доли минори-
тарного класса, и сравнивались ее значения для различ-
ных подходов.

Далее были предприняты шаги для уменьшения вре-
мени работы метода CBU, модификация которого со-
стояла в сокращении числа кластеров, предполагая, что
это приведет к уменьшению времени формирования
выборки при незначительном уменьшении точности
полученной модели.
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Рисунок 1 – Графики зависимостей F-measure от процента миноритарного класса:

а – kNN=3, б – kNN=49

Значение F-measure рассчитывалось для различных
параметров выборки и классификатора kNN: доля ми-
норитарного класса в выборке (10%, 1%), число бли-
жайших соседей классификатора kNN (3, 49). Строилась
зависимость F-measure от числа кластеров в мажори-
тарном классе.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты исследований предложенной модифика-

ции метода CBU в сравнении с известными методами
представлены на рис. 1 и в табл. 2.

Из рис. 1а и рис. 1б видно, что при различных на-
стройках kNN классификатора, метод CBU сформиро-
вал самую представительную обучающую выборку.

Из табл. 2 следует, что время работы CBU значительно
превысило время работы остальных методов. Таким об-
разом, при работе с большими выборками, время рабо-
ты метода может нивелировать преимущества метода,
либо стать причиной отказа от подобного подхода.

На рис.  2 изображены  графики зависимостей
F-measure от числа кластеров мажоритарного класса.
В табл. 3 представлена зависимость времени формиро-
вания выборки от m.

Как видно из рис. 2а и рис. 2б, при уменьшении чис-
ла кластеров мажоритарного класса качество постро-
енной модели довольно быстро ухудшается. Одновре-
менно уменьшается и время формирования обучаю-
щей выборки (табл. 3). Такая ситуация дает исследова-
телю возможность находить компромисс между произ-
водительностью и скоростью построения модели, исхо-
дя из предъявленных требований.
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Доля миноритарного класса в выборке, % Методы 
сэмплинга 25  10  4  1  

Undersampling 0,00801 0,00212 0,00206 0,00204 

Oversampling 0,00103 0,00087 0,00082 0,00081 

ASMO 0,13606 0,10825 0,08979 0,09459 

SMOTE 0,06319 0,02020 0,01242 0,01150 

CBU_100 50,89648 13,17416 2,34512 2,33082 

Таблица 2 – Зависимость времени формирования выборки (с)
от доли миноритарного класса

Соотношение m 
Доля миноритарного 

класса, % 1:1 1:10 1:100 1:1000 

1 1,5964 0,2231 0,0063 0,0063 

10 50,2719 3,1516 0,1852 0,0063 

Таблица 3 – Зависимость времени формирования выборки (с)
от m

Рисунок 2 – Графики зависимостей F-measure от количества кластеров мажоритарного класса:
а – миноритарный класс 10%, б – миноритарный класс 1%
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6 ОБСУЖДЕНИЕ
Использование предложенной модификации метода

CBU значительно уменьшило время формирования обу-
чающей выборки при стабильной поддержки приемле-
мого значения показателя качества классификации. Од-
нако, при уменьшении числа кластеров, увеличивается
количество удаленных значимых экземпляров, что при-
водит к снижению качества обучающей выборки. Факти-
чески миноритарный и мажоритарный классы меняют-
ся местами, когда для восстановления баланса необходи-
мо уже синтезировать экземпляры мажоритарного клас-
са, либо удалять экземпляры миноритарного класса. Ес-
тественно, такое положение вещей не может длиться бес-
конечно, в конечном итоге выборка может оказаться пу-
стой. Поэтому в каждом конкретном случае важно найти
предельные значения параметров метода, при которых
модель будет демонстрировать требуемые показатели
точности, скорости, объема и т. д.

Исходя из проделанных исследований, данный ме-
тод можно рекомендовать при количестве кластеров в
соотношении не более 1:100 (1 кластер мажоритарного

класса на 100 экземпляров миноритарного класса), т.к.
при дальнейшем уменьшении числа кластеров произ-
водительность классификации резко падает.

В ходе исследования было замечено, что метод ра-
ботает лучше других, если классы перемешаны (т.е. не
выполняется условие компактности), по всей видимос-
ти, это связано с удалением экземпляров мажоритарно-
го класса, которые могут рассматриваться как шум (эк-
земпляры сильно удаленные от своего класса).

Таким образом, предложенный метод позволяет най-
ти компромисс между временем создания выборки и
ее репрезентативностью, а соответственно и точностью
построенной распознающей модели.

ВЫВОДЫ
С целью повышения скорости построения и точнос-

ти работы, диагностических и распознающих моделей
по прецедентам решена задача восстановления баланса
классов в несбалансированных обучающих выборках.

Научная новизна полученных результатов состоит в
том, что модифицирован метод CBU, который умень-
шает число экземпляров мажоритарного класса путем
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разбиения их на кластеры и затем удаляя определенное
число экземпляров из каждого кластера. Это позволяет
восстановить баланс классов в несбалансированных
выборках, используя такие преимущества базового ме-
тода undersampling, как высокая скорость работы и су-
щественное уменьшение размера обучающей выбор-
ки. При этом модифицированный метод обеспечивает
ускорение процесса построения моделей и повышает
их адекватность, обеспечивая топологическую репре-
зентативность выборки данных.

Практическая значимость полученных результатов
состоит в том, что разработано программное обеспе-
чение, реализующее предложенный метод, а также дру-
гие методы формирования выборок (ASMO, CBU,
Condensed Nearest Neighbor Rule, Neighborhood cleaning
rule, One-side sampling, Oversampling, Random
undersampling, SMOTE, Tomek Links), которое экспери-
ментально исследовано при решении задач сэмплинга
в условиях несбалансированности классов. Проведен-
ные эксперименты подтвердили работоспособность
разработанного математического обеспечения. Резуль-
таты проведенных экспериментов позволяют рекомен-
довать использование разработанного метода и его про-
граммной реализации для решения задач технического
и биомедицинского диагностирования, а также прогно-
зирования в различных областях.

Перспективы дальнейших исследований заключают-
ся в том, чтобы исследовать и улучшить методы, учиты-
вающих не только статистическую репрезентативность
обучающей выборки, но и топологическую, что приве-
дет к формированию малочисленных и при этом более
качественных обучающих выборок. Также предполага-
ется изучить свойства предложенного метода на более
широком классе практических задач и разработать па-
раллельную реализацию предложенного метода.
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Україна
МЕТОДИ КІЛЬКІСНОГО ВИРІШЕННЯ ПРОБЛЕМИ НЕЗБАЛАНСОВАНОСТІ КЛАСІВ
Актуальність. Вирішено завдання відновлення балансу класів в незбалансованих вибірках для підвищення ефективності діагнос-

тичних та розпізнавальних моделей.
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Мета роботи – модифікація існуючого методу відновлення балансу класів та порівняльний аналіз показників його продуктивності
з деякими сучасними методами.

Метод. Запропоновано метод попередньої обробки незбалансованої вибірки, який базується на об’єднанні стратегії undersampling
та технології кластер-аналізу. Метод дозволив відновити баланс класів та зменшити об’єм вибірки, при цьому було збережено важливі
топологічні властивості, високі показники точності та прийнятний час роботи.

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропонований метод, яке було використано при виконанні
обчислювальних експериментів властивостей методу та порівняльному аналізу з іншими методами відновлення балансу класів.

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого методу та програмного забезпечення, що його
реалізує. Метод дозволив зменшити мажоритарний клас до розмірів міноритарного класу, зменшивши таким чином навчальну вибірку
(вибірка вважається незбалансованою, коли розмір міноритарного класу становить менш ніж 10% від розміру вихідної вибірки), при
цьому продемонстрував найкращі серед досліджених методів показники точності моделі та прийнятний час формування вибірки.
Результати експериментів дозволяють рекомендувати їх для використання на практиці при вирішенні задач формування навчальних
вибірок в умовах незбалансованості класів для діагностичних та розпізнавальних моделей.

Ключові слова: вибірка, екземпляр, метрика якості, класифікатор, кластер, мажоритарний клас, міноритарний клас
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THE METHODS FOR QUANTITATIVE SOLVING THE CLASS IMBALANCE PROBLEM
Context. The problem of recovery the classes’ balance in imbalanced samples is solved to increase the efficiency of diagnostic and

recognition models.
Objective. The purpose of the work is to modify the existing method of recovery classes’ balance and to conduct comparative analysis

of performance indicators with some modern methods.
Method. The proposed data preprocessing method is based on combining the undersampling and cluster-analysis technologies. The

method has allowed restoring the balance and reducing the sample while maintaining important topological properties of the sample, high
accuracy and acceptable operating time.

Results. The software that implements in proposed method has been developed and used in the computational experiments on the study
of method’s properties and comparative analysis with other methods of restoring classes’ balance.

Conclusions. The experiments confirmed the efficiency of the proposed method and its implemented software. The method has allowed
reducing the majority class to the size of the minority class, thus reducing the training sample (the sample is considered imbalanced if the size
of the minority class is less than 10% of the original sample size), while demonstrating the best indicators of model accuracy and comparable
sampling speed. It can be recommended for the practical application in solving problems of imbalance data for diagnostic and recognition
models.

Keywords: sample, example, quality metric, cluster, classificatory, majority class, minority class.
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УДК 004.55

Аксак Н. Г.
Канд. техн. наук, доцент, профессор кафедры электронных вычислительных машин Харьковского национального

университета радиоэлектроники, Харьков, Украина

РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ ПЕРСОНАЛИЗАЦИИ
СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОГО ВЕБ-ПОРТАЛА

Актуальность. Решена актуальная задача персонификации веб-портала, предоставляющего бизнес сервисы (телемедицина,
консультации, удаленный мониторинг, дистанционное образование и т. д.).

Цель работы – разработка системы персонификации веб-портала, предоставляющего специализированные услуги, что позволяет
учитывать предпочтения пользователей с целью улучшения качества обслуживания, ускорения информационного поиска, исключения
неинтересных страниц, а также удержания клиентов.

Метод. Предложена обобщенная модель процесса персонализации Интернет-сервиса, в которой на основе сочетания агентских
и нейросетевых технологий предложен метод адаптации веб-ресурса, автоматически генерирующий контент для определенных
категорий Интернет-пользователей. Также предложена объектная модель документов сайта в виде графа для поиска актуальной
информации, что позволило осуществить персонализацию. Использование мультиагентной структуры позволило осуществить
взаимодействие компонентов разработанной модели. Метод включает совокупность следующий действий: автоматическая выработка
гипотез, что дает возможность определить наличие или отсутствие целевых свойств пользователя; анализ поведения пользователя по
его серфингу в Интернете, что позволяет выдавать более релевантные результаты; построение информационного портрета для
сбора статистически значимой совокупности информационных характеристик с целью планирования дальнейших действий;
параллельная кластеризация пользователей с использованием самоорганизующихся карт Кохонена с целью ускорения обработки
больших данных. Для ускорения вычислений самоорганизующиеся карты Кохонена адаптированы  под симметричные
мультипроцессоры системы. Показано, что для уменьшения времени вычислений необходимо выбирать конфигурацию вычислительной
системы кратную размерности входных данных.

Результаты. Разработаны программное обеспечение и веб-интерфейс, реализующие предложенные модели и метод, используемые
при проведении вычислительных экспериментов по верификации модели, оценки адекватности и исследованию свойств модели и
метода.

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенных моделей и методов. Применение
совокупности методов и средств может быть использовано на практике для продвижения товаров и услуг в сети, для предоставления
различных сервисов или отдельных его составных частей, для развития бизнеса.

Ключевые слова: персонализация, ДСМ-метод, нейросетевая кластеризация, мультиагентная система, информационный портрет
пользователя.

НОМЕНКЛАТУРА
DBSCAN – Density Based Spatial Clustering of

Applications with Noise;
БД – база данных;
БЗ – база знаний;
ДСМ – метод автоматического порождения гипотез

Джона Стюарта Милля;
НС – нейронная сеть;
A – множество агентов;
Adata – агент обработки информации;
Aexpert – агент эксперта;

Auser – агент пользователя;
Вbehavior – модель анализа поведения пользователя;
ВH  – модель предоставления сервиса;
ВJSM – модель порождения гипотез;
ВR – модель процесса персонализации Web-портала;
ВSOM – модель категоризации пользователей;
C – множество данных о пользователе;
C+ – множество целевых положительных свойств

пользователя;
C– – множество целевых отрицательных свойств

пользователя;
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ck
n() – значение k-го входного признака Ck(), характе-

ризующее n-ый экземпляр;
Dbehavior – задача анализа поведения пользователя;
DH  – множество заданий для предоставления сервиса;
DJSM – задача порождения гипотез о наличии или от-

сутствии определенных свойств пользователя ( )U i ;
DR – множество заданий для адаптации Web-портала;
DSOM – задача ускоренной кластеризации пользовате-

лей с помощью сети Кохонена;
E – агентская середа;
G – граф веб-серфинга пользователя U();
IPU множество информационных портретов пользо-

вателей;
K – количество веб-страниц в графе переходов G;
L – количество кластеров веб-пользователей;
M – общее число посетителей Web-портала;
MAS – мультиагентная система;
N – количество целевых свойств Интернет-пользова-

телей;
O – множество целевых свойств пользователей U()

Web-портала;
Op1 – количество операций последовательного алго-

ритма обучения нейронной сети;
Opp – количество операций параллельного алгорит-

ма обучения нейронной сети на p вычислителях;
Arc – множество дуг графа Res;
p – количество вычислителей;
R – множество категорий пользователей Web-портала;
Res – объектная модель документов Web-портала в

виде графа;
RS – возврат в результаты поиска;
rsa() – показатель возврата в результаты поиска;
S – множество гипотез;
S– – гипотезы, являющиеся причиной отсутствия це-

левого свойства;
S+ – гипотезы, являющиеся причиной наличия целе-

вого свойства;
SOM – self-organizing map;
T – время посещения страниц Web-портала;
ta() – время посещения a-ой страницы;
TR – глубина просмотра Web-портала;
tra() – количество переходов;
U – множество Интернет-пользователей;
V – множество вершин графа G;
τ  – время генерации страниц;
va() – a-ая вершина графа G;
W – множество весов графа G;
ϖ  – степень релевантности отображенной  инфор-

мации;
wab() – вес дуги, соединяющей a-ую вершину с b-ой;
X – множество вершин графа Res;
Xt

 – страница, которую пользователь посетил во вре-
мя t;

kX  – адаптированная страница;

( )n
kX−Γ  – обратное соответствие, показывающее

для каких вершин графа Res вершина kX  является ко-
нечной;

Λ  – множество интерфейсов Web-портала;

jλ  – интерфейс j-го кластера;
Р – отображение, являющееся решением задачи DR;
δ  – вероятность сброса небезопасных страниц;

iπ  – стационарная вероятность распределения про-
цессов;

:ϒ  – отображение, являющееся решением задачи
DSOM;

Δ  – количество вершин графа Res;
Φ – отображение, являющееся решением задачи DJSM;
Ω  – количество образов веб-интерфейсов;

Ψ – отображение, являющееся решением задачи
Dbehavior;

ℜ  – показатель важности страницы;
X  – матричное представление входных данных;
Y  – выходное множество;
Z  – полное множество универсум;
ВВЕДЕНИЕ
С ростом Интернета, использованием социальных

сетей, мобильных устройств, подключенных и сообща-
ющихся объектов, информация увеличивается экспонен-
циально. Обрабатывать такую лавину информации, а
также осуществлять поиск с каждым днем становится
все сложнее. С одной стороны, в этом гигантском храни-
лище информации для нахождения необходимого ресур-
са обычно приходится осуществлять длительный серфинг
по Интернету, с другой – очень много уделять внимания
для удержания посетителей на сайте.

При разработке Web-ресурса одной из самых важ-
ных задач является сделать его максимально привлека-
тельным для потенциальных пользователей и придать ему
индивидуальность. В современном мире в условиях вы-
росшей конкуренции веб-сайт, как представительство
фирмы, является целевой рекламой, обеспечивает ин-
формационную поддержку клиентов и сотрудников фир-
мы. Независимо от того создается сайт для представле-
ния какой-либо фирмы или для заработка на рекламе,
основной его функцией является привлечение как мож-
но большей аудитории.

Целью данной работы являлась разработка системы
персонализации сервис-ориентированного веб-портала,
позволяющей учитывать предпочтения пользователей
для улучшения качества обслуживания, ускорения ин-
формационного поиска, исключения неинтересных стра-
ниц, а также удержания клиентов.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть имеется информация о пользователе ( )U i

( 1,i M= ) (имя браузера, номер версии, язык, платфор-
ма, встроенные расширения, адрес предыдущей стра-
ницы, часовой пояс, время посещения страницы, инфор-
мация о мониторе и т.п.) 1 2( ) [ ( ) , ( ) , . . . , ( ) ]= kC i C i C i C i .

Тогда задача персонализации веб-ресурса Res при
ограниченном количестве образов веб-интерфейсов Ω
будет заключаться в разработке:

– модели персонализации BR, ее составных компо-
нентов и их взаимодействия;

– объектной модели документов Интернет-ресурса в
виде графа Res;
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– метода персонализации веб-портала, позволяюще-
го для каждой R(n)-ой категории пользователей ( 1,n L= )
адаптировать информационное наполнение страниц

kX Res∈  и Res Res⊂ ( k < Δ ).
Критерием эффективности разработки является удов-

летворение требованиям
max min: ( )[( ) & ( )]i R Rk D D B∀ ∈ τ < τ ϖ > ϖ ⇒ ,  где iD  –

подзадача общей задачи RD .

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
 Одной из наиболее актуальных проблем обработки

больших данных является кластеризация веб-пользова-
телей на основе их общих свойств. В статье [1] представ-
лен способ определения сходства интересов Интернет-
пользователей. Веб-журналы доступа пользователей
обеспечивают точную и объективную информацию о
посетителях. Записи журнала содержат IP-адрес веб-
пользователя, дату и время запроса, URL-адрес запра-
шиваемой страницы, протокол запроса, код возврата сер-
вера с указанием статуса обработки запроса и при ус-
пешном запросе размер  страницы.  Из журнала
веб-сервера извлекается пользовательский шаблон, со-
стоящий из страниц, которые пользователь посетил и
потраченного на это времени. Проведенные эксперимен-
ты показали, что предложенный метод кластеризации
группирует веб-пользователей со схожими интересами.

В работе [2] предложено объединение веб-пользова-
телей на основе эволюции посещения веб-страниц. Об-
наруженные закономерности изменений информацион-
ных потребностей веб-пользователей используются для
их группировки. Сгенерированные на основе историчес-
ких веб-сессий кластеры Web-пользователей, могут быть
использованы для персонализированных веб-приложе-
ний: веб-рекламы и веб-кэширования.

Чтобы получить информацию об интересах пользо-
вателей на веб-страницах в работе [3] исследуется пове-
дение клиента посредством изучения записей веб-жур-
нала. Время, проведенное на веб-странице, и типы со-
вершенных операций показывают степень
заинтересованности веб-пользователя. Исследуемые
данные представляют собой журналы пользователей,
собранные за шесть месяцев. В работе предложена мо-
дификация алгоритма кластеризации K-means для груп-
пировки пользователей путем вычисления начальных
центроидов на основе выбранного веб-контента.

Любой Интернет-портал может постоянно совершен-
ствоваться, опираясь на информационную потребность
пользователя. Для сбора и анализа данных о пользователях
в работе [4] используется метод роевого интеллекта, благо-
даря которому выявляются «путешествия» веб-пользова-
телей с одинаковыми интересами. Результаты кластериза-
ции сравниваются с методами DBSCAN и K-means.

Благодаря самоорганизации, простоте и быстродей-
ствию упрощенная модель нейронной сети Кохонена
предлагается использоваться в информационно-поиско-
вой системе [5]. Для ее успешного применения необхо-
димо решить задачи формирования содержательного
образа документа и идентификацию кластера.

Проблемы обработки больших данных, связанные с
их многообразием, со сложностями сбора, хранения, уп-
равления и анализа, объемом памяти и скоростью вы-
числений рассмотрены в [6, 7]. Описаны методики и ал-
горитмы, используемые для управления большими на-
борами данных. Показана целесообразность применения
самоорганизующихся карт для анализа данных большой
размерности.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В общем виде процесс персонализации Интернет-

ресурса, предоставляющего сервисные услуги, описы-
вается моделью (1), которая включает следующие ком-
поненты [8]: Web–интерфейс, блок интеллектуальных
методов, агентский блок, а также блок накопления и ана-
лиза опыта (рис. 1).

Агент пользователя» Auser собирает информацию о
пользователе, на основе которой решается задача порож-
дения гипотез DJSM и анализируется поведение пользова-
теля Dbehavior. По выходным данным решенных задач «Агент
обработки информации» Adata, формирует информаци-
онный портрет пользователя IPU(i), и передает/прини-
мает информацию блоку накопления и анализа инфор-
мации. «Агент эксперта» Aexpert на основе полученной
информации от «Агента пользователя» Auser и «Агента

Рисунок 1 – Обобщенная модель персонализации специализи-
рованного Веб-портала: X  – матричное представление

входных данных; Y – выходное множество; БД – база данных,
БЗ – база знаний
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обработки данных» Adata обращается за предоставлени-
ем услуг DH. Под услугами будем понимать, например,
анализ медицинских изображений (меланомы, опухолей,
маммографии, ишемической болезни сердца и т. п.), уда-
ленный мониторинг состояния здоровья человека и т.д.
Для решения задачи категоризации пользователей DSOM
используется множество информационных портретов
пользователя IPU. Для каждой категории веб-пользова-
телей «Агент пользователя» Auser вырабатывает оптималь-
ную стратегию, позволяющую учитывать личные пред-
почтения, и настраивает соответствующий контент.

Модель процесса персонализации Интернет-ресур-
са Res [9] выражается как преобразование входных зна-
чений R в выходные величины Λ:

RB R⊂ ×Λ. (1)

Полное множество (универсум) ×Z=X Y  включа-

ет в себя ( )RB R⊂ × Λ , это означает, что существует такоее

подмножество { }(1), (2),..., ( ) ,R R R R L=  ⊂P X  и отно-

шений между ними  Λ , на которых строится модель RB .
Таким образом, интерфейс Интернет-ресурса, пре-

доставляющего сервисы для пользователей, адаптирует-

ся на основе кластеров { }(1), (2),..., ( )R R R R L=  благо-

даря модели RB  при конечном числе образов веб Ω .
Для выходных величин Λ  построено множество зада-
ний, решение которых принадлежит множеству

R JSM behavior SOMD D D D= ∪ ∪ .

Отображение : RΠ → Λ  позволяет для каждой кате-

гории R(n) ( 1,=n L ) получить такое λ ∈ Λj  ( 1,= Ωj ),
которое является решением задачи DR, полученное в виде
графовой модели (2) иерархического представления адап-
тированного Интернет-ресурса

, ,n
jRes X −=< Γ λ > , (2)

где { }kX X=  – множество адаптированных страниц

( k < Δ ), сформированных в результате отображения

( )k
k mX x−= Γ  множества интересного для пользователя

информационного наполнения mx x⊂ .
С помощью метода автоматического порождения

гипотез Джона Стюарта Милля (ДСМ-метод) делаются
предположения о причинах наличия или отсутствия оп-
ределенных свойств Интернет-пользователя ( )U i ,
( 1= ÷i M ) во время его посещения Интернет-ресурса

по собранным данным 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]= kC i C i C i C i .

Элементы множеств 1 2[ , ,..., ]= kC C C C  будем назы-
вать примитивными элементами (атомами) [10]. Пове-
дение пользователя ( )U i  будем называть (целевыми)

свойствами ( )∈O i O . Исследуемый объект (Интернет-
пользователь) представляется в виде конечного множе-
ства примитивных элементов 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]= ∈kC i C i C i C i C .

Такое подмножество представляется фрагментом.
Пользователь может обладать (или не обладать) некото-
рым множеством целевых свойств. Предполагается, что
как у наличия, так и у отсутствия набора целевых свойств
может быть причина (не обязательно единственная), эта
причина является фрагментом структуры объекта. Мно-
жество C включает объекты с известными целевыми
свойствами, как положительными С+, так и отрицатель-
ными примерами С–, а также объекты с неопределенны-
ми примерами. Объекты с известными целевыми свой-
ствами образуют обучающую выборку, объекты с нео-
пределенными примерами – тестовую. Множество O
содержит все интересующие целевые свойства пользо-
вателей Интернет-ресурса, предоставляющего сервис-
ные услуги.

Реализация ДСМ-метода представляет собой итера-
тивную процедуру и состоит из трех основных этапов:
индукции, аналогии и абдукции. Модель причинно-след-
ственных связей, используемая ДСМ-методом для эта-
пов индукции и аналогии, может быть представлена гра-
фом, изображенном на рис. 2.

Автоматическое порождение гипотез о возможных
причинах наличия или отсутствия целевых свойств у веб-
пользователей происходит на этапе индукции. Гипотезы
формируются отдельно для каждого целевого свойства
на основе поиска общих фрагментов у пользователей,
обладающих (или не обладающих) данным свойством, и
представляют собой пару – фрагмент и свойство. Для
каждого целевого свойства генерируются два множества
гипотез: +S  – гипотезы, являющиеся причиной наличия
целевого свойства, и −S – гипотезы, являющиеся причи-
ной его отсутствия.

Результатом этапа индукции являются 2N множеств
гипотез: :Φ →C S . Отображающая функция Φ для ко-о-
нечного множества C(i) формирует SSS nn ∈∪ −+ )(
( 1,=n N ), которое является решением задачи DJSM, по-
лученное в виде модели порождения гипотез ДСМ-ме-
тодом (3)

⊂ ×JSMB C S . (3)

На этапе аналогии порожденные гипотезы применя-
ются с целью определения наличия или отсутствия целе-
вых свойств у неопределенных примеров. Классифици-
рованные неопределенные примеры пополняют множе-
ства положительных и отрицательных объектов. Этапы
индукции и аналогии повторяются до тех пор, пока мно-
жества порождаемых гипотез не перестанут изменяться.
После этого выполняется этап абдукции, на котором
проверяется условие каузальной полноты – объясняют
ли сформированные гипотезы исходные обучающие
данные [11].

В результате определяются значения параметров,
описывающих пользователя, по которым можно сделать
предположение, например, о социальном статусе («низ-
кий», «средний», «высокий»). Располагая данными о
часовом поясе и IP-адресе, а также сеткой распределе-
ния IP-адресов между Интернет-провайдерами, можно
выдвинуть гипотезу о географическом расположении
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пользователя (город, область, страна). По времени со-
единения можно вычислить место соединения (домаш-
нее или служебное помещение, Интернет-кафе и пр.).
Анализируя статистику за продолжительный период вре-
мени, можно отделить пользователей стационарных ком-
пьютеров от мобильных, которые подключаются через
разных провайдеров и из разных типов подсетей.

Также строится поведенческий граф с целью вычис-
ления важности посещенных страниц. Каждое направ-
ленное ребро представляет переход между двумя вер-
шинами, отражающими количество переходов в каче-
стве веса страницы. Другими словами, граф переходов
пользователей (4) является взвешенным графом с реб-
рами, содержащими вес веб-страницы и вершинами, в
виде URL адреса страниц

( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )=< δ >G i V i W i T i TR i RS i i , (4)

где ( ) { ( )}= aV i v i  – множество вершин; ( ) { ( )}= abW i w i  –

множество весов; ( ) { ( )}= aT i t i  – время посещения;

( ) { ( )}= aTR i tr i  – глубина просмотра; ( ) { ( )}= aRS i rs i  –
возврат в результаты поиска, принимает значение 0, если
возврат не произошел, 1 – если возврат имел место быть;

( )iδ  – вероятность сброса небезопасных страниц;

( , 1,..., )a b K=  – количество вершин в графе переходов.

Отображение : GΨ → ℜ  позволяет для  U(i)∀  полу-
чить такое π ∈ℜi  ( πi  – стационарная вероятность рас-

пределения процессов { ,  t 0}tX X= ≥ , tX  – страница,

которую пользователь посетил во время ,   ( 0)>t t ), кото-
рое является решением задачи Dbehavior, полученное в виде
модели определения важности страниц: ⊂ × ℜbehaviorB G .

Иными словами, по времени посещения страницы,
типу переходов и информации о поведении пользовате-
ля на выходе будет получено значение показателя важ-
ности страницы.

Таким образом, получаем информационный порт-
рет пользователя ( ) [ ( ), ( )]= ℜIPU i S i i .

Отображение : IPU Rϒ →  позволяет для множества
IPU  получить такое ir R∈ , которое является решением
задачи DSOM, полученное в виде модели категоризации
пользователей (5):

SOMB IPU R⊂ × . (5)

Агентский блок представлен следующими множе-
ствами MAS={A,E,Res}. Множество адаптивных агентов
A может быть представлено в виде A={Auser, Aexpert Adata},
среда E представляет собой программную платформу
для выполнения агентов и предоставляет функциональ-
ность для создания/уничтожения агентов, для приема/
передачи сообщений; Res – объектная модель докумен-
тов в виде графа (6)

, ,Res X Arc=< Λ > , (6)

где { }aX X=  – множество вершин графа, представляю-
щее страницы сайта, каждая страница { }aX x=  пред-
ставлена множеством информационных элементов: тек-
стовые блоки, меню, ссылки, графические элементы и т.
д. ( {1,...,| |}x x=  –.), Arc  – множество дуг графа, при

этом дуга ( , )arc a b=  принадлежит графу только, если
направление предполагается заданным от вершины a к
вершине b ( , 1,...,a b = Δ –  количество вершин графа Res),

{ }cΛ = λ – множество интерфейсов веб-ресурсов Res,

( 1,..., )c = Ω – количество образов веб-интерфейсов.
Блок накопления и анализа информации включает

базу данных (БД), хранящую  множества
1 2[ , ,..., ]= kC C C C , множество Интернет-пользователей

U, целевые свойства O, множество информационных
портретов пользователей IPU, а также базу знаний (БЗ),
содержащую общие закономерности о возможных при-

Рисунок 2 – Модель порождения гипотез ДСМ-методом
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чинах наличия (отсутствия) целевых свойств и информа-
цию, являющуюся результатом накопленного опыта.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Поведенные эксперименты хорошо согласуются с

предлагаемой моделью процесса персонализации. Рас-
параллеливание осуществлено с помощью технологий
OpenMP и MS MPI на языке программирования С++ в
операционной системе Microsoft Windows Compute
Cluster Server 2003 на четырехядерных вычислителях Intel
Core 2 Quad CPU Q8200 @2.33GHz. Веб-интерфейс реа-
лизован с помощью языка гипертекстовой разметки
HTML, каскадных таблиц стилей CSS и скриптового язы-
ка JavaScript. Программное обеспечение для мобиль-
ных агентов реализовано на платформе .NET Framework
с использованием языка C# для операционной системы
Windows и Windows Mobile. Язык JavaScript позволил
получить максимально полную информацию о стране
пользователя, которая применялась для автоматической
локализации страницы, а также размеры дисплея, что
позволило автоматически перестраивать ресурс в зави-
симости от них.

Кластеризация пользователей является одной из са-
мых трудоемких подзадач при веб-персонализации, по-
скольку требуется обработка большого объема данных.
Поэтому для ускорения вычислений самоорганизующи-
еся карты Кохонена были адаптированы под SMP систе-
мы. Для проведения вычислительных экспериментов
использована база данных компании Маркет Репорт [12].
Было подано множество образцов 1{ ,..., }MIPU IPU IPU= ,

где ( )1 ,...,
Tj j j

mIPU ipu ipu= , 1,j M= . Сеть состоит из

одного слоя, имеет m входных нейронов, соответствую-
щих координатам рассматриваемых образцов, и 2k  вы-
ходных нейронов, представляющих собой квадратную
решетку размером k k× .

Параллельная реализация на системах с общей памя-
тью, включающих p вычислителей, основана на одно-
временной работе максимально возможного количества

нейронов в одной группе ( )max ,Group p k . Количествоо
операций последовательного алгоритма обучения ней-

а б в

Рисунок 3 – Результаты кластеризации: а – визуализация данных на основе прямоугольных кусочно-гладких карт Кохонена;
б – график ускорения; в – график эффективности; для ускорение используется величина Acc; для эффективности Perf
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5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты моделирования параллельной реализации

сети Кохонена для 250 посетителей веб-ресурса приведе-
ны на рис. 3.

На рис. 3а темным цветом отмечены украинские по-
сетители, светлым цветом – зарубежные пользователи.
Из рисунка видно, что все пользователи разбиты на 4
кластера, причем большинство посетителей сосредото-
чено в одном кластере. Экспериментальный анализ по-
казал, что для параллельной реализации кластеризации
пользователей наиболее целесообразно выбирать коли-
чество ускорителей p кратное величине k2. Таким обра-
зом, наибольший выигрыш по времени получается в том
случае, когда в зависимости от размерности входных дан-
ных выбрана соответствующая конфигурация вычисли-
тельной системы (рис. 3б, 3в).

Для разработанного веб-ресурса на основе выявлен-
ной категории пользователей с помощью самооргани-
зующейся сети Кохонена осуществлена адаптация ин-
формационного наполнения сайта (рис. 4).

Для пользователей, первый раз посетивших веб-ре-
сурс, отображается стартовая страница. В зависимости
от полученных данных о пользователе (страна, размер
дисплея, пол, возраст и т. д.) на главную страницу выно-
сятся различные разделы. Так, на рис. 4 а для посетителя
мужского пола можно заметить, что в области, обозна-
ченной схематически цифрой , есть раздел «Спорт».
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Рисунок 4 – Персонализация: а – для молодых мужчин, местожительство которых Украина, предлагается реклама ножей; б – для
девушек, проживающих за рубежом, предлагается реклама косметики

а б

В то же время, как показано на рис. 4б, для женской ауди-
тории скрыт этот раздел и добавлен раздел «Мода», от
выбранного пользователем цвета, подстроен фон сайта.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложенный на основе обобщенной модели ме-

тод позволяет решать комплексную задачу адаптации
веб-портала совместно с предоставлением специализи-
рованных услуг в отличие от подходов, в которых Интер-
нет-портал постоянно совершенствуется, опираясь на
информационную потребность пользователя. Предло-
женный метод отличается тем, что кластеризация пользо-
вателей выполнена благодаря построенным информа-
ционным портретам на основе выдвинутых гипотез о
наличии или отсутствии определенных свойств пользо-
вателя и с учетом посещения им интересных страниц, в
отличие от подходов, в которых кластеризация пользова-
телей осуществляется на основании сходства сеансов по
времени посещения веб-страниц, обнаружения шабло-
нов поведения по историческим веб-сессиям и с исполь-
зованием метода роевого интеллекта [1–5].

Эффективность использования предложенного ме-
тода при увеличении количества посетителей Интернет-
портала повысится, если в конфигурации вычислитель-
ной системы увеличить количество вычислителей до ве-
личины, кратной размерности карты Кохонена. При этом
целесообразно увеличить количество персональных
агентов, которые смогут адаптироваться под инцидент
персонализированного общения с клиентом для более
длительного удержания его на сайте.

ВЫВОДЫ
В работе решена актуальная задача персонификации

веб-портала, предоставляющего бизнес услуги.
Научная новизна полученных результатов состоит в

том, что получила дальнейшее развитие обобщенная
модель адаптации специализированного веб-портала,
которая в отличие от существующих, описывает взаимо-
действие веб-интерфейса, блока интеллектуальных ме-
тодов, агентского блока, блока накопления и анализа опы-
та, благодаря сочетанию интеллектуального анализа дан-
ных для решения задач предоставления сервиса ,
адаптации самоорганизующихся карт Кохонена под сим-
метричные мультипроцессоры для параллельной кате-
горизации большого количества Интернет-пользовате-
лей, динамического распределения ролей между агента-

ми для управления различными инцидентами в зависи-
мости от предоставляемого сервиса, что позволяет улуч-
шить качество обслуживания, ускорить информацион-
ный поиск, исключить неинтересные страницы, а также
дольше удерживать клиентов за счет учета предпочте-
ний пользователей. Впервые предложена объектная мо-
дель документов Веб-портала в виде графа, в которой в
качестве узлов выступают страницы и их составные эле-
менты, каждый из которых является потомком и/или пред-
ком другого элемента, а дуги – переходы между ними,
благодаря чему можно определить путь до элементов,
содержащих интересующую пользователя информацию,
что позволило персонализировать контент сайта. Также
в работе впервые предложен метод персонализации
Интернет-сервиса, в котором выявление причинно-след-
ственных закономерностей обусловило возможность
выработки гипотез о наличии или отсутствии опреде-
ленных свойств пользователя; на основе собранной о
нем информации, по его серфингу в Интернете постро-
ен информационный портрет пользователя, благодаря
которому осуществлена  ускоренная кластеризация
пользователей, что позволило настраивать контент, осу-
ществлять консультации в режиме реального времени,
предоставлять актуальную информацию по различным
аспектам предлагаемого сервиса.

Практическая значимость полученных результатов
заключается в том, что разработано программное обес-
печение и веб-интерфейс, реализующие предложенные
модели и метод, используемые при проведении вычис-
лительных экспериментов по верификации модели, оцен-
ки адекватности и исследованию свойств моделей и ме-
тода. Разработанный веб-ресурс позволяет настраивать
информационное наполнение (навигацию, поисковую
поддержку, персонализацию веб-приложений, веб-рек-
ламу и т.д.) в зависимости от состояния внешней среды и
от индивидуальных предпочтений пользователя, а также
позволяет рекомендовать предложенные модели и ме-
тод для построения систем, направленных на продвиже-
ние товаров и услуг в сети, предоставление различных
сервисов или отдельных его составных частей, для раз-
вития бизнеса. В результате собранной и проанализиро-
ванной информации о пользовательских предпочтениях
сформированы кластеры пользователей со схожими
свойствами, благодаря чему осуществлена персонали-
зация Web-пространства.
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Перспективы дальнейших исследований заключают-
ся в том, чтобы ускорить обработку персональных дан-
ных пользователей большого объема с использованием
распределённой файловой системы Hadoop, а также осу-
ществить персонализацию веб-ресурса для каждого
пользователя с учетом его предпочтений.
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РОЗРОБКА СИСТЕМИ ПЕРСОНАЛІЗАЦІЇ СПЕЦІАЛІЗОВАНОГО ВЕБ-ПОРТАЛУ
Актуальність. Вирішено актуальне завдання персоніфікації веб-порталу, який надає бізнес сервіси (телемедицина, консультації,

віддалений моніторинг, дистанційна освіта і т.д.).
Мета роботи – розробка системи персоніфікації веб-порталу, який надає спеціалізовані послуги, що дозволяє враховувати перева-

ги користувачів з метою поліпшення якості обслуговування, прискорення інформаційного пошуку, виключення нецікавих сторінок, а
також утримання клієнтів.

Метод. Запропоновано узагальнену модель процесу персоналізації Інтернет-сервісу, в якій на основі поєднання агентських і
нейромережевих технологій запропонований метод адаптації веб-ресурсу, що автоматично генерує контент для певних категорій
Інтернет-користувачів. Також запропонована об’єктна модель документів сайту у вигляді графа для пошуку актуальної інформації, що
дозволило здійснити персоналізацію. Використання мультиагентної структури дозволило здійснити взаємодію компонентів розробленої
моделі. Метод включає сукупність наступний дій: автоматичне вироблення гіпотез, що дає можливість визначити наявність або відсутність
цільових властивостей користувача; аналіз поведінки користувача на його серфінгу в Інтернеті, що дозволяє видавати більш релевантні
результати; побудова інформаційного портрета для збору статистично значущою сукупності інформаційних характеристик з метою
планування подальших дій; паралельна кластеризація користувачів з використанням самоорганізуючих карт Кохонена з метою приско-
рення обробки великих даних. Для прискорення обчислень самоорганізуючі карти Кохонена адаптовані під симетричні мультипроце-
сори системи. Показано, що для зменшення часу обчислень необхідно вибирати конфігурацію обчислювальної системи кратну розм-
ірності вхідних даних.

Результати. Розроблено програмне забезпечення та веб-інтерфейс, що реалізують запропоновані моделі і метод, що використо-
вуються при проведенні обчислювальних експериментів по верифікації моделі, оцінки адекватності, дослідженню властивостей моделі
та методу.

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованих моделей та методів. Застосування сукупності
методів і засобів може бути використано на практиці для просування товарів і послуг в мережі, для надання різних сервісів або окремих
його складових частин, для розвитку бізнесу.

Ключові слова: персоналізація, ДСМ-метод, нейромережева кластеризація, мультиагентна система, інформаційний портрет ко-
ристувача.
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DEVELOPMENT OF PERSONALIZATION SYSTEM OF SPECIALIZED WEB PORTAL
Context. The actual task of personifying a Web portal providing business services (telemedicine, consultations, remote monitoring,

distance education, etc.) has been solved.
Objective - development of a personalization system for a web portal that provides specialized services, which allows to take into account

preferences of users for the improvement of quality of service, an acceleration of information search, an exception of uninteresting pages, and
а customer retention.

Method. The generalized process personalization model of Internet service is offered. The method of adaptation of the Web-resource
based on the combination of agent and neural network technologies is proposed in a model which automatically generates content for certain
categories of Internet users. The document object model of site in a graph form to search of relevant information was proposed that allows the
site personalization. The use of multi-agent structure allowed to realize interaction of the components of the developed model. The method
includes the following actions: automatic generation of hypotheses, which determines the presence or absence of target properties of the user;
analysis of the user’s behavior on his surfing the Internet that allows to give more relevant results; construction of information portrait for
collection statistically significant set of information characteristics for the purpose of planning of further actions; parallel clustering of users
with use of the self-organizing Kohonen maps for the purpose of an acceleration of processing big data. The self-organizing Kohonen maps
are adapted to symmetric multiprocessing system for accelerating computations. Thus, the configuration of the computing system shall be a
multiple of the dimension of the input data for reduction of computation time.

Results. For the proposed models and method, software and a web interface are developed. They are used to realization computing
experiments to verification of the models, valuation of the adequacy and study the properties of the model and method.

Conclusions. The conducted experiments have confirmed the proposed models and methods. The use of a set of methods and tools can
be used in practice to promote goods and services in the network, to provide various services or individual parts of it, for business development.

Keywords: personalization, JSM-method, neural network clustering, multi-agent system, informative portrait of user.
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ОБОБЩЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
МИКРОПРОГРАММНОГО АВТОМАТА НА СЧЕТЧИКЕ

Актуальность. Решена задача разработки структурных модификаций микропрограммного автомата на счетчике, которые
могут способствовать снижению аппаратурных затрат в логической схеме микропрограммного автомата по сравнению с известными
структурами.

Цель работы – обобщение структурных особенностей микропрограммного автомата на счетчике с использованием
математической модели на основе промежуточной алгебры переходов.

Метод. Проанализирована известная математическая модель микропрограммного автомата на счетчике, основанная на
представлении функции переходов в виде двух частичных функций. Использование в структуре автомата инкрементного счетчика
выражается в данной модели промежуточной алгеброй переходов, сигнатура которой образована единственной функцией инкремента.
При этом аргументом функции является код текущего состояния автомата, интерпретируемый как целое число без знака. Для
рассмотренной математической модели сделан ряд обобщений в части количества промежуточных алгебр переходов, их сигнатур и
носителей. Проанализированы изменения в математической модели и структуре автомата на счетчике, являющиеся следствием
сделанных обобщений.

Результаты. На основании сделанных обобщений получены обобщенные структурная схема и математическая модель
микропрограммного автомата с неканоническим способом реализации функции переходов. Проведены экспериментальны
исследования эффективности разработанной обобщенной структуры МПА по критерию аппаратурных затрат.

Выводы. Полученные в данной работе результаты могут быть использованы при разработке новых структур и формальных
методов синтеза микропрограммных автоматов с неканонической реализацией функции переходов, ориентированных на оптимизацию
аппаратурных затрат в логической схеме автомата.

Ключевые слова: микропрограммный автомат на счетчике, математическая модель, промежуточная алгебра переходов,
аппаратурные затраты.

НОМЕНКЛАТУРА
МПА – микропрограммный автомат;
КС – комбинационная схема;
MX – мультиплексор;
РП – регистр памяти;
СФМО – схема формирования микроопераций;
ГСА – граф-схема алгоритма;
ЛПС – линейная последовательность состояний;
ПК – прямой код;
ДК – дополнительный код;
T – структурный (двоичный) код текущего состоя-

ния;

iT  – разряд структурного кода текущего состояния;
R – разрядность кода состояния;
X – множество входных сигналов;
Y – множество микроопераций, формируемых авто-

матом;
δ  – абстрактная функция переходов;
d  – структурная функция переходов (структурный

код состояния перехода);
iD  – разряд структурного кода состояния перехода;

iδ  – частичная абстрактная функция переходов;

id  – частичная структурная функция переходов;

δG  – абстрактная алгебра переходов;

dG  – структурная алгебра переходов;

i
Gδ  – абстрактная подалгебра переходов;

idG  – структурная подалгебра переходов;

IG  – промежуточная алгебра переходов;

A – множество состояний автомата;
ia  – состояние автомата;

)( iI aK  – промежуточный код состояния ia ;

i
Aδ  – множество состояний, входящих в носитель по-

далгебры i
Gδ ;
)(

i
AK I δ  – множество промежуточных кодов состо-

яний из множества i
Aδ ;

IncO  – операция инкремента;

DecO  – операция декремента;

IN  – количество промежуточных алгебр переходов;

)( iS aK  – структурный (двоичный) код состояния  ia ;

ix  – входной сигнал автомата;

)( iI xK  – промежуточный код входного сигнала ix ;

i
X δ  – множество входных сигналов, входящих в но-

ситель подалгебры i
Gδ ;

)(
i

XK I δ  – множество промежуточных кодов вход-
ных сигналов из множества i

X δ ;
L1 – блок логического сдвига на один разряд влево;
Σ  – сумматор;
Z – сигнал управления мультиплексором;
Z – структурный блок, формирующий сигнал Z (Z-

подсхема).
M – количество состояний автомата;
B – количество переходов автомата;
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N – количество микроопераций, формируемых авто-
матом;

E – эффективность МПА по критерию аппаратурных
затрат;

k1 – коэффициент минимизации аппаратурных зат-
рат;

k2 – доля автоматных переходов, реализуемых опера-
ционным способом;

k3 – коэффициент эффективности использования
блочной памяти ПЛИС FPGA.

ВВЕДЕНИЕ
Одним из центральных узлов современных вычисли-

тельных систем является устройство управления, коор-
динирующее работу всех блоков системы [1]. Одним из
способов реализации устройства управления является
МПА, логическая схема которого характеризуется отно-
сительно высоким быстродействием при значительных
аппаратурных затратах [2]. При этом актуальной науч-
ной задачей является разработка новых структур МПА,
обладающих меньшими затратами аппаратуры по срав-
нению с известными структурами [2–4].

Одной из структурных разновидностей МПА являет-
ся микропрограммный автомат на счетчике (C-автомат)
[3]. В нем часть микропрограммных переходов реализу-
ется каноническим способом по системе булевых урав-
нений, часть – с помощью инкрементного счетчика.
Поскольку аппаратурные затраты в схеме счетчика не
зависят от числа реализуемых с его помощью автомат-
ных переходов, выигрыш в аппаратурных затратах в ло-
гической схеме МПА со счетчиком возрастает с увели-
чением доли таких переходов.

В настоящей работе для микропрограммного авто-
мата на счетчике предлагается ряд обобщений, приво-
дящих к различным структурным модификациям. Це-
лью работы является формализация данных обобщений
на уровне математических и структурных моделей.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Основной научной задачей, решаемой в данной ра-

боте, является разработка новых модификаций формаль-
ной математической модели автомата на счетчике, при-

водящих к соответствующим модификациям структуры
автомата. Модификации математической модели пред-
ставлены в виде обобщений, логически следующих из
структурных особенностей автомата. Данную задачу
следует рассматривать как часть более общей научно-
практической задачи разработки новых структур и мето-
дов синтеза микропрограммных автоматов, способству-
ющих уменьшению аппаратурных затрат в логической
схеме автомата.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Структурная схема автомата на счетчике приведена

на рис. 1 [5]. Здесь комбинационная схема 1
КСd  пред-

ставляет собой R-разрядный инкрементор, где R – раз-
рядность структурного (двоичного) кода состояния ав-
томата. На вход инкрементора подается код текущего
состояния T, на выходе формируется т.н. частичная струк-
турная функция переходов, обозначенная символом 1d .
Термин «частичная» подразумевает, что с помощью
инкрементора реализуется лишь часть переходов авто-
мата, причем, согласно [3], выигрыш в аппаратурных
затратах при использовании C-автомата по сравнению с
каноническим МПА [2] оказывается тем выше, чем боль-
шая доля переходов реализуется данным способом. Под
термином «структурная» следует понимать представле-
ние аргументов и значений функции в виде векторов
структурного (двоичного) алфавита.

Вторая часть переходов реализуется блоком 
2

КСd ,
который синтезируется по системе булевых уравнений
аналогично схеме формирования переходов в канони-
ческом МПА [2] и формирует частичную структурную
функцию переходов 2d  на основании кода T и множе-
ства структурных входных сигналов }..., ,{ 1 LxxX = .

Выходы блоков 
1

КСd  и 
2

КСd  поступают в R-разряд-
ный мультиплексор MX, формирующий структурную
функцию перехода d, соответствующую коду состояния
перехода автомата. Управление мультиплексором осу-
ществляется блоком incКС  в соответствии со значения-
ми сигналов T и X. Сигнал Inc принимает нулевое значе-

 

X 

Inc 

2dКС  

(каноническая 
реализация) 

1dКС  
(инкрементор) 

 IncКС  

MX РП СФМО 
d 

d1

d2

Y T 

Рисунок 1 – Структурная схема автомата на счетчике
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ние при переходах, реализуемых функцией 1d , и единич-
ное значение при переходах, реализуемых функцией 2d .

Также в структуру входят регистр памяти и схема фор-
мирования микроопераций, назначение и архитектура
которых аналогичны канонической структуре МПА [2].
Наличие связи, показанной пунктиром, позволяет считать
данную структуру автоматом Мили, отсутствие – авто-
матом Мура.

В работе [5] предложена математическая модель авто-
мата на счетчике, основанная на представлении функции
переходов автомата в виде двух частичных функций и пред-
ставляемая следующей системой изоморфизмов алгебр:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

↔↔
↔

δ

δ

.
;

11 dI

d
GGG

GG (1)

Здесь каждая алгебра представляет собой совокуп-
ность сигнатуры и носителя [6, 7]. Структура алгебр под-
робно рассмотрена в [5]. Сигнатура каждой алгебры
образована соответствующей функцией, носитель –
множествами ее аргументов и значений.

Изоморфизм dGG ↔δ  устанавливает взаимно-одно-
значное соответствие между абстрактным автоматом
(задаваемым, например, в форме ГСА, [2]) и структур-
ным C-автоматом. Это выражается в том, что каждому
состоянию и входному сигналу автомата ставится в со-
ответствие уникальный структурный код, а каждому пе-
реходу в абстрактном автомате – единственный переход
в структурном автомате. В C-автомате существование
данного изоморфизма не зависит от способа разбиения
функции переходов автомата на частичные функции [5].

Второй изоморфизм в системе (1) включает в себя
три изоморфизма: 11 dGG ↔δ , IGG ↔δ1  и 1dI GG ↔ .
Подалгебры 

1δG  и 
1dG  соответствуют той части перехо-

дов автомата, которая реализуется с помощью инкре-
ментора. Возможность использования инкрементора
обеспечивается существованием изоморфизмов данных
подалгебр с промежуточной алгеброй переходов IG ,
сигнатура которой образована функцией инкремента, а
носитель представляет собой подмножество натураль-
ных чисел. Это вызвано тем, что в используемая в
C-автомате операция инкремента IncO  определена для
скалярных величин. Согласно [3], в процессе синтеза C-
автомата на этапе формирования линейных последова-
тельностей состояний каждое состояние ia ∈ A, входя-
щее в носитель подалгебры 1δG , получает уникальный
«скалярный» (промежуточный) код )( iI aK  из множе-
ства натуральных чисел. «Скалярные» коды назначают-
ся всем состояниям, переходы в которые или переходы
из которых выполняются с помощью операции инкре-
мента. Таким образом, результатом кодирования состо-
яний, присутствующих в носителе подалгебры 

1δG , яв-

ляется множество скалярных кодов )(
1δAKI . Состояния,

отсутствующие в носителе 1δG , «скалярных» кодов не
получают.

Таким образом, носитель алгебры переходов IG  со-

держит множество )(
1δAKI , сигнатура – операцию IncO :

>=< δ }{ )},({
1 IncII OAKG . (2)

В данном выражении операция IncO  есть множество
кортежей вида

>< )( ),( jIiI aKaK , (3)

где  )( iI aK , )( jI aK ∈ )(
1δAKI . Поскольку множествоство

входных сигналов X не является аргументом операции

IncO , оно отсутствует в носителе алгебры IG , а его эле-
менты – в кортеже (3).

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Сделаем для автомата на счетчике ряд обобщений.
Обобщение 1. В сигнатуре промежуточной алгебры

переходов может использоваться операция, отличная от
операции инкремента.

В процессе синтеза C-автомата при кодировании со-
стояний в исходной ГСА выделяют т.н. линейные после-
довательности состояний (ЛПС), в пределах которых пе-
реходы выполняются с помощью операции инкремента
[4]. Кодирование состояний в пределах ЛПС выполняет-
ся в естественном порядке – так, чтобы десятичная ин-
терпретация кода каждого следующего состояния была
на единицу больше, чем у предыдущего состояния.

Заметим, что ничто не мешает в пределах ЛПС вы-
полнить кодирование состояний в порядке убывания
десятичных значений кодов состояний, что позволит ре-
ализовывать соответствующие переходы с помощью
операции декремента. При этом в выражении (2) опера-
ция инкремента IncO  будет заменена операцией декре-

мента DecO , а в структуре на рис. 1 блок 1
КСd  будет

представлять собой R-разрядный декрементор. Такой
автомат может быть назван D-автоматом, а методика его
синтеза подобна С-автомату.

В более общем случае можно утверждать, что в сигна-
туре промежуточной алгебры переходов может исполь-
зоваться любая операция над кодами состояний (не толь-
ко инкремент или декремент). Операция может быть оп-
ределена как на множестве промежуточных кодов
состояний (сложение или вычитание с константой, умно-
жение или деление на константу, возведение в квадрат,
извлечение корня и т.п.), так и на множестве структурных
(двоичных) кодов состояний (конъюнкция или дизъюнк-
ция с константой, логический или циклический сдвиг, ин-
версия всех или отдельных битов и т.п.) Допустимо вы-
полнение таких операций над частью двоичных разрядов
кода состояния. Таким образом, никаких принципиальных
ограничений на выбор операции, используемой в сигна-
туре промежуточной алгебры, не существует.

Как было отмечено, эффективность C-автомата по
аппаратурным затратам обусловлена тем, что затраты
аппаратуры в инкременторе не зависят (при фиксиро-
ванной разрядности структурного кода состояния) от
числа автоматных переходов, реализуемых данным бло-
ком. Выдвинем подобное требование к любой опера-
ции, используемой в сигнатуре промежуточной алгеб-
ры переходов. Как и в случае C-автомата, эффективность
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Рисунок 2 – Граф-схема алгоритма 1Γ

по аппаратурным затратам будет тем выше, чем боль-
шее число переходов реализуется посредством данной
операции.

Обобщение 2. Алгебраический синтез автомата допус-
кает использование нескольких промежуточных алгебр.

Пусть микропрограммный автомат Мура задан ГСА

1Γ  (рис. 2).

Выделим в 1Γ  две ЛПС: <a0, a1, a2, a3> и <a0, a4, a5>.
Зададим состояниям промежуточные коды из множе-
ства  натуральных чисел  следующим образом:

2)( 0 =aKI ,  3)( 1 =aK I ,  4)( 2 =aKI ,  5)( 3 =aKI ,
1)( 4 =aKI , 0)( 5 =aKI . Можно заметить, что при дан-

ных значениях промежуточных кодов состояний перехо-
ды в пределах первой ЛПС могут быть выполнены с по-
мощью операции инкремента, в пределах второй ЛПС –
с помощью операции декремента. Переход из состоя-
ния 5a  с кодом 0 в состояние 0a  с кодом 2 не может быть
выполнен с помощью одной из этих операций и должен
быть реализован каноническим способом по системе
булевых уравнений.

Таким образом, можно говорить о трех частичных
функциях переходов: функция 1δ  определяет переходы
внутри первой ЛПС, 2δ  – внутри второй ЛПС, 3δ  опре-
деляет «канонический» переход 5a → 0a . Подобное раз-
биение позволяет сформировать две промежуточных
алгебры переходов, первая из которых определяется вы-
ражением (1), вторая – выражением (1), в котором IncO
заменена на DecO . Соответственно, математическая мо-
дель полученного автомата, по аналогии с (1), представ-
ляется выражением (4).
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В общем случае количество промежуточных алгебр
может быть больше двух (в предельном случае – равно
количеству переходов автомата). При этом система (4)
примет следующий вид:
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Отметим, что целесообразность использования не-
скольких промежуточных алгебр определяется, помимо
выигрыша в аппаратурных затратах, сложностью синте-
за автомата, связанной с поиском необходимого разбие-
ния функции переходов на частичные функции, выбо-
ром операций и специальным кодированием состояний.

Обобщение 3. В промежуточных алгебрах допусти-
мы различные интерпретации структурных кодов состо-
яний.

В структурной алгебре переходов dG  код состояния
есть битовый вектор, уникальный в рамках используе-
мого множества структурных кодов состояний. В вычис-
лительной технике битовый вектор рассматривается не
только как уникальный набор битов, но и допускает раз-
личную числовую (скалярную) интерпретацию [8]. Та-
кими интерпретациями могут быть: число с фиксиро-
ванной запятой (без знака, в прямом, обратном или до-
полнительном кодах), число с плавающей запятой
(нормализованное, денормализованное, различной точ-
ности), число в двоично-десятичном формате (упакован-
ное, неупакованное) и другие.

При фиксированном количестве двоичных разрядов
каждый из данных форматов соответствует некоторому
множеству чисел, над которым может быть определено
множество операций различной арности. При этом лю-
бая операция может быть реализована схемным путем в
большинстве известных элементных базисов, зачастую
допуская различные архитектурные варианты реализа-
ции, характеризующиеся затратами аппаратуры, быст-
родействием, регулярностью, универсальностью и т.д.

Один и тот же автоматный переход, рассматривае-
мый как преобразование одного структурного (двоич-
ного) вектора в другой, может быть реализован при раз-
личных интерпретациях структурных кодов состояний.
Пусть, например, для состояния ia  известен структур-
ный код )( iS aK =1110101112. Данный код может интерпре-
тироваться как целое без знака, равное 23510, либо как
целое в прямом коде, равное –107ПК, либо как целое в
дополнительном коде, равное –21ДК.

Пусть в автомате выполняется переход из состояния

ia  в состояние ja , при котором требуется преобразо-о-

вать код состояния  )( iS aK  = 1110101112 = 23510 = –107ПК =
–21ДК в код )( jS aK  = 000101002 = 2010 = +20ПК = +20ДК.
Понятно, что в зависимости от числового формата ко-
дов состояний буду использованы различные операции.
Так, в беззнаковом десятичном формате такой опера-
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ций будет сложение с константой 4110, в прямом коде –
сложение с константой +127ПК, в дополнительном коде –
сложение с константой +41ДК. При этом каждая из этих
операций дает в результате нужный битовый вектор

)( iS aK  = 111010112.
Более того, при использовании некоторого числового

формата одно и то же преобразование двоичных векто-
ров может быть выполнено с помощью различных опе-
раций. Так, преобразование кода )( iS aK = –21ДК в кодд

)( jS aK = +20ДК может быть выполнено с помощью опе-
раций « )( iS aK +41ДК», «( )( iS aK +1)*(–1)», « )( iS aK *(–
1)+1». Все эти операции, фактически, выполняют преоб-
разование двоичного вектора 11101011 в вектор 00010100.

Заметим, что в рассматриваемом примере наиболее
быстрым и экономным способом преобразования

)( iS aK =111010112 в )( iS aK =111010112 является опера-
ция поразрядной инверсии. Однако целесообразность
использования той или иной операции зависит от того,
какое суммарное количество автоматных переходов мо-
жет быть реализовано с помощью данной операции в
проектируемом МПА.

Обобщение 4. Входные сигналы автомата могут выс-
тупать в качестве аргументов операции, образующей
сигнатуру промежуточной алгебры переходов.

В соответствии с обобщением 3, в промежуточной
алгебре переходов структурный код состояния интерпре-
тируется как некоторая скалярная или векторная вели-
чина. Вместе с тем свою интерпретацию могут иметь и
структурные коды входных сигналов, причем интерпре-
тации кодов состояний и входных сигналов могут как
совпадать, так и быть различными.

Пусть некоторая ГСА 2Γ , отмеченная состояниями
автомата Мили, содержит фрагмент, изображенный на
рис. 3. Данный фрагмент содержит два условных пере-
хода из состояния 1a , которым в каноническом МПА
соответствуют два различных терма в системе булевых
уравнений функции переходов.

В автомате на счетчике любой из этих переходов (но
не оба сразу) может быть реализован с помощью опера-
ции инкремента, другой – каноническим способом. Спо-
соб реализации того или иного перехода определяет блок

IncКС , реализующий функцию

) ,( XTIncInc = . (6)

 

a1 

a2 a3 

x1 1 0 

Рисунок 3 – Фрагмент ГСА 2Γ

Как и в каноническом МПА, в системе уравнений

блока IncКС  каждому переходу соответствует уникаль-
ный булев терм, включающий прямое или инверсное

значение переменной 1x . В то же время на вход инкре-
ментора сигналы X не поступают, поскольку не являют-
ся аргументами операции инкремента.

По аналогии с C-автоматом дадим кодам состояний
скалярную интерпретацию в формате целых чисел без
знака, получив таким образом множество промежуточ-
ных кодов состояний )( iI aK . Реализуем оба перехода из
состояния 1a  с помощью одной операции 1O ,  представ-
ляемой в виде интервальной функции (7).
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Интерпретируем логическое значение переменной

1x  как скалярную величину в том же формате, что и
промежуточные коды состояний. Таким образом, про-
межуточными кодами переменной 1x  могут быть коды

)( 1xKI =010 или )( 1xKI =110. Это позволяет преобразовать
выражение (7) к неинтервальному виду:

)(2)( 11 xKaKO IiI +⋅= . (8)

Пусть )( 1aKI =5. Тогда могут быть определены про-

межуточные коды состояний переходов )( 2aK I  и

)( 2aKI : при 1x =1 получаем )( 2aKI =

= )(2)( 11 xKaK II +⋅ =5·2+1=1110, при 1x =0 получаем

)( 3aKI = )(2)( 11 xKaK II +⋅ =5·2+0=1010. Результаты ис-
пользования выражения (8) должны учитываться при
кодировании остальных состояний ГСА.

Логическая схема блока  
1

КСO , реализующая опера-
цию 1O , может быть такой, как на рис. 4. В ней блок «L1»
реализует операцию логического сдвига R-разрядного
структурного кода состояния на один разряд влево, что
для беззнаковых целых чисел эквивалентно умножению
на 2. Сумматор (блок «Σ») организован таким образом,

T1 x1 

L1 

Σ 

TR 

D1 DR 

1
КСO

… 

…

… 
Рисунок 4 – Функциональная схема, соответствующая

операции 1O
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что значение сигнала 1x  прибавляется к младшему раз-
ряду кода текущего состояния.

Особенностью блока 
1

КСO  является то, что на его
вход, помимо кода состояния T, подается входной сигнал

1x , используемый в операции 1O  в качестве слагаемогоо
и непосредственно влияющий на ее результат. Таким
образом, в отличие от операции инкремента, 1O  являет-
ся операцией условного перехода и должна выполнять-
ся автоматом при переходе из состояния 1a  независимо
от текущего значения 1x .

При использовании операций, подобных 1O , в струк-
туре автомата должен использоваться блок, управляющий
мультиплексором подобно блоку IncКС  в автомате на
счетчике. Поскольку в нашем примере операция 1O  со-
поставляется не отдельному автоматному переходу, а всем
переходам из состояния 1a , блок управления мультиплек-
сором (назовем его Z-подсхемой) инициирует ее выпол-
нение лишь по коду состояния 1a , что в системе булевых
уравнений Z-подсхемы соответствует единственному тер-
му, образованному переменными T1, …, TR и не содержа-
щему переменных из множества X. Если бы переходы из
состояния 1a  (рис. 3) реализовывались двумя различны-
ми операциями, каждой из них соответствовал в системе
уравнений Z-подсхемы соответствовал бы отдельный
терм, образованный переменными T1, …, TR , 1x . Таким
образом, применение условных операций, использующих
входные сигналы в качестве аргументов, может способ-
ствовать упрощению схемы управления мультиплексо-
ром. Однако при этом следует учитывать аппаратурные
затраты в схеме, реализующей условную операцию, ко-
торые могут нивелировать выигрыш в Z-подсхеме.

Как было отмечено при изложении обобщения 1,
выигрыш в аппаратурных затратах от использования
операций оказывается тем выше, чем больше переходов
реализует каждая операция. В отношении условных опе-
раций переходов, подобных 1O , следует ожидать, что ко-
личество переходов, реализуемых такой операцией в
рамках заданной ГСА, будет относительно небольшим
(по сравнению с той же операцией инкремента). Одна-
ко, поскольку (исходя из обобщения 2) использование
условных операций не исключает одновременного ис-
пользования операций, не использующих входные сиг-
налы в качестве аргументов, целесообразность подхода,
определяемого обобщением 4, может следовать только
из результирующих характеристик логической схемы
автомата.

Способы использования входных сигналов в операци-
ях переходов могут быть различными. Все способы ин-
терпретации структурных кодов состояний (см. обобще-
ние 3) в той или иной степени применимы и к структур-
ным входным сигналам. В общем случае выбор способа
интерпретации входных сигналов не является очевидным.

Если входные сигналы являются аргументам опера-
ции из сигнатуры промежуточной алгебры переходов,
выражение (2), задающее данную алгебру, принимает
следующий вид:

>=< δδ }{ )},(),({ 111
OXKAKG III , (9)

где операция 1O  формально представлена множествомм
векторов вида (10).

>< )( ),( ),( kIjIiI xKaKaK , (10)

в которых где  )( iI aK , )( jI aK  ∈   )(
1δAKI , )( kI xK ∈

)(
1δXKI .

Обобщение 5. Количество промежуточных алгебр
может совпадать с количеством частичных функций пе-
реходов.

В примере, приведенном для обобщения 2 (ГСА 1Γ ,
рис. 2) переход из состояния 5a  в состояние 0a  при выб-
ранных значениях промежуточных кодов состояний
( 0)( 5 =aKI , 2)( 0 =aKI ) не может быть выполнен с по-
мощью операций инкремента или декремента, вслед-
ствие чего должен быть реализован каноническим спо-
собом по системе булевых уравнений.

Однако ничто не мешает для реализации данного пе-
рехода использовать третью операцию, результатом ко-
торой над аргументом 0 является значение 2. Согласно
обобщению 2, данное преобразование может быть вы-
полнено с помощью различных операций: сложение с
константой 2, инверсия второго справа двоичного раз-
ряда и т.п. При этом в математическую модель автомата
добавится третья промежуточная алгебра переходов,
носитель которой образован промежуточными кодами
состояний 0a  и 5a , а сигнатура содержит выбранную
операцию.

В результате все переходы автомата будут реализова-
ны операционным способом, и не один переход не бу-
дет реализован каноническим способом по системе бу-
левых уравнений. Хотя реализация единственного пере-
хода с помощью отдельной операции с точки зрения
аппаратурных затрат обычно менее оптимальна, чем его
каноническая реализация, ничто не мешает использо-
вать данную операцию для реализации других перехо-
дов автомата. В общем случае допустимы ситуации, ког-
да в автомате, содержащем сотни переходов, все без ис-
ключения переходы реализуются с помощью нескольких
операций, каждая из которых обеспечивает реализацию
нескольких десятков переходов. Поскольку затраты ап-
паратуры в логической схеме каждой из операций не
зависят от количества реализуемых переходов, следует
ожидать существенной экономии аппаратурных затрат
по сравнению с каноническим автоматом. Безусловно,
данный подход требует разработки специальных мето-
дов синтеза МПА, включающих такие этапы, как выбор
множества операций, разбиение функции переходов на
частичные функции, кодирование состояний, схемная
реализация операций и другие.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Сделанные обобщения позволяют построить обоб-

щенную структуру микропрограммного автомата, ис-
пользующего неканонические способы преобразования
кодов состояний (рис. 5).

В данной структуре блоки 1
КСd , …, 

INdКС  соответ-

ствуют операциям, образующим сигнатуры IN  проме-
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d 

Рисунок 5 – Обобщенная структурная схема микропрограммного автомата, использующего неканонические способы преобразова-
ния кодов состояний

жуточных алгебр переходов. Согласно обобщению 1,
каждый из этих блоков может имплементировать любую
операцию, которая входит в сигнатуру промежуточной
алгебры переходов. При этом аппаратурные затраты в
таком блоке не должны зависеть от количества перехо-
дов, реализуемых данным блоком. Блок 

1
КС

+INd  не отож-

дествляется с промежуточной алгеброй переходов и ре-
ализует подмножество переходов автомата каноничес-
ким способом по системе булевых уравнений. Согласно
обобщению 4, каждый из блоков 

1
КСd , …, 

INdКС  можетет
использовать входные сигналы автомата в качестве ар-
гументов операции, реализуемой данным блоком.

Отметим, что в соответствии с обобщением 3 в каж-
дой промежуточной алгебре переходов может исполь-
зоваться свой способ интерпретации структурных кодов
состояний, определяющий внутреннюю схемную реа-
лизацию соответствующего блока 

idКС . Следует, одна-
ко, отметить, что, если несколько блоков используют одну
и ту же интерпретацию структурных кодов состояний,
существует возможность совместной реализации бло-
ков, при которой один и тот же функциональный узел
(например, сумматор) используется обоими блоками
одновременно (метод обобщенных операторов, [9]).
Данный подход может способствовать уменьшению ап-
паратурных затрат в схеме автомата, а на структурном
уровне приводит к представлению двух совместно реа-
лизуемых блоков 

idКС  и 
jdКС  в виде одного блока с

двумя выходами, каждый из которых соответствует сво-
ей частичной структурной функции переходов.

На основании обобщения 5 блок 
1

КС
+INd , реализую-

щий часть переходов автомата каноническим способом,
в частном случае может отсутствовать. Но поскольку на
структурном уровне внутренняя архитектура блоков не
детализируется, данный блок никак не выделяется среди
других блоков 

idКС .

Z-подсхема подобна блоку Inc в автомате на счетчи-
ке и формирует код Z, поступающий на управляющие
входы мультиплексора. В результате, в каждом такте ра-
боты структурная функция перехода d принимает одно
из значений 1d , …, 1+INd , представляющее собой струк-
турный код состояния перехода.

В остальном данный автомат подобен автомату на
счетчике. Наличие связи, показанной пунктиром, позво-
ляет считать данную структуру автоматом Мили, отсут-
ствие связи – автоматом Мура. Математическая модель
данного автомата в части функции переходов задается
выражением (5), в котором каждая промежуточная ал-
гебра переходов формально представляется аналогично
выражению (9).

Для МПА, изображенного на рис. 5, проведены экс-
периментальные исследования эффективности по кри-
терию аппаратурных затрат в сравнении с МПА с кано-
нической структурой. Методология исследований изло-
жена  в  [10] и тезисно определяется следующими
положениями:

– эффективность структуры определяется отношени-
ем численно выраженной величины аппаратурных зат-
рат в эквивалентном каноническом МПА к величине
аппаратурных затрат исследуемой структуре МПА;

– экспериментальные исследования проведены с по-
мощью VHDL-моделирования; в качестве среды моде-
лирования использован САПР Xilinx Webpack v. 9.2;

– в качестве элементного базиса выбраны ПЛИС FPGA
компании Xilinx; в качестве единицы измерения аппара-
турных затрат – таблицы поиска (LUT-элементы), являю-
щиеся регулярными функциональными узлами данно-
го класса ПЛИС;

– затраты аппаратуры в логической схеме МПА есть
сумма затрат в каждом блоке структуры;

– для блоков, которые могут быть синтезированы в
базисе запоминающих устройств, допускается реализа-
ция в базисе блочной памяти ПЛИС FPGA;
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– аппаратурные затраты в блоке СФМО для обеих
структур приняты одинаковыми.

Исследования проведены отдельно для автоматов
Мили и Мура. Для каждого типа автоматов рассмотре-
ны четыре класса сложности, определяемые значения-
ми параметров M, R и B: автоматы малой сложности
(M=100, R=7, B=200), средней сложности (M=500, R=9,
B=1000), большой сложности (M=1000, R=10, B=2000) и
сверхбольшой сложности (M=2000, R=11, B=4000).

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В табл. 1 приведены результаты исследований, отра-

жающих зависимость эффективности МПА Мура со
структурой, изображенной на рис. 5, от ряда парамет-
ров автомата [10].

Содержимое таблицы представляет собой выборку
наборов значений параметров, при которых значение
эффективности оказывается не ниже 1,10, что соответ-
ствует превышению аппаратурных затрат в каноничес-
ком МПА на 10% по сравнению с затратами в исследуе-
мой структуре. Таким образом, для всех наборов значе-
ний параметров, приведенных в табл. 1, структура МПА,
изображенная на рис. 5, по критерию аппаратурных зат-
рат является эффективной, т.е. более предпочтительной,
чем каноническая структура.

Анализ табл. 1 позволяет сделать следующие выводы:
– с увеличением сложности автомата возрастает ко-

личество микроопераций, при которых исследуемая
структура остается эффективной (столбец N);

– в автоматах более высокой сложности допустимо
использование большего количества операций перехо-
дов (столбец IN );

– исследуемая структура остается эффективной в том
случае, если после использования известных методов
минимизации результирующие затраты аппаратуры в
структурных блоках, синтезируемых по системе буле-
вых уравнений, составляют около 90% от исходных (стол-
бец 1k );

– обязательным условием эффективности исследуе-
мой структуры является возможность операционной
реализации не менее 90% автоматных переходов (стол-
бец 2k );

Таблица 1 – Результаты экспериментальных исследований МПА Мура

– для исследуемой структуры относительная сто-
имость базиса блочной памяти ПЛИС FPGA по отноше-
нию к базису LUT-элементов составляет 0,1 (столбец 3k ),
что говорит о целесообразности использования данно-
го базиса при синтезе блоков с малым числом входных
сигналов, которые могут быть реализованы в базисе за-
поминающих устройств.

Сделанные выводы позволяют оценить область эф-
фективного применения структуры МПА, изображен-
ной на рис. 5, а также могут быть учтены при разработке
формализованных методов синтеза данной структуры.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Сделанные в работе обобщения для автомата на счет-

чике могут быть использованы при разработке новых
структур и методов синтеза микропрограммных авто-
матов, направленных на оптимизацию аппаратурных
затрат. Каждое из сделанных обобщений является само-
стоятельным и не связано с другими, вследствие чего
проектируемый автомат может базироваться на одном
или нескольких обобщениях. В общем случае логичес-
кий синтез автомата сводится к формированию систе-
мы изоморфмизмов (5), структурный синтез – к постро-
ению логической схемы автомата со структурой, изоб-
раженной на рис. 5.

Отметим, что результаты, полученные в данной ра-
боте (обобщения и модификации математической и
структурной моделей), относятся к функции переходов
автомата и не затрагивают функцию выходов, реализуе-
мую схемой формирования микроопераций СФМО.
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ные технологии» и содержат некоторые результаты НИР
«Методологические аспекты синтеза микропрограмм-
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(номер государственной регистрации 0117U004098), фи-
нансируемой за счет средств исполнителей.

ВЫВОДЫ
В настоящей работе для микропрограммного авто-

мата на счетчике сделан ряд обобщений в отношении

Параметры Сложность 
МПА N NI k1 k2 k3 

E 

50 4 0,8 0,95 0,1 1,16 
30 4 0,9 0,95 0,1 1,12 
30 4 0,9 1 1 1,11 

Малая 

30 4 0,8 0,95 0,1 1,10 
30 8 0,9 0,95 0,1 1,20 

100 8 0,9 0,95 0,1 1,16 
100 8 0,9 0,9 0,1 1,10 

Средняя 

90 16 0,9 0,97 0,1 1,10 
100 16 0,9 0,95 0,1 1,13 
200 16 0,5 0,95 0,1 1,12 
100 8 0,8 0,9 0,1 1,10 

Большая 

100 32 0,8 0,97 0,1 1,10 
200 16 0,8 0,95 0,1 1,15 
100 32 0,8 0,95 0,1 1,10 
100 16 0,8 0,91 0,1 1,10 

Сверх- 
большая 

300 8 0,85 0,9 0,1 1,10 
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возможных модификаций его математической модели и
структуры. Показано, что в общем случае для преобра-
зования кодов состояний могут использоваться несколь-
ко различных операций, каждая из которых предполага-
ет собственную интерпретацию структурных кодов со-
стояний и входных сигналов. Допускается реализация
всех переходов автомата операционным способом, а
также реализация части переходов реализуется канони-
ческим способом по системе булевых уравнений.

В процессе исследований получены обобщенная
математическая модель и структурная схема микропрог-
раммного автомата с неканонической реализацией пе-
реходов. Данные результаты могут стать основой для
разработки новых структур микропрограммных автома-
тов и формализованных методов их синтеза, ориентиро-
ванных на уменьшение аппаратурных затрат в логичес-
кой схеме автомата.

Проведенные экспериментальны исследования пред-
ложенной обобщенной структуры МПА показали, что
ее эффективность по критерию аппаратурных затрат в
сравнении с каноническим МПА находится в диапазоне
1,10–1,20. Данный факт позволяет обозначить область
эффективного использования данной структуры в виде
наборов или диапазонов значений некоторых парамет-
ров микропрограммного автомата.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ МІКРОПРОГРАМНОГО АВТОМАТА НА ЛІЧИЛЬНИКУ
Актуальність. Вирішено задачу розробки структурних модифікацій мікропрограмного автомата на лічильнику, які можуть

сприяти зниженню апаратурних витрат в логічній схемі мікропрограмного автомата у порівнянні з відомими структурами.
Мета роботи – узагальнення структурних особливостей мікропрограмного автомата на лічильнику з використанням математич-

ної моделі на основі проміжної алгебри переходів.
Метод. Проаналізовано відому математичну модель мікропрограмного автомата на лічильнику, засновану на представленні функції

переходів у вигляді двох часткових функцій. Використання в структурі автомата інкрементного лічильника виражається в даній моделі
проміжною алгеброю переходів, сигнатура якої утворена єдиною функцією інкременту. При цьому аргументом функції є код поточно-
го стану автомата, який інтерпретується як ціле число без знака. Для розглянутої математичної моделі зроблений ряд узагальнень в
частині кількості проміжних алгебр переходів, їх сигнатур та носіїв. Проаналізовані зміни в математичній моделі та структурі автомата
на лічильнику, які є наслідком зроблених узагальнень.

Результати. На підставі зроблених узагальнень отримані узагальнені структурна схема та математична модель мікропрограмного
автомата з неканонічним способом реалізації функції переходів. Проведені експериментальні дослідження ефективності розробленої
узагальненої структури МПА за критерієм апаратурних витрат.

Висновки. Отримані в даній роботі результати можуть бути використані при розробці нових структур і формальних методів
синтезу мікропрограмних автоматів з неканонічною реалізацією функції переходів, орієнтованих на оптимізацію апаратурних витрат
в логічній схемі автомата.

Ключові слова: мікропрограмний автомат на лічильнику, математична модель, проміжна алгебра переходів, апаратурні витрати.
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GENERALIZING OF THE MATHEMATICAL MODEL OF MICROPROGRAM FINITE STATE MACHINE ON COUNTER
Context. The problem of developing of structural modifications of the microprogram finite state machine on the counter has been solved,

which can help reduce hardware expenses in the logical circuit of the microprogram finite state machine in comparison with the known
structures.

Objective. The goal of the work is to generalize the structural features of the microprogram finite state machine on the counter using a
mathematical model based on the intermediate algebra of transitions.

Method. The known mathematical model of a microprogram finite state machine on a counter, based on the representation of the
transition function in the form of two partial functions, is analyzed. The use of an incremental counter in the structure of the finite state
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machine is expressed in this model by an intermediate algebra of transitions whose signature is formed by a single incremental function. In this
case, the argument of the function is the code of the current state of the finite state machine, interpreted as an unsigned integer. For the
considered mathematical model, a number of generalizations are made regarding the number of intermediate algebras of transitions, their
signatures and carriers. Changes in the mathematical model and the structure of the finite-state machine on the counter, which are a
consequence of the generalizations made, are analyzed.

Results. On the basis of the generalizations made, a generalized structural scheme and a mathematical model of a microprogram finite-
state machine with a noncanonical way of realizing the transition function are obtained. Experimental research of the effectiveness of the
developed generalized structure of MPA on the criterion of hardware costs has been carried out.

Conclusions. The results obtained in this paper can be used in the development of new structures and formal methods for the synthesis
of microprogram finite state machines with noncanonical realization of the transition function, oriented to optimizing the hardware expenses
in the logical circuit of the automaton.

Keywords: microprogram finite state machine on counter, mathematical model, intermediate algebra of transitions, hardware expenses.
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ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ КЛЮЧА МЕТОДУ АВТЕНТИФІКАЦІЇ
WPA/WPA2 ДЛЯ СИСТЕМИ-ПРИМАНКИ МЕРЕЖІ СТАНДАРТУ

IEEE 802.11
Актуальність. Відкритим є питання правильності конфігурування систем-приманок, особливо це стосується систем-приманок,

які імітують бездротові мережі, оскільки їх клієнти є мобільними, а контрольована зона часто не є обмеженою. Неправильна
конфігурація системи-приманки може стати безкорисним навантаженням у середині автоматизованої системи, особливо це стосується
систем-приманок для бездротової мережі стандарту IEEE 802.11. Система-приманка із низьким чи відсутнім рівнем захисту може
викликати підозру у досвідченого зловмисника, у гіршому ж випадку вона стане легкою здобиччю порушників метою яких є лише
доступ до ресурсу Інтернет. З іншого боку, використання системи-приманки із максимальним рівнем захисту також не має сенсу,
оскільки така модель стане неприступною фортецею для зловмисника.

Найбільш захищеними вважаються точки доступу на яких використовується метод автентифікації WPA/WPA2, застосування
якого, імовірно, дасть впевненість зловмиснику у тому, що він атакує легітимну систему.

Метою роботи є розробка діагностичної моделі для систем-приманок бездротових мереж стандарту IEEE 802.11 для умовного
захисту якої використовується метод автентифікації WPA/WPA2. Така модель допоможе оцінити поточну конфігурацію точки
доступу на імовірність використання відомих вразливостей методу автентифікації WPA/WPA2 з боку зловмисників потрібного рівня
підготовленості.

Метод. Запропоновано метод оцінки кваліфікованості зловмисника та його технічної оснащеності шляхом підбору параметрів
ключа WPA/WPA2 для системи-приманки у бездротовій мережі стандарту IEEE 802.11. Реалізація даного методу дозволить досягти
зменшення навантаження на систему-приманку, що передусім створить ілюзію автентичності для зловмисника. Запропоновано метод
розподіленої атаки грубої сили на метод автентифікації WPA/WPA2, який забезпечує діагностику стійкості ключа системи-приманки
у мережі Wi-Fi. Проведено порівняння апаратної віртуалізації з віртуалізацією на рівні операційної системи за однакових умов у
рамках атаки грубої сили на механізм автентифікації WPA/WPA2.

Результати. Отримано оптимальні умови для проведення розподіленої атаки грубої сили у віртуальному середовищі, що дає
змогу відносно швидко оцінити рівень захищеності системи-приманки.

Висновки. Запропоновано метод оцінки стійкості ключа для методу автентифікації WPA/WPA2 мережі стандарту IEEE 802.11
для взаємодії зі зловмисником потрібного рівня кваліфікації і наявного у нього технічного забезпечення. Подальший розвиток
отримав метод оцінки захищеності бездротових мереж стандарту IEEE 802.11 за допомогою методу аналізу ієрархій. Запропоновано
середовище для проведення оцінки умовної захищеності системи-приманки із умовами застосування масштабованості даної технології;
метод генерування словників для проведення оцінки захищеності систем-приманок, який дозволить уникнути повторення ключів і,
тим самим, пришвидшить отримання результатів.

Ключові слова: IEEE 802.11, Wi-Fi, система-приманка, оцінка захищеності, метод аналізу ієрархій.

НОМЕНКЛАТУРА
Wi-Fi – загальновживана назва для стандарту IEEE

802.11 передачі цифрових потоків даних по радіоканалу;
WPA – (англ. Wi-Fi Protected Access) – протокол без-

пеки для захисту бездротових мереж;
АС – автоматизована система;
МОІ – метод оцінки ієрархій (англ. Analytic Hierarchy

Process, AHP);
СП – система-приманка;
PSK – (англ. Pre-Shared key) – ключ, який є поперед-

ньо розділений між двома вузлами за допомогою певно-
го безпечного каналу;

AES – (англ. Advanced Encryption Standard) – також
відомий під назвою Rijndael – симетричний алгоритм
блочного шифрування;

SOHO – (англ. Small office / home office) – назва сиг-
менту ринку, який відноситься до категорії (1 – 10 пра-
цюючих);

SSID – (англ. Service Set Identifier) – унікальне найме-
нування роздротової мережі, що відрізняє одну мережу
стандарту IEEE 802.11 від іншої.

PKCS – стандарт криптографії з відкритим ключем;

PBKDF2 – (англ. Password-Based Key Derivation
Function) – стандарт форматування ключа на основі па-
ролю;

HMAC – (скорочення від англ. hash-based message
authentication code) – код перевірки автентичності по-
відомлень, який використовує хеш функцію;

SHA1 – (англ. Secure Hash Algorithm 1) – алгоритм
криптографічного хешування, описаний в RFC 3174;

D – позначення загального словника для атаки грубої
сили;

d – позначення поточного словника;
l – позначення набору комбінацій у словнику;
S – швидкість перебору ключів за одиницю часу;
tBF – час перебору словника методом грубої сили;
N – вагова матриця методу аналізу ієрархій.
ВСТУП
Бездротові комп’ютерні мережі стандарту IEEE 802.11

є найцікавішим для зловмисників, оскільки для переда-
вання даних використовують радіохвилі, які розповсюд-
жуються за законами фізики, а контролювати поведінку
радіохвиль є дуже затратним рішенням. Це означає, що
контрольована зона в даному випадку є не вагомою з
точки зору захисту.
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Серйозну проблему створює те, що користувачі без-
дротових мереж є мобільними. Вони можуть з’являтись
і зникати, змінювати місце розташування і не є прив’яза-
ними до фіксованих точок входу. Для під’єднання лишень
потрібно перебувати у зоні покриття конкретної бездро-
тової мережі.

У інформаційній безпеці, окрім протистояння «ата-
ка-захист» практикується і «атака-контратака». У парі
«напад-захист» практикується покрокова стратегія, а
саме – зловмисник користується певною вразливістю у
захисті до поки вона не буде виявлена і закрита, після
чого він знаходить нову вразливість, і так до нескінче-
ності. У випадку стратегії «атака-контратака» сторона
захисту грає на випередження, вивчаючи дії та можли-
вості зловмисника. Реалізація такої ідеї лежить в основі
використання віртуальних приманок. Мета їх функціо-
нування – піддатись атаці або несанкціонованому дос-
лідженню зі сторони зловмисників, що згодом дозволить
вивчити їх стратегію та визначити перелік засобів, за до-
помогою яких можуть бути нанесені удари по стратегіч-
них об’єктах мережі.

Та не правильна конфігурація системи-приманки (СП)
може стати безкорисним навантаженням у середині ав-
томатизованої системи (АС), особливо це стосується СП
для бездротової мережі стандарту IEEE 802.11. СП із низь-
ким чи відсутнім рівнем захисту може викликати підоз-
ру у досвідченого зловмисника, у гіршому ж випадку
вона стане легкою здобиччю порушників, метою яких є
лише доступ до ресурсу Інтернет. З іншого боку, викори-
стання СП із максимальним рівнем захисту також не має
сенсу, оскільки така модель стане не приступною форте-
цею для зловмисника.

Метою даної роботи є розроблення методу оцінки
стійкості ключа для метода автентифікації WPA/WPA2
СП для бездротової мережі стандарту IEEE 802.11, по-
рівняти стратегії тестування ключа та обґрунтувати вибір
середовища для роботи даного методу.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Очікуваним результатом даного дослідження є отри-

мання шкали складності kP  ключа WPA/WPA2 для СП
бездротової мережі стандарту IEEE 802.11 для кінцевого
користувача на основі критеріїв ija  матриці N , добутоїої
методом аналізу ієрархій. Результатом правильної конф-
ігурації СП виступають дані тесту BFt , що прогнозує
час перебору ключа за допомогою атаки грубої сили.
Тест проводиться на основі даних зі словника D , а саме
поточного словника id , результатом якого є набір 1−− ii ll

унікальних ключів { }nkkkl ,...,, 21= , та швидкості пере-
бору ключів S , яка заміряється із певної еталонної сис-
теми. Порівнюючи даний метод за допомогою методів
повної віртуалізації та віртуалізації на рівні операційної
системи, буде вибрано середовище для проведення роз-
поділеної атаки грубої сили, що дозволить знайти опти-
мальний метод оцінки умовної захищеності СП.

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ
Оцінка захищеності комп’ютерних систем та мереж

вимагає великої уваги, особливо ця оцінка набуває

цінності, якщо підкріпляється фактичними даними і циф-
рами [1]. Найбільшої уваги потребують бездротові ме-
режі, оскільки в них важко запровадити контрольовану
зону. В роботі [2] запропоновано метод оцінки захище-
ності бездротових мереж, який базується на методі оцін-
ки ієрархій (МОІ, англ. Analytic Hierarchy Process, AHP).
Та  зі збільшенням кількості елементів у системі
збільшується і похибка в оцінці захищеності комп’ютер-
них мереж. Вплив великої кількості факторів (об’єкти,
атрибути і т. д), описаних в роботі [3], не дозволяє отри-
мати точності в результатах. Зрештою, є імовірним ви-
никнення нової вразливості в програмному чи апарат-
ному забезпеченні яке використовуються в АС. Тому,
задля досягнення точності в оцінці захищеності необхід-
но розділяти компоненти у комплексних системах. До
прикладу, в бездротових мережах Wi-Fi існує деяка
кількість методів захисту, деякі з них можуть використо-
вуватись в комбінації між собою. Кожен з методів має
свій час і складність подолання.

Схожу проблему можна спостерігати і у системах,
які імітують роботу автентичних систем. Вони функціо-
нують задля відвернення уваги від справжніх систем, а
метою їх роботи є збір і обробка інформації про методи
та засоби порушників. Види, особливості функціонуван-
ня, переваги та недоліки, а також методи інтегрування
таких систем в АС, описано в роботі [4]. В роботі [5] опи-
сується систематизація методів та засобів аналізу СП в
процесі зламу комп’ютерних систем чи мереж і пропо-
нуються рекомендації щодо організації розслідування
зламу, вибору засобів та аналізу подій.

Кожна комп’ютерна система володіє певними харак-
теристиками і в кожної є свої вразливості і, відповідно,
методи захисту. Не є виключенням і бездротові мережі
стандарту IEEE 802.11 [6]. Застосування систем прима-
нок в мережах Wi-Fi також має певні особливості і дуже
часто СП у бездротових мережах вважаються інструмен-
том зловмисника. В роботах [7-8] пропонується карди-
нально інший підхід до реалізації приманок у бездрото-
вих мережах, а саме застосування незалежних сенсорів у
мережах стандарту IEEE 802.11 для ідентифікації вторг-
нень і забезпечення взаємодії зловмисника із СП.

Не вирішеним є питання створення системи, яка би оц-
інювала СП на складність подолання її захисту, що би дозво-
лило гнучко підбирати конфігурацію відносно вартості
інформації в системі, яка захищається, і очікувань щодо
кваліфікованості зловмисника. Така постановка задачі ви-
магає аналізу вимог щодо системи, яка оцінює, а саме се-
редовища розгортання та методів взаємодії із СП [9].

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ
Як відомо, метод автентифікації WPA2 на сьогодні є

найстійкішим до атак, та, все ж існують методи його по-
долання. Існує дві модифікації даного методу WPA2
Personal та WPA2 Enterprise. Різниця між WPA2 Personal
та WPA2 Enterprise полягає у тому, що ключі шифруван-
ня алгоритму AES зберігаються у різних місцях. WPA2
Personal використовується здебільшого у Small or Home
Office (SOHO) мережах. Ключ у механізмі WPA2 Personal
є однаковим для всіх користувачів. Для корпоративних
застосувань використовується динамічний ключ, індиві-
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дуальний для кожного користувача. За генерацію пар
логін-пароль у WPA2 Enterprise відповідає спеціальний
сервер, здебільшого RADIUS.

Протокол WPA2-PSK (Pre-Shared key) дозволяє моб-
ільним пристроям обмінюватись даними з точками дос-
тупу за допомогою методу шифрування AES. У крип-
тографії PSK – це ключ, який попередньо ідентифікуєть-
ся між двома вузлами за допомогою певного безпечного
каналу, перш ніж він буде використаний. PSK отримуєть-
ся з ключа, використовуючи стандарт формування клю-
ча на основі паролю PBKDF2 із алгоритмом хешування
SHA1 як псевдовипадковою функцією. PSK є 32 байт-
ним (256 бітним), часто відображається у вигляді 64
шістнадцяткових символів.

Стандарт PBKDF2 у свою чергу описується  стандар-
том PKCS#5. У цьому випадку пароль повинен бути дов-
жиною від 8 до 63 символів. Символи конвертуються у ма-
шинний код за допомогою таблиці кодування ASCII, а отже
у паролі можуть використовуватись лише ці символи.

У PBKDF2 бінарний пароль використовується як ключ
до функції HMAC. В якості солі використовується ім’я
точки доступу (SSID). Сіль із значенням лічильника вико-
ристовується для початкового входу в функцію HMAC.
Після цього попередні вихідні дані використовуються як
вхідні допоки не відбудеться повторення 4096 HMAC. На
жаль, він повертає дані у форматі 256 біт, в той час як
SHA1 всього лиш повертає 160 біт.

Вихідні дані функції PBKDF2 і є PSK. PSK використо-
вується безпосередньо як і Pairwise Master Key (PMK) у
чотиристоронньому процесі рукостискання (1):

)256|4096|||1(2 SSIDPassphraseSHAHMACPBKDFPSK −= . (1)
Паролі, які використовують рядові споживачі сучас-

ного обладнання Wi-Fi зазвичай є не складними. Це може
бути комбінація цифр від одиниці до дев’яти, літер на
клавіатурі які розташовані поряд, чи дата народження.
Сьогодні існує велика кількість згенерованих словників
із не складними фразами, які використовуються рядови-
ми користувачами. Такі словники можна знайти у відкри-
тому доступі в мережі Інтернет, а також у спеціальних
операційних системах, таких як Black Arch, ArchStrike,
Kali Linux та ін.

Таблиця 2 – Комбінація символів на основі таблиці 1

Таблиця 1 – Символи доступні для задання ключа у методі автентифікації WPA/WPA2

Загальна кількість символів, яка може бути викорис-
тана при створенні ключа дорівнює 95 (табл. 1).

На основі проаналізованих популярних словників,
автором формулюються найбільш доцільні комбінації
наборів на основі таблиці 1 (табл. 2).

Для того, щоб отримати доступ до мережі зловмис-
нику необхідно перехопити пакет рукостискання і запус-
тити процес дешифрування. Операція дешифрування
паролю відбувається за допомогою центрального або
графічного процесорів.

Після того, як відбувся перебір за словником і в ньо-
му пароль не було знайдено, очевидно, що потрібно ви-
користати наступний словник. Якщо це словник, у яко-
му не збільшується довжина ключа, але збільшується
кількість символів з яких будуть генеруватись ключі, то
логічно виключати ті комбінації, які вже були присутні у
попередніх словниках (2):

∑
=

−−==
n

i
iii lldD

1
1 , (2)

де D – загальний словник, d – поточний словник, l – набір
ключів у словнику (3):

}...,{ 21 ni kkkl = , (3)

де k – ключ.
Існує імовірність, що в базовому словнику ключа не

буде знайдено. У цьому випадку повинен бути згенеро-
ваний новий словник. Після базового словника логічно,
що наступним має бути словник, у якому забезпечено
мінімальну довжину ключів і найменший набір символів
з таблиці 1. Це може бути словник, який складається лише
з цифр. Як видно з (2), ті ключі, які вже було використано
в базовому словнику, не повинні перевикористовуватись.

Якщо було опрацьовано словник, у якому 108 варі-
антів ключів, згенерованих з мінімального набору сим-
волів, ключ не буде знайдено, тоді наступний словник
буде згенеровано із кількістю ключів 109 і з тим же ж
мінімальним набором символів (тобто, це символи від
000000000, до 999999999). Для цього потрібно розгорну-

№ Набір символів Кількість символів 
у наборі 

Може використовуватись у 
словнику, як атомарна одиниця 

1 [0-9] 10 + 
2 [a-z] 26 + 
3 [A-Z] 26 + 
4 Спеціальні символи ( `~!@#$ 

%^&*()+-=/\|<>[]’".,?:;{} ) 
32 + 

5 Пробіл 1 - 
 

№ Комбінація символів Кількість символів 
у наборі 

1 [0-9] + [a-z] 36 
2 [0-9] + [A-Z] 36 
3 [a-Z] + [A-Z] 52 
4 [0-9] + [a-Z] + [A-Z] 62 
5 [0-9] + [a-Z] + [A-Z] + спеціальні символи 94 
6 [0-9] + [a-Z] + [A-Z] + спеціальні символи + пробіл 95 
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то в 10 разів більше обчислювальних ресурсів для пошу-
ку ключів із тою ж швидкістю. В іншому випадку, замість
збільшення розміру ключа можна збільшувати кількість
символів у наборі, тобто змінювати варіанти з таблиці 1.

Час, за який буде витрачено на підбір ключа за слов-
ником можна визначити за формулою (4):

S
Ct d

BF = , (4)

де Cd – кількість ключів у словнику, а S – швидкість пере-
бору, отримана за допомогою інструменту aircrack-ng із
застосуванням прапорця – S.

Для того, щоб обійти захист технології Wi-Fi із мето-
дом автентифікації WPA2, окрім необхідних знань зло-
вмисник повинен володіти певною обчислювальною
потужністю.  Проведення лобової атаки на пароль
здійснюється за рахунок центрального процесора (ЦП),
або графічного процесора (ГП). Швидкість роботи ГП у
проведенні лобової атаки є значно вищою, але не кожен
комп’ютер оснащується дискретною графічною карт-
кою. Для пришвидшення лобової атаки, дана задача може
виконуватись розподілено в кластері комп’ютерів.

Рівень захищеності приманки, яка імітує певну систе-
му, не повинен бути значно вищим за рівень та можли-
вості зловмисника, який очікується до взаємодії. Тобто,
чим складніший ключ, тим потужнішою обчислюваль-
ною технікою потрібно володіти.

Введемо поняття обчислювальної одиниці, якою бу-
демо вважати певний ресурс, який повинен виконати
операцію перебору одного словника di.

Як вже було згадано, для лобової атаки можна вико-
ристовувати розподілені системи. Сьогодні задля оптим-
ізації використання обчислювальних ресурсів викорис-
товуються різні типи комп’ютерної віртуалізації. Серед
них повна, часткова, пара-віртуалізація і віртуалізація на
рівні ОС. Розглянемо такі два типи віртуалізації, як повна
віртуалізація і віртуалізація на рівні операційної систе-
ми, яка ще також називається контейнеризацією.

Згідно з дослідженнями компанії IBM технологія вірту-
алізації KVM на операційній системі SUSE Linux Enterprise
11 збільшує споживання ресурсів в загальному на 15%.
Також при використанні віртуалізації додаткові витрати у
споживанні процесорного часу становлять на 3–4%
більше, аніж без застосування віртуалізації.

У технології контейнеризації гіпервізор не використо-
вується, що зменшує навантаження на апаратне забез-

 Додаток Додаток
Файли / бібліотеки Файли / бібліотеки
Гостьова ОС1 Гостьова ОС2

Гіпервізор
Серверна ОС
Серверне АЗ

Серверна ОС
Серверне АЗ

Додаток Додаток
Файли / бібліотеки Файли / бібліотеки

Рисунок 1 – Схематичне зображення відмінності між контейнеризацією та віртуалізацією:
а – віртуалізація; б – контейнеризація

печення. Усі контейнери функціонують на базі лише сер-
верного ядра. Для кожного контейнера створюється своє
окреме, ізольоване середовище.

Як вже будо згадано вище, будь-яка технологія ізо-
ляції приносить додаткові витрати. У випадку контейне-
ризації ці витрати складають від 0,1%–1%, за рахунок того,
що використовуються прості перетворення. Наприклад
ізоляція PID процесів виконується за допомогою дода-
вання 4-байтного ідентифікатора, який позначає, якому
контейнеру належить процес.

На рис. 1 наведено принципову відмінність між кон-
тейнеризацією та віртуалізацією.

Для перевірки умовної захищеності системи приман-
ки велике значення має швидкість обробки даних, а отже
перевага буде віддаватись технології, яка справляється із
задачами перебору за словником швидше.

Задля оцінки складності подолання захисту методу
автентифікації WPA/WPA2 зробимо його оцінку за ра-
хунок коефіцієнтів методу аналізу ієрархій на основі та-
ких критеріїв, як довжина ключа та кількість можливих
символів у словнику. Даний метод дозволяє отримати
співвідношення шкал від парних порівнянь із невеликим
відхиленням [10–12]. В якості коефіцієнтів використо-
вується фактичне вимірювання або суб’єктивна думка.
На виході отримується співвідношення ваг та індекс уз-
годженості.

У стандартному виконанні методу аналізу ієрархій
здійснюється оцінка будь-якої групи характеристик за
допомогою шкали коефіцієнтів від 1 до 9. Кожна із харак-
теристик порівнюється між собою, і виводиться матри-
ця ваги кожного з елементів по відношенню одне до од-
ного (5):
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З матриці N знаходяться суми коефіцієнтів для кожно-
го стовпця (6), для подальшої нормалізації матриці N (7):
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Просумувавши коефіцієнти кожного рядка нормалі-
зованої матриці і розділивши суму на кількість ко-
ефіцієнтів рядка за допомогою (8), можна отримати вагу
кожного з оцінюваних елементів:
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Сума усіх ваг повинна бути рівною 100%, а отже, щоб
отримати відсоткове значення складності ключа певної
довжини, потрібно додати його вагу до суми попередніх.

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ
У виведенні базового словника для лобової атаки було

використано ресурс операційної системи Kali Linux. Kali
Linux – це операційна система сімейства Linux, яка ба-
зується на дистрибутиві Debian, є безкоштовною і знахо-
диться у вільному доступі. Прямим призначенням даної
операційної системи є тестування на проникнення. Але
окрім тестувань власних систем не виключено, що такі
операційні системи можуть використовуються зловмис-
никами для атак.

Автором було проаналізовано словники, які постав-
ляються з операційною системою Kali Linux, і знаходять-
ся у директорії /usr/share/wordlists. Дані словники
фільтруються таким чином, щоб з них виключались усі
слова-комбінації які менші за 8 символів, і ті, які не скла-
даються із символів системи кодування ASCII цілком. Дані
словники інтегруються в один, з якого виключаються не
унікальні слова-комбінації (Лістинг 1).

Лістинг 1. Виведення базового словника для прове-
дення лобової атаки на пакет рукостискання методу ав-
тентифікації WPA/WPA2 у операційній системі Kali Linux
cat dirbuster/*.txt fern-wifi/* rockyou.txt
fasttrack.txt metasploit/*.lst metasploit/*.txt
| grep ........ | grep -P -v “[^[:ascii:]]” |
sort —unique

Звичайно ж кожне тестування залежить від типу апа-
ратного забезпечення, конфігурації програмного забез-
печення. Автором було досліджено швидкість обчислен-
ня ключа для методу автентифікації WPA2 з попередньо
перехопленого пакету «рукостискання».

Дослід проводився у контейнері віртуальної машини
CoreOS, якій було виділено 1 Гб оперативної пам’яті і
одне ядро процесора Intel Core i5-4590 з тактовою часто-
тою 3,3 ГГц.

Попередньо було здійснено тестування за допомогою
команди aircrack-ng – S, яка дозволяє здійснити замір швид-
кості лобової атаки у співвідношенні ключів за секунду.

5 РЕЗУЛЬТАТИ
Після виконання команди з лістингу 1 і підрахувавши

кількість ключів, отримуємо значення Cd = 9801317.
Замір швидкості лобової атаки на двох різних систе-

мах віртуалізації і контейнеризації було проведено по 10
разів, результати представлено у табл. 3 та на рис. 2.

Використаємо формулу (5) і обчислимо середню
швидкість для віртуалізації:

6,936
10

912933947949911927955954956922
=

+++++++++
=VS .

Використаємо формулу (5) і обчислимо середню
швидкість для контейнеризації:

9,1039
10

1036105410381038103210311041103810381053
=

+++++++++
=CS .

Володіючи даними про кількість ключів у базовому
словнику і швидкість з якою опрацьовуються ключі мо-
жемо скористатись формулою (4) і знайти приблизний
час за який буде здійснено перебір усього базового слов-
ника:

сек.9425
9,1039

9801317
≈=BFt

Якщо ж у базовому словнику ключ не буде знайдено,
то пошук ключа буде розпочато із восьмисимвольного
словника. Як вже було згадано вище, WPA2 дозволяє за-
дати ключ довжиною від 8 до 63 символів, що еквівален-
тно 56 варіантам довжини ключа. Це означає, що кількість
варіантів буде збільшено в десятеро при переході на на-
ступний словник, а отже й потужності буде затребувано
в десятеро більше.

Щоб застосувати метод аналізу ієрархій для даного
дослідження, потрібно оцінити характеристики по відно-
шенню одне до одного за шкалою від 1 до 9. Оскільки
складність словника збільшується лінійно, тобто, щора-
зу у десять разів, то на відрізку від 1 до 9 ціною переходу
від одного словника до іншого буде додавання до попе-
реднього значення коефіцієнт 0,145454545 (рис. 3).

Таблиця 3 – Заміри швидкості перебору ключів за словником

Спроба 
Тип  
віртуалізації 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Повна віртуалізація (ключів/секунду) 922 956 954 955 927 911 949 947 933 912 

Контейнеризація (ключів/секунду) 1053 1038 1038 1041 1031 1032 1038 1038 1054 1036 
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Рисунок 2 – Візуалізація порівняння швидкості перебору ключів за допомогою віртуалізації і контейнеризації

Використаємо формулу (6) для знаходження вагової матриці:

.
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Рисунок 3 – Лінійне та логарифмічне представлення зміни складності словника у методі аналізу ієрархій

Використаємо формулу (7) для знаходження суми
коефіцієнтів для кожного рядка матриці N:
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Використаємо формулу (8) для знаходження норма-
лізованої матриці N:

67342,15
1

70776,16
30,87301587

873,271
50,11293634

280
10,11111111

67342,15
145454545,1

70776,16
1

873,271
70,11482254

280
50,11293634

67342,15
854545454,8

70776,16
709090909,8

873,271
1

280
30,87301587

67342,15
9

70776,16
854545454,8

873,271
145454545,1

280
1

"

"
##%##

"

…

=N



116

ПРОГРЕСИВНІ ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ

Застосуємо формулу (9) для отримання ваги кожно-
го з оцінюваних елементів. Для отримання значень у
відсотках матрицю x помножимо на 100.

3967,5
1451,5

3127,0
3011,0

%100

053967,0
051451,0

003127,0
003011,0

## =⋅=x .

Тобто, вага словника із ключами довжиною у 8 сим-
волів складає 0,3011%, вага словника із ключами довжи-
ною в 9 символів складає 0,3128%, вага словника із клю-
чами довжиною в 63 символи складає 5,1451%, а вага
словника із ключами довжиною в 64 символи складає
5,3967%.

Як вже було зазначено, довжина ключа не є єдиним
критерієм оцінки його складності. Набір символів при-
сутніх у словнику є також важливим критерієм. На ос-
нові таблиць 1 та 2 можемо зробити висновки про те, які
комбінації символів у словниках є логічними для викори-
стання. Максимальна кількість символів, які можуть бути
використані в паролі становить 95, тобто 95 символів скла-
дає 100%. Відповідно до цього отримуємо таблицю 4.

6 ОБГОВОРЕННЯ
Як можемо бачити, один контейнер опрацює базо-

вий словник приблизно за дві з половиною години, коли
віртуальній машині для цієї ж операції знадобиться при-
близно три години. А отже, можемо зробити висновок,
що контейнеризація є кращим варіантом для проведен-
ня розподіленої лобової атаки на ключ методу автентиф-
ікації WPA/WPA2 технології бездротового зв’язку Wi-Fi.
З використанням контейнеризації продуктивність зрос-
тає приблизно на 11%.

Задля правильної оцінки умовної захищеності систе-
ми-приманки важливо, щоб система, яка проводить таку
оцінку, якомога точніше відтворювала поведінку зло-
вмисника. Звичайно ж, ні в якій системі не можливо вра-
хувати людський фактор, та все ж певне наближення є
можливим.

Особа яка атакує певну систему в будь-який момент
може вирішити, що подальше продовження атаки є не
доцільним, через час, який йде на дешифрування ключа,
чи коштів, які вже вкладені в обчислювальну потужність.

Найпростішим варіантом з якого починають зловмис-
ники – це використовувані ключі, що найбільше викори-
стовуютьсякористувачами. До такими ключами може
бути інформація, яка несе в собі якусь логіку, наприклад,
дані про саму ж точку доступу, її власника чи місце, де
вона знаходиться. Тому очевидно, що атаку варто почи-
нати зі словника, який містить в собі таку інформацію.

Якщо у базовому словнику ключа не буде знайдено,
то для обробки буде взятий найпростіший словник, зге-

Кількість символів  95 94 62 52 36 32 26 10 
Відсоткове 
представлення (w) 

100 98,95 65,26 54,17 37,89 33,68 27,36 10,5 

Таблиця 4 – Відсоткове співвідношення кількості символів у словниках

нерований лише з цифр від 0 до 9, довжина ключів в яко-
му не перевищуватиме 8 символів. Процес підбору слов-
ника буде виконуватись до моменту, поки ключ не буде
знайдений. Відповідно, чим складніший словник – тим
більший ресурс буде виділено для пошуку ключа, і тим
вищою буде оцінка захищеності умовного захисту сис-
теми-приманки. Найскладнішим буде словник, ключі
якого генеруються з 95 різних символів таблиці ASCII, а
довжина його складає 63 символи.

Власники бездротового обладнання Wi-Fi нечасто
встановлюють складні паролі на доступ до мережі, і цим
користуються зловмисники. Тому логічно, що атака не
буде розпочата зі словника, у якому ключі є довжиною
63 символи. Складність ключа певної довжини буде дор-
івнювати сумі коефіцієнта його ваги з усіма попередні-
ми. Відповідно до цього можемо вивести шкалу склад-
ності подолання методу автентифікації WPA2 для розмі-
ру ключа. Виключенням з правил може бути випадок,
якщо зловмисник знає довжину ключа.

Перед тим, як обирати наступний словник, система
оцінки повинна зробити вибір того критерію, який пови-
нен бути змінений у наступному словнику – довжина
ключів чи кількість символів, з яких можуть бути згенеро-
вані ключі. Автором пропонується робити приорітетним
словник, у якому середнім значенням від суми відсотко-
вих співвідношень кількості символів і довжини ключа у
наступних словниках є менше з двох варіантів (10):

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+>+
+

+<+
+

=
++

+

++
+

.,
2

,
2

11
1

11
1

ikik
ik

ikik
ik

k
wxwx

wx

wxwx
wx

P (10)

Словник, на якому закінчується атака, і буде вважа-
тись точкою для оцінки рівня кваліфікації і технічного
оснащення зловмисника.

Даний підхід допоможе якнайшвидше провести оцін-
ку рівня захищеності системи-приманки для бездрото-
вих мереж в яких використовуються методи автентифі-
кації WPA/WPA2.

ВИСНОВКИ
Наукова новизна отриманих результатів полягає в

тому, що вперше запропоновано метод оцінки стійкості
ключа для методу автентифікації WPA/WPA2 мережі
стандарту IEEE 802.11 для взаємодії зі зловмисником по-
трібного рівня кваліфікації і наявного у нього технічного
забезпечення. Отримав подальший розвиток метод оці-
нки захищеності бездротових мереж стандарту IEEE
802.11 за допомогою методу аналізу ієрархій, оскільки
було запропоновано метод оцінки не технології в ціло-
му, а метод детальної оцінки методу автентифікації WPA2.

Практичне значення отриманих результатів полягає в
тому, що запропоновано середовище для проведення
оцінки умовної захищеності системи приманки із умо-



        117

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

вами застосування масштабованості даної технології.
Запропоновано метод генерування словників для про-
ведення оцінки захищеності систем-приманок у бездро-
тових мережах Wi-Fi, на яких використовується метод
автентифікації WPA2, який дозволить уникнути повто-
рення ключів і, тим самим, пришвидшить отримання
результатів.

Перспективи подальших досліджень полягають в тому,
що необхідним є створення детального механізму оцін-
ки для інших методів автентифікації та механізмів захисту
систем-приманок технології Wi-Fi.
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Банах Р. И.
Аспирант кафедры защиты информации Национального университета «Львовская политехника», Львов, Украина
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ КЛЮЧА МЕТОДА АУТЕНТИФИКАЦИИ WPA/WPA2 ДЛЯ СИСТЕМЫ-ПРИМАНКИ СЕТИ

СТАНДАРТА IEEE 802.11
Актуальность. Открытым есть вопрос правильности конфигурации систем-приманок, особенно это касается систем-приманок,

имитирующих беспроводные сети, поскольку их клиенты мобильны, а контролируема зона часто не ограничена. Неправильная конфи-
гурация системы-приманки может стать бескорыстной нагрузкой в середине автоматизированной системы, особенно это касается
системы-приманки для беспроводных сетей стандарта IEEE 802.11. Система-приманка с низким или отсутствующим уровнем защиты
может вызвать подозрение у опытного злоумышленника, в худшем же случае она станет легкой добычей нарушителей, целью которых
является лишь доступ к ресурсу Интернет. С другой стороны, использование системы-приманки с максимальным уровнем защиты
также не имеет смысла, поскольку такая модель станет недоступной крепостью для злоумышленника.

Наиболее защищенными считаются точки доступа на которых используется метод аутентификации WPA/WPA2, применение
которого вероятно даст уверенность злоумышленнику в том, что он атакует легитимную систему.

Целью работы является разработка диагностической модели для систем-приманок беспроводных сетей стандарта IEEE 802.11,
для условной защиты которой используется метод аутентификации WPA/WPA2. Такая модель поможет оценить текущую конфигура-
цию точки доступа на вероятность использования известных уязвимостей метода аутентификации WPA/WPA со стороны злоумышлен-
ников нужного уровня подготовленности.

Метод. Предложен метод оценки квалифицированности злоумышленника и его технической оснащенности путем подбора пара-
метров ключа WPA/WPA2 для системы-приманки в беспроводной сети стандарта IEEE 802.11. Реализация данного метода позволит
достичь уменьшения нагрузки на систему-приманку, прежде всего создаст иллюзию подлинности для злоумышленника. Предложен
метод распределенной атаки грубой силы на метод аутентификации WPA/WPA2, который обеспечивает диагностику устойчивости
ключа системы-приманки в сети Wi-Fi. Проведено сравнение аппаратной виртуализации с виртуализацией на уровне операционной
системы при одинаковых условиях в рамках атаки грубой силы на механизм аутентификации WPA/WPA2.

Результаты. Получены оптимальные условия для проведения распределенной атаки грубой силы в виртуальной среде, что
позволяет относительно быстро оценить уровень защищенности системы-приманки.

Выводы. Предложен метод оценки устойчивости ключа для метода аутентификации WPA/WPA2 сети стандарта IEEE 802.11 для
взаимодействия со злоумышленником нужного уровня квалификации и имеющегося у него технического обеспечения. Дальнейшее
развитие получил метод оценки защищенности беспроводных сетей стандарта IEEE 802.11 с помощью метода анализа иерархий.
Предложено среду для проведения оценки условной защищенности системы-приманки с условиями применения масштабируемости
данной технологии; метод генерирования словарей для проведения оценки защищенности систем-приманок, который позволит избе-
жать повторения ключей и, тем самым, ускорит получение результатов.

Ключевые слова: IEEE 802.11, Wi-Fi, система-приманка, оценка защищенности, метод анализа иерархий.
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Banakh R. I.
Post-graduate Student of Information Security Department, Lviv Polytechnic National University, Lviv, Ukraine
AUTHENTICATION METHOD WPA/WPA2 KEY PARAMETERS’ DEFINITION FOR IEEE 802.11 BASED HONEYPOT
Context. An issue of correct configuration of honeypots is still opened, especially it is about honeypots that simulate wireless networks

as their clients are mobile and zone of control is not limited. Wrong configuration of honeypot may become its usage disinterested inside
automated system especially it is applicable to honeypots for IEEE 802.11 wireless networks. Honeypot with open (no authentication)
method or with low security may be suspicious for experienced attacker otherwise, it become easy prey for attackers whose goal is just access
to Internet. On the other hand, usage of honeypot with strong security level make no sense as well, as this model will become unconquerable
for attackers.

Most protected access points use authentication method WPA2, usage of which may assure attacker that he/she attacks legitimate system.
Objective. The goal of the researching work is to develop diagnostic model for honeypots in IEEE 802.11 wireless networks, which is

conditionally secured by authentication method WPA/WPA2. Proposed model can help to assess possibility to leverage known WPA vulnerabilities
by attacker on access point with given configuration.

Method. An evaluation method of attacker’s qualification and its technical set of equipment in way of WPA/WPA2 encryption key
selection for wireless honeypot is offered. Implementation of this method allows to reach load reduction on honeypot what will provide an
illusion of system authenticity for attacker. Method of distributed brute force attack on authentication method WPA/WPA2 that provides
diagnostic of Wi-Fi honeypot for encryption key resistance is offered. A Comparison between hardware virtualization and OS-level virtualization
is provided under the identical conditions in scope of WPA2 handshake brute force task.

Results. Optimal conditions for providing brute force attack in virtual environment are obtained, what can give possibility to quickly
assess security level honeypot. This information can be used to understand how qualified attacker should be.

Conclusions. A method of key perseverance assessment for authentication method WPA/WPA2 in IEEE 802.11 wireless network is
proposed, for interaction with attacker with needed qualification level and computing resources. A method of IEEE 802.11 wireless networks
security assessment using Analytics Hierarchy Process got further development. The scalable environment for honeypots assessment providing
is offered. The method of wordlist generation and rotation that are delivered to assessment system is proposed, what can help to exclude key
reduplication what in its turn will help to speedup of assessment results.

Keywords: IEEE 802.11, Wi-Fi, honeypot, security assessment, analytic hierarchy process.
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NOMENCLATURE
AMS – automated microscopy system;
AR – area relation;
FOM – figure of merit;
NR FOM – number relation figure of merit;
AUMA – absolute ultimate measurement accuracy;
RUMA – relative ultimate measurement accuracy;
FOC – figure of certainty;
FRAG– fragmentation;
CSP – correctly selected pixels;
PDE – pixel distance error;
I – a predefined image;

eI  – an expert (etalon) image;

jAI  – an image, segmented by algorithm jA ;

jA  – a segmentation algorithm;

j
Aje dIId =),(  – a distance between etalon image eI

and segmented image 1AI  by algorithm jA ;
),( yxd  – an Euclidean distance between points x  andу;

Hd  – a Hausdorff distance;
),( 222 WVd  – a distance between contours;

Fd  – a Frйchet distance;

GHd  – a Gromov-Hausdorff distance;

GFd  – a Gromov-Fr  chet distance;

A, B  – compact sets;

f , g – continuous curves;
α, β  – arbitrary continuous non-decreasing function;

),( dX  – metric space X  with metric d ;

iγ  – parameterized curves in metric spaces,

f , g  – isometric embeddings into a space;
Z  – a set of isometric transformations;

P , Q, iP , jQ  – polygons;

iPC  – a contour (external boundary) of convex polygon

iP ;

iPO  – an internal boundary of convex polygon iP ;

),( 111 WVd  – a distance between regions;

D  – a combined distance;
ϕ , λ  – weighted coefficients;
V  – initial set of polygon vertices;
n – a number of vertices in polygon;
m  – a number of vertices corresponding to condition

D180<αi ;
B  – a set of polygon vertices after convex regions

formation;
iα  – interior angles of the polygon;

O  – algorithm computational complexity..

INTRODUCTION
Image processing and analysis have been widely used

in computed tomography, magnetic resonance tomography,

Berezsky O. M.1, Pitsun O. Y.2

1Professor, Head of Computer engineering department, Ternopil National Economic University, Ternopil, Ukraine
2Post-graduate student, Ternopil National Economic University, Ternopil, Ukraine

EVALUATION METHODS OF IMAGE SEGMENTATION QUALITY

Context. The basic methods of quantitative evaluation of image segmentation quality are explored. They are used to select segmentation
algorithms for specific image classes. The object of the study is cytological and histological images that are used in diagnosing the pathological
processes in oncology. The subject of the study is quantitative methods for segmentation algorithms’ quality evaluation.

Objective. The purpose of the work is to introduce the Gromov-Fr  chet metric and develop a metric-based method for quantitative
evaluation of segmentation quality for image segmentation algorithms’ comparison.

Method. The quantitative evaluation criteria, which are based on comparison with etalon image and without the comparison with etalon
image, are analyzed. The algorithms for measuring the distances between images based on the Fr  chet, Hausdorff, and Gromov-Hausdorff
metrics are analyzed.

To calculate the distance between the contours of images, the Gromov-Fr chet distance was introduced. The condition of identity,
symmetry and triangle is proved, and it is shown that the Gromov-Fr  chet distance is a metric.

The metric-based method of quantitative evaluation of segmentation quality is developed. It is based on the use of the Gromov-Hausdorff
and Gromov-Fr  chet metrics. The method is based on the algorithms for non-convex-into-convex polygon transformation, weighted chord
algorithm, and algorithms for calculating the Fr  chet and Hausdorff distances. To calculate the Hausdorff distance between convex regions, the
Atalah’s algorithm was used. The Thierry and Manillo algorithm was used to find the discrete Fr chet distance. These algorithms have the
lowest computational complexity among their class of algorithms.

Results. The Gromov-Fr  chet metric was introduced and the metric-based method of quantitative evaluation of segmentation quality was
developed.

Conclusions. The conducted experiments on the basis of cytological images confirmed the performance of software for evaluation the
distances between images. The developed method showed a high accuracy of estimation the distances between images. The developed software
module was used in intelligence systems for diagnosing the breast precancerous and cancerous conditions. The software can be used in various
software systems of computer vision. Promising areas for further research are search for new metrics to evaluate the distances between images.

Keywords: segmentation, quantitative segmentation evaluation, Fr chet metric, Hausdorff metric, Gromov-Hausdorff metric, Gromov-
Fr chet metric, polygon, cytological images.
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X-ray imaging (digital radiography), histology and cytology,
etc. [1]. For diagnostics in oncology, automated microscopic
system (AMS) are used to process and analyze cytological
and histological images.

The object of this research is cytological and histological
image segmentation.

Cytological image is a microscopic image of preparations
containing cells and their components (nucleus, cytoplasm)
[2]. Histological image is a microscopic image of preparation
thin sections of fixed tissues that reflect their structure [3].

The main disadvantages of most histological and
cytological images are low quality, non-uniform illumination
of areas, presence of noise, lack of clear contours between
the microscopic objects and the background. It is known
that image segmentation is crucial for the average computer
vision. There are many algorithms for image segmentation,
such as threshold, watershed distribution, k-means, and
others. Therefore, the choice of segmentation algorithms
and their parameters is of great significance. To select the
optimal parameters for segmentation algorithms, it is
necessary to evaluate the results of segmentation.

The subject of the research is methods of segmentation
quality evaluation.

There are the following segmentation evaluation criteria:
non-standard segmentation criteria that do not require
standard (etalon) segmentation and standard (etalon-based)
segmentation criteria.

One of the main criteria of the first group is homogeneity
of segments. This approach is based on calculation of value
dispersion of a certain image feature used for segmentation
[4]. Another criterion for evaluating segmentation is contrast
between segments. Besides, a shape of a segment is also a
criterion that can help evaluate segmentation quality. This
criterion can be effectively used for a specific image analysis.
The advantage of using non-standard criteria is simplicity
and speed.

The most famous algorithms belonging to the second
group are AR, FOM, NR FOM, AUMA, RUMA, FOC,
Baddeley, Average Distance, Variance distance, FRAG [5].
This group of algorithms is based on the use of metrics [6].
The results of etalon-based segmentation are compared with
the results of specific segmentation algorithm. The main
advantage of the second group of algorithms is high
accuracy of evaluation.

There is no single unified theory of image segmentation.
Most algorithms are heuristic in nature. Therefore, the actual
problem is objective quantitative evaluation of segmentation
quality.

The purpose of this article is to analyze and compare the
current evaluation methods of image segmentation, develop
a metric-based method and algorithms for quantitative
evaluation of image segmentation using histological and
cytological images.

1 PROBLEM STATEMENT
Let I  be a predefined image (fig. 1). Expert (etalon) image

eI  is obtained after expert’s segmentation. Let image jAI
be an image segmented by algorithm jA . Then the distance

between an etalon image and an image segmented by
algorithms iA  will be equal to ),( iAe IId , li ,...,1= .

It necessary to find out the algorithm jA  that meets the

requirement of distance minimum ),...,,min( 21 lj dddd = .
It is necessary to find out the algorithm.
2 LITERATURE REVIEW
Segmentation quality evaluation has become a research

focus of many researchers since the late 80s – early 90s.
Zhang, Mattana, and Huo [5] stated that it is accuracy of
individual objects’ selection that can serve as image
segmentation evaluation. The authors considered individual
characteristics of objects. To evaluate the threshold
segmentation methods, Lee, Chung, and Park introduced
segmentation error probability criterion based on counting
wrongly classified pixels. Yasnoff and Mui [7] introduced
pixel distance error (PDE) to find out the distances between
pixels in the target and segmented images. The longer the
distance is, the higher the segmentation error will be.
Gerbrands [8] introduced FOM criterion to determine the
distance between the segmented pixel and “correct” pixel
location. Criterion RUMA, offered by Zhang [9], uses
geometric object parameters to evaluate segmentation quality.

The analyzed criteria mainly evaluate the distances
between individual objects in etalon and segmented images.
In practice, it is necessary to evaluate the quality of
segmentation for a group of objects.

The algorithms for comparing segmentation results by
means of metrics are based on known Frйchet and Hasdorf
metrics.

Thus, Lopez and Reisner [10] developed an algorithm to
reduce a number of vertices of the convex polygon for a
given error ξ  in the Hausdorff metric. The algorithm can be
used only for convex polygons. Alt and Scharfz [11]
calculated the Hausdorff distance between algebraic plane
curves using Voronoi diagrams. The algorithm is used for
partial cases with algebraic curves and has a high
computational complexity. Chew and Kedem [12] developed
an algorithm for finding the minimum Hausdorff distance in
metrics iL  and ∞L . The resulting computational complexity

Figure 1 – Expert image and image segmented by algorithms
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is )log( 22 nnO ⋅ . Knauer and Scherfenberg [13] developed
a search method by a given image pattern, which has the
least distance in the metric of Hausdorff. In this case,
translation of the specified pattern is used to the search
image. The algorithm has a high computational complexity.
Alvarez and Seidel [14] developed a method for finding the
minimum weight spanning tree based on the Hausdorff metric
for d -dimensional space. The problem of approximation of
such a tree is solved in polynomial time. Atallah [15]
developed an algorithm for finding the Hausdorff distance
between convex polygons. The computational complexity
of this algorithm is )( nmO ⋅ , where m  and n  refer to a
number of vertices of the first and second polygons,
respectively.

A number of publications are devoted to the
development of algorithms for finding the Frйchet distance
between curves. Alt and Godau [16] developed algorithms
for finding the distance between parametric curves. The
computational complexity is )log( mnmnO ⋅ . Mosig and
Clausen [17] developed an algorithm for calculating the
Frйchet discrete distance for polygonal curves. They used
groups of rigid motion. The computational complexity is

)( 22 nmO ⋅ , where m and n refer to a number of fragments
on the first and second curves. K. Buchin, M. Buchin, and
Wenk [18] developed an algorithm for calculating the Frйchet
distance for surfaces that are represented by simple
polygons. The algorithm has a polynomial complexity. Rote
[19] developed the algorithm for calculating the Frйchet
distance between two curves given by the set of m and
linearly approximated segments. The computational
complexity is )( nmO ⋅ . Schlesinger, Vodolazskiy, and
Yakovenko [20] obtained the computational complexity

)( nmO ⋅  for the Frйchet metric for closed polygonal curves.
Ahn et al [21] developed an algorithm for calculating the
Frйchet distance with inaccurately given vertices. For
d -dimensional space they obtained the computational
complexity of )( nmdO ⋅⋅ . Cook, Driemel, Sherette, and
Wenk [22] developed an algorithm for calculating the Frйchet
distance between non-flat surfaces. The authors reached
the polynomial time in the ∞L  metric. Gudmundsson and
Smid [23] developed a fast algorithm for finding the similarity
of polygonal trees in the Frйchet metric. The algorithm has
a polynomial complexity.

Eiter and Mannila [24] developed an algorithm for finding
the Frйchet discrete distance between polygons. The
computational complexity of the algorithm is )( nmO ⋅ . The
best algorithms for finding the Frйchet distance for plane
closed curves have the computational complexity of

)( nmO ⋅ . The best algorithms for finding the Hausdorff
distance for convex regions have computational complexity

)( nmO ⋅ .
The mentioned algorithms calculate the distances

separately between the curves (contours) of the images in
the Fr chet metric and between the regions of the images in
the Hausdorff metric.

Therefore, it is necessary to develop a metric, method,
and software for evaluating segmentation quality for
complex images with many objects.

3 MATERIALS AND METHOD
In order to compute distances between images, we use

Hausdorff and Frйchet metrics. To compute the shortest
distances between images, we use Gromov-Hausdorff and
Gromov-Fr  chet metrics.

We present the basic metrics below.
Frйchet metric. Let X  be a metric space with a metric d .

For two curves Xbaf →],[:  and Xbag →′′ ],[: , the
Frйchet distance between them is equal to [10]:

( )))(()),((supinf
]1,0[,

tgtfdd
t

F βα=
∈βα ,

where α  and β  are arbitrary non-decreasing continuous

functions from the interval ]1,0[  on intervals ],[ ba  and
],[ ba ′′ , respectively. The value of function is 0)0( =α  and

1)1( =α , and it is similar for function β.
Hausdorff metric. For a metric space ),( dX , the

Hausdorff metric Hd  will be called a metric on the set ℑ  of

all non-empty compact subsets X , which is defined by
means of the formula [25]:

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
∈∈∈∈

),(minmax),,(minmaxmax:),( yxdyxdBAd
AxByByAx

X
H

.

Gromov-Hausdorff metric. The distance between two
compact sets A  and B is equal to [26]:

))(),((inf:),(
,,

BgAfdBAd X
H

gfX
GH = ,

where XAf →: , XBg →:  denote isometric

embeddings into a metric space ),( dX .
Gromov-Fr  chet metric. To measure the distance between

two curves, we use Gromov-Fr  chet metric:

))(),((inf:),(
,,

QgSfdQSd X
F

QSX
GF = ,

where XSf →: , XQg →:  – isometric embeddings into
a metric space ),( dX . Suppose there are two parameterized

curves in metric spaces ii X→γ ]1,0[: , 2,1=i . ),( ii dX  is

a metric, ii Xtt ∈γ→ )(  (fig. 2).We embed isometrically

ZXj ii →: , 2,1=i , ),( dZ .

Then we take a Fr  chet distance between 11γj  and 22γj ,

),( 2211 γγ jjdF . (1)

Finally, infimum of such (1) along all isometric
embeddings 1j , 2j  will be a Gromov-Fr  chet distance:

),(inf),( 2211
,,

21
21

γγ=γγ jjdd F
Zjj

GF .
é

é

 é
é
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Figure 2 – Gromov-Fr  chet metric between two parameterized curvesé

Theorem. The function GFd  is a metric.
Proof. First we check if the definition is correct. Having

two spaces 1X  and 2X  we consider their bouquet

21 XXZ ∨= , sticking together two arbitrary points 0
1x  and

0
2x .

Let us define a metric d in a bouquet by means of the
formula:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∈+

∈
=

 . ,  if ),,(),(

.  if ),,(
),(

21
0
22

0
11 XyXxyxdxxd

Xx,yyxd
yxd

ii

Then we check the definition of a metric for GFd .

Obviously, 0),( 21 ≥γγGFd .

Besides, 0),( =γγGFd  for each γ .
Let us denote that the definition implies that

]))1,0([]),1,0([(),( 2121 γγ≥γγ GFGF dd .

If 0),( 21 =γγGFd , then it implies that

0]))1,0([]),1,0([( 21 =γγGFd , therefore, we can assume that

])1,0([])1,0([ 21 γ=γ .
The last equality in case of embedded curves gives

equality 21 γ=γ  exactly to parameterization. The symmetry
of function GFd  is obvious.

Let us verify the triangle inequality. Let ii X→γ ]1,0[: ,

3,2,1=i  be parameterized curves; adGF =γγ ),( 21 ,

bdGF =γγ ),( 32 ; and 0>ε . There are metric spaces 12Z
and 23Z , and such isometric embeddings

12: ZXj ii → , 2,1=i ,

23: ZXk ii → , 3,2=i ,

so that

ε+<γγ ajjdF ),( 2211 ,

ε+<γγ bkkdF ),( 3322 .

Let 2312 1
22

ZZZ jk −∪= . In other words, Z  is derived

from 2312 ZZ ∪  by identification of each point )(2 xj  with

point )(2 xk , 2Xx ∈ .

Metric d  on Z  is defined by the formula:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈∈∈′′+′
∈′′
∈′

=
 . ,  if}, |)),(())(,(inf{

.  if  ),,(
.   if  ),,(

),(

2312222

23

12

ZyZxXzyzkdzjxd
Zx,yyxd
Zx,yyxd

yxd

(Here d ′  is a metric on 12Z , d ′′  is a metric on 23Z ).

Then from the triangle inequality for Fd  it derives that

ε+γγ+γγ=

=ε++<γγ+
+γγ≤γγ≤γγ

2),(),(
2),(

),(),(),(

3221

3322

2211331121

GFGF

F

FFGF

dd
bakkd

jjdkjdd

Since 0>ε  is arbitrary, we obtain the required inequality..
To evaluate segmentation quality, the researchers

developed quantitative evaluation method of segmentation
quality (QEMSQ), which is built on metric-based measuring
the distance between images.

After segmentation, we obtain a set of segments that we
approximate linearly and get a set of polygons. In general,
they are not convex. Thus, the task is to compare two non-
convex polygons after a specific algorithm segmentation
and expert segmentation.

Let P  and Q  be two non-convex polygons (fig. 3).
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Figure 3 – Polygons P  and Q

Let us divide polygons P  and Q  into sets of convex
polygons, that is, ni PPPP ∪∪∪∪= ......1 ,

mj QQQQ ∪∪∪∪= ......1 . Each convex polygon iP  and

jQ  is represented as ii PPi OCP ∪= , where iPC  and iPO

are contour (external boundary) and internal region of convex
polygon iP ,  respectively. Similarly, polygon

jj QQj OCQQ ∪=: .
Then we receive

.|)}(...)()(

,|)}(...)()(

11

11

WOCOCOCQ

VOCOCOCP

mmjiji

nnii

QQQQQQ

PPPPPP

∪∪∪∪∪∪=

∪∪∪∪∪∪=

Let us represent the latter expressions in the following
form:

).......()......(

),......()......(

11

11

mjmj

nini

QQQQQQ

PPPPPP

OOOCCCQ

OOOCCCP

∪∪∪∪∪∪∪∪∪=

∪∪∪∪∪∪∪∪∪=

Denote:

.......

,......

,......

,......

2

1

2

1

1

1

1

1

WOOO

WCCC

VOOO

VCCC

mj

mj

ni

ni

QQQ

QQQ

PPP

PPP

=∪∪∪∪

=∪∪∪∪

=∪∪∪∪

=∪∪∪∪

Then the distance between polygons P  and Q  is equal
to a sum of distances between contours and internal regions

of convex polygons iP  and jQ . The distance between
regions equals:

{ 11111 ),(,,1,,1|0inf),( ε≤=∃=∀>ε= jiH OOdmjniWVd

and vice versa ,,1,,1 nimj =∃=∀  and }1),( ε≤jiH OOd ,

Hd  – a Hausdorff distance.

Similarly, we calculate the distances between contours:

{ 22222 ),(,,1,,1|0inf),( ε≤=∃=∀>ε= jiF CCdmjniWVd

and vice versa ,,1,,1 nimj =∃=∀  and }2),( ε≤jiF CCd ,

Fd  – a Fr  chet distance.
Quantitative evaluation method of segmentation quality

is based on a combination of algorithms that ensure finding
the shortest distances between images. This combination
includes a set of algorithms: algorithm for non-convex-into-
convex polygon transformation, weighted chords algorithm,
Hausdorff distance algorithm, and discrete Fr chet distance
algorithm.

Stepwise quantitative evaluation method of
segmentation quality can be represented as follows:

1. Formation of a convex polygons’ set.
2. Conducting isometric transformations for embedding

convex polygons with a maximum cross section.
3. Computing a Fr chet distance for convex polygons.
4. Computing a Hausdorff distance for convex polygons.
5. Finding the shortest distance based on weighted

metrics (Fr chet and Hausdorff metrics) between polygons
P  and Q  according to FH ddD λ+ϕ= .

Let us describe the basic algorithms that underpin this
method.

Algorithm for non-convex-into-convex polygon
transformation:

Let P  be a non-convex polygon with vertices
{ }110 ,...,, −= nvvvV .  Algorithm for convex polygon

formation consists of the following steps:
1. Beginning with an upper vertex, we select the vertices

with internal angles iα  larger than 180°.  If such angles do
not exist, then the polygon is convex and the algorithm is
completed. Otherwise, we get an array of vertices

{ }mbbbB ,...,, 10= .

2. We connect consistently the received vertices 1b

beginning with the top vertex and get a polygon 1P .

3. We repeat step 1 with a received polygon 1P .

4. We repeat steps 1 and 2 with polygons 1P  until the

angle of each vertex meets the condition D180<α .
The algorithm is graphically demonstrated in fig. 4

é

а b
Figure 4 – Partitioning non-convex polygon into convex polygons: a – polygon P , with internal angles larger than D180 , b – polygon 1P ,

convex region formation

é

é
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Algorithm computational complexity is )( mnO + , where
n  is a number of vertices of initial non-convex polygon and
m  is a number of vertices of non-convex polygon.

Weighted chords algorithm is described in the article of
Berezsky, Melnyk, Batko, and Pitsun [27] Computational
complexity of the algorithm is )( mnO ⋅ , where n  is a number
of weighted chords of the first polygon and m is a number
of weighted chords of the second polygon. For convex
regions’ comparison, the Atallah’s algorithm [15] was used.
For contour comparison, we used the Fr chet discrete
distance algorithm developed by Eiter and Mannila [25]. So,
the developed QEMSQ algorithms have the least
computational complexity.

4 EXPERIMENTS
For computer experiments, we used cytological images

[28].
To compare segmentation quality of individual micro

objects, we use etalon image shown in fig. 5.

é

Figure 5 – Etalon image

é é

a b

Other images for these experiments were generated
randomly. In this case, we use the following methods to
evaluate segmentation quality: CSP, WSP, PDE, FRAG,
AUMA, and RUMA.

To evaluate segmentation quality of micro objects’ groups,
we use cytological images. Fig. 6 shows the etalon image and
images segmented by means of thresholding, k-means, and
watershed distribution algorithms [29]. We used Hausdorff,
Fr  chet, Gromov-Hausdorff, and Gromov-Fr  chet metrics.

c d

e
Figure 6 – Image segmentation: а – output image, b – etalon image, c – segmentation results by k-means + threshold algorithms, d –

segmentation results by watershed + threshold algorithms, e – segmentation results by  threshold algorithm
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5 RESULTS
Comparative analysis of image segmentation is

demonstrated in Table 1.
Thus, the described methods of segmentation quality

evaluation rated the most similar to etalon images and the
most dissimilar images. These methods should be used to
evaluate the segmentation quality of individual microscopic
objects rather than the entire image as a whole. Table 2
shows the results of segmentation quality evaluation of
images illustrated in fig. 6.

Analysis of data in Table 2 demonstrates that Gromov-
Fr  chet and Gromov-Hausdorff metrics showed better results
than others. The combination of segmentation algorithms
k-means and threshold optimally suits the segmentation of
cytological images.

6 DISCUSSION
The analyzed methods of quantitative evaluation of

segmentation quality, such as CSP, WSP, PDE, FRAG,
AUMA, RUMA provide evaluation for only individual
microscopic objects.

To evaluate the quality of segmentation of micro objects’
groups, it is necessary to apply metrics. The most common
metrics are the classical metrics of Fr  chet and Hausdorff.
At present, the best known algorithms that implement the
Fr chet metric for contours (flat curves) have the
computational complexity of )( nmO ⋅ . Known algorithms
for calculating the Hausdorff distance between convex
regions (polygons) have the computational complexity of

)( nmO ⋅ . The Hausdorff and Fr chet metrics allow separately
measuring the distances between regions and contours of
images. To find the shortest distances between regions, the
Gromov-Hausdorff metric is used.

The disadvantages of the known algorithms are the
following:

1. Algorithms based on the Fr  chet metric calculate the
distance only between the contours of images;

Methods of segmentation quality 
evaluation 

  
CSP, % 80.96 93.52 70.5 97.84 
WSP, % 53.72 47.9 58.26 44.01 

FRAG, % 98 90 70 97 
AUMA, -pixels 4347.0 1165.0 5113.0 1105.0 

RUMA, % 15.22 4.08 17.9 3.87 
 

Metrics b) → b) b) → c) b) → d) b) → e) 
Hausdorff 0 19.20 21.37 46.57 
Gromov-Hausdorff 0 19.20 21.37 46.57 
Fréchet 0 36.76 26.4 52.77 
Gromov-Fréchet 0 36.76 24.18 52.77 
Weighted metrics 0 27.98 22.78 49.67 

Table 2 – Comparative analysis of image segmentation based on metrics

Table 1 – Comparative analysis of image segmentation

2. Algorithms based on the Hausdorff metric calculate
the distance only between convex regions of images;

3. There are no algorithms that calculate the shortest
distance between contours.

The advantages of the developed algorithms are the
following:

1. The proposed Gromov-Fr  chet metric allows estimating
the shortest distance between the contours of images;

2. The use of a combined metric based on the metrics of
Gromov-Hausdorff and Gromov-Freche provided the
possibility to calculate the shortest distances between
contours and non-convex regions of images.

3. The developed EMISQ, which is based on the best
known algorithms for calculating the Fr chet and Hausdorff
distances, automatically estimates the shortest distances
between groups of micro objects.

CONCLUSIONS
In the article, the authors introduced the Gromov-

Fr chet distance and proved that distance is a metric. The
method of quantitative evaluation of image segmentation
quality is developed, on the basis of which a program module
is designed and implemented, which allows calculating the
shortest distance between images in an automatic mode.

The scientific novelty of the results is the following:
– for the first time, a Gromov-Fr  chet metric was proposed

for measuring the shortest distance between the contours
of images;

– for the first time, quantitative evaluation method of
segmentation quality based on the integrated use of Gromov-
Fr  chet and Gromov-Hausdorff metrics was applied allowing
to evaluate the shortest distances between images.

The practical significance of the results is in the
development of software to evaluate the shortest distances
between the images. Computer experiments that were
conducted on the example of cytological and histological
images showed high efficiency of software that was used in
image automatic segmentation algorithms.
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Further areas of research embrace the development of
algorithms of de-paralleling the metric quantitative
evaluation method of segmentation quality, which will help
speed up the process of segmentation quality evaluation
and segmentation algorithm optimization. Besides, a
promising area for further investigations is development of
a metric for evaluation the similarities of non-convex
polygons.

ACKNOWLEDGEMENTS
The proposed research has been developed within the

state budget project “Hybrid Intelligent Information
Technology Diagnosing of Precancerous Breast Cancer
Based on Image Analysis” (state registration number
1016U002500).

REFERENCES
1.  Yinpeng J. Contrast Enhancement by Multi-scale Adaptive

Histogram Equalization / J. Yinpeng, L.Fayadb, A. Laine //
Proceedings of SPIE. – 2001. – Vol. 4478. – P. 206–213.
DOI: 10.7916/D8QZ2M29

2.    Baron T. H. A Prospective Comparison of Digital Image Analysis
and Routine Cytology for the Identification of Malignancy in
Biliary Tract Strictures / T. H. Baron, G. Harewood, A. Rumalla
// Clinical Gastroenterology and Hepatology. – 2004. – Vol. 2,
Issue 3. – P. 214-219. DOI: 10.1016/S1542-3565(04)00006-0

3.   Petushi S. Large-scale computations on histology images reveal
grade-differentiating parameters for breast cancer / S. Petushi,
F. U. Garcia, M. M. Haber // BMC Medical Imaging. – 2006. –
Vol. 6, Issue 14. – P. 496–499. DOI: 10.1186/1471-2342-6-14

4.  Levine M. D. Dynamic measurement of computer generated
image segmentations / M. D. Levine, A. Nazif // IEEE Transactions
on Pattern Analysis and Machine Intelligence. – 1985. – Vol. 7,
Issue 2. – P. 155–164. DOI: 10.1109/TPAMI.1985.4767640

5.  Zhang Y. J. A review of recent evaluation methods for image
segmentation / Y. J. Zhang // Signal Processing and its Applications
(ISSPA) : Sixth International Symposium, Kuala Lumpur
Malaysia, Aug 13–16, 2001 :  proceedings. – Kuala Lumpur,
2001. – P. 148–151.

6. Berezsky O. Methods of quantitative evaluation of image
segmentation quality / O. Berezsky // Signal/Image Processing
and Pattern Recognition (UkrOBRAZ’2014) : XIIIth All-Ukraine
International Conference, Kyiv, 3–7 November 2014 :
proceedings. – Kyiv, 2014. – P. 51–54.

7.  Lee S. U. A comparative performance study of several global
thresholding techniques for segmentation / S. U. Lee, S. Y. Chung,
R. H. Park // Computer Vision, Graphics, and Image Processing. –
1990. – Vol. 52, Issue. 2. – P. 171–190.

8.    Zhang Y. J. Segmentation evaluation using ultimate measurement
accuracy / Y. J. Zhang, J. J. Gerbrands // Image Processing
Algorithms and Technique. – 1992. – Vol. 1657. – P. 449-460.

9.   Zhang Y. J. Objective and quantitative segmentation evaluation
and comparison / Y. J. Zhang, J. J. Gerbrands // Signal Processing. –
1994. – Vol. 39, Issue.2. – P. 43-54. DOI:10.1016/0165-
1684(94)90122-8

10. Lopez M. Hausdorff approximation of convex polygons /
M. A. Lopez, S. Reisner // Computational Geometry. – 2005. –
Vol. 32, Issue 2. –  P. 139–158. DOI: 10.1016/
j.comgeo.2005.02.002

11. Alt H. Computing the Hausdorff distance between curved objects
/ H. Alt, L. Scharfz // International Journal of Computational
Geometry. – 2008. – Vol. 18. – P. 307–320. DOI: 10.1142/
S0218195908002647

12. Chew L. P. Getting around a lower bound for the minimum
Hausdorff distance / L. P. Chew, K. Kedem // Computational

Geometry. – 1998. – Vol. 10, Issue 3. – P. 197–202. DOI: S0925-
7721(97)00032-1

13. Knauer C. Approximate nearest neighbor search under translation
invariant hausdorff distance / C. Knauer, M. Scherfenberg //
International Journal of Computational Geometry. – 2011. –
Vol. 21, Issue 3. – P. 369–381. DOI: S0218195911003706

14. Alvarez V. Approximating the minimum weight spanning tree of
a set of points in the Hausdorff metric / V. Alvarez, R. Seidel //
Computational Geometry. – 2010. – Vol. 43. – P. 94–98.

15. Atallah M. J. Computing Some Distance Functions Between
Polygons / M. J. Atallah, C. Celso // Computer Science Technical
Reports. – 1990. – Vol. 9. – P. 1–10.

16. Alt H. Computing the Fr chet distance between two polygonal
curves / H. Alt, M. Godau // International Journal of Computational
Geometry and Applications. – 1995. – Vol. 5. – P. 75–91.

17. Mosig A. Approximately matching polygonal curves with respect
to the Fr  chet distance / A. Mosig, M. Clausen // Computational
Geometry. – 2005. – Vol. 30, Issue 2. – P. 113–127. DOI: 10.1016/
j.comgeo.2004.05.004

18. Buchin K. Computing the Fr chet distance between simple
polygons / K. Buchin, M. Buchin, C. Wenk // Computational
Geometry. – 2008. – Vol. 441, Issue 1–2. – P. 2–20. DOI: 10.1145/
1137856.1137870

19. Rote G. Computing the Fr  chet distance between piecewise
smooth curves / G. Rote // Computational Geometry. – 2007. –
Vol. 37. – P. 162–174. DOI: 10.1016/j.comgeo.2005.01.004

20. Schlesinger M. I. Frechet Similarity of Closed Polygonal Curves
/ M. I. Schlesinger, E. V. Vodolazskiy, V. M. Yakovenko //
International Journal of Computational Geometry. – 2016. –
Vol. 26. – P. 53–66. DOI: 10.1142/S0218195916500035

21. Computing the discrete Fr  chet  distance with imprecise impute
/ [H.-K. Ahn, C. Knauer, M. Scherfenberg et al.] // International
Journal of Computational Geometry. – 2016. – Vol. 22. – P. 27–
44. DOI: 10.1142/S0218195912600023

22. Computing the Fr  chet distance between folded polygons /
[A. F. Cook, Anne Driemel, Jessica Sherette et al.]  //
Computational Geometry. – 2015. – Vol. 50. – P. 1–16.

23. Gudmundsson J. Fast algorithms for approximate Fr  chet matching
queries in geometric trees / J. Gudmundsson, M. Smid //
Computational Geometry. – 2015. – Vol. 48. – P. 479–494.
DOI:10.1016/j.comgeo.2015.02.003

24. Computing discrete Fr  chet distance: Technical Report: CD-TR
94/64 / T. Eiter, H. Mannila // Information Systems Department,
Technical University of Vienna. – Vienna, 1994. – 7 p.

25. Deza M. M. Encyclopedia of Distances / M. M. Deza. – Berlin :
Springer-Verlag, 2009. – 590 p.

26. Gromov M. Metric Structures for Riemannian and Non-
Riemannian Spaces / M. Gromov. – Boston, MA, Progress in
Mathematics, 1999. – 1041 p.

27. Regions Matching Algorithms Analysis to Quantify the Image
Segmentation Results / [O. Berezsky, Y. Batko, O. Pitsun et al.]
// Sensors & Transducers. – 2017. – Vol. 208, Issue 1. – P. 44–49.
DOI: 10.1109/STC-CSIT.2016.7589862

28. Fuzzy system diagnosing of precancerous and cancerous conditions
of the breast / [O. Berezsky, S. Verbovyy, L. Dubchak et al.] //
Computer Sciences and Information Technologies (CSIT) : XI th
International Scientific and Technical Conference, Lviv, 6–10
September 2016 : proceedings. – Lviv, 2016. – P. 200–203. DOI:
10.1109/STC-CSIT.2016.7589906

29.Berezsky O. Automated Processing of Cytological and Histological
Images / Oleh Berezsky, Oleh Pitsun // Perspective Technologies
and Methods in MEMS Design (MEMSTECH’2016) : XII th
International Conference, Lviv-Polyana, 20–24 April 2016 :
proceedings. – Lviv,  2016. –  P. 51–53. DOI:10.1109/
MEMSTECH.2016.7507518

Article was submitted 14.06.2017.
After revision 20.08.2017.

é

é

é

é

é

é

é

é



        127

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

Березский O. Н.1, Пицун O. Й.2

1Д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой компьютерной инженерии, Тернопольский национальный экономический уни-
верситет, Тернополь, Украина

2Аспирант, Тернопольский национальный экономический университет, Тернополь, Украина
МЕТОДЫ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА СЕГМЕНТАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ
Актуальность. Рассмотрены основные методы количественной оценки качества сегментации изображений. Они используются

для выбора алгоритмов сегментации для конкретных классов изображений. Объектом исследования являются цитологические и гисто-
логические изображения, используемые при диагностировании патологических процессов в онкологии. Предметом исследования
являются количественные методы оценки качества алгоритмов сегментации.

Цель работы – введение метрики Громова-Фреше и разработка метрического метода количественной оценки качества сегмента-
ции для сравнения алгоритмов сегментации изображений.

Метод. Проанализированы критерии количественной оценки, основанные на сравнении и без сравнения с эталонным изображени-
ем. Проанализированы алгоритмы нахождения расстояния между изображениями на основе метрик Фреше, Хаусдорфа, Громова-
Хаусдорфа.

Для нахождения расстояния между контурами изображений введено расстояние Громова-Фреше. Доказано условие тождественно-
сти, симметричности и треугольника и показано, что расстояние Громова-Фреше является метрикой.

Разработан метрический метод количественной оценки качества сегментации. Он базируется на использовании метрик Громова-
Хаусдорфа и Громова-Фреше. Метод построен на основе алгоритмов преобразования невыпуклых полигонов в выпуклые, алгоритма
взвешенных хорд, алгоритмов вычисления расстояний Фреше и Хаусдорфа. Для нахождения расстояния Хаусдорфа между выпуклыми
областями использован алгоритм M. Аталаха. Для нахождения дискретного расстояния Фреше использован алгоритм Томаса Рейтера
и Хейкки Маниллы. Данные алгоритмы имеют самую низкую вычислительную сложность среди своего класса алгоритмов.

Результаты. Введено метрику Громова-Фреше и разработано метрический метод количественной оценки качества сегментации.
Выводы. Проведенные эксперименты на основе цитологических изображений подтвердили работоспособность программного

обеспечения оценки расстояния между изображениями. Разработанный метод показал высокую точность оценки расстояний между
изображениями. Разработанный программный модуль использован в интеллектуальные системе диагностирования предраковых и
раковых состояний молочной железы. Программное обеспечение может быть использовано в различных программных системах
компьютерного зрения. Перспективными направлениями исследований является поиск новых метрик для оценки расстояния между
изображениями.

Ключевые слова: сегментация, количественная оценка сегментации, метрика Громова-Хаусдорфа, метрика Громова-Фреше,
полигон, цитологические изображения.
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МЕТОДИ ОЦІНКИ ЯКОСТІ СЕГМЕНТАЦІЇ ЗОБРАЖЕНЬ
Актуальність. Розглянуто основні методи кількісної оцінки якості сегментації зображень. Вони використовуються для вибору

алгоритмів сегментації для конкретних класів зображень. Об’єктом дослідження є цитологічні та гістологічні зображення, які викори-
стовуються при діагностуванні патологічних процесів в онкології. Предметом дослідження є кількісні методи оцінки якості алгоритмів
сегментації.

Мета роботи – введення метрики Громова-Фреше та розроблення метричного методу кількісної оцінки якості сегментації для
порівняння алгоритмів сегментації зображень.

Метод. Проаналізовані  критерії кількісної оцінки, які базуються на порівнянні та без порівняння з еталонним зображенням.
Проаналізовано алгоритми знаходження відстані між зображеннями на основі метрик Фреше, Хаусдорфа, Громова-Хаусдорфа.

Для знаходження відстані між контурами зображень введено відстань Громова-Фреше. Доведено умову тотожності, симетричності
та трикутника і показано, що відстань Громова-Фреше є метрикою.

Розроблено метричний метод кількісної оцінки якості сегментації. Він базується на використанні метрик Громова-Хаусдорфа та
Громова-Фреше. Метод побудований на основі алгоритмів перетворення неопуклих полігонів у опуклі, алгоритму зважених хорд,
алгоритмів обчислення відстаней Фреше та Хаусдорфа. Для знаходження відстані  Хаусдорфа між опуклими областями використано
алгоритм M. Аталаха. Для знаходження дискретної відстані Фреше використано алгоритм Томаса Ейтера і Хейкі Манілли. Дані
алгоритми мають найнижчу обчислювальну складність серед свого класу алгоритмів.

Результати. Введено метрику Громова-Фреше та розроблено метричний метод кількісної оцінки якості сегментації.
Висновки. Проведені експерименти на основі цитологічних зображень підтвердили працездатність програмного забезпечення

оцінки відстані між зображеннями. Розроблений метод показав високу точність оцінки відстаней між зображеннями. Розроблений
програмний модуль використаний у інтелектуальній системі діагностування передракових і ракових станів молочної залози. Програмне
забезпечення може бути використане в різних програмних системах комп’ютерного зору. Перспективними напрямами досліджень є
пошук нових метрик для оцінки відстані між зображеннями.
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ВЫРОЖДЕННЫЕ S-БЛОКИ
Актуальность. S-блоки являются одним из основных преобразований многих шифров, и поиску S-блоков с улучшенными

криптографическими показателями уделяется громадное внимание в литературе этого направления. Тем самым полагается, что есть
подстановки (S-блоки), которые следует считать плохими, т.е. такие, которые не подходят для построения надежных шифров. С
другой стороны, одно из направлений совершенствования конструкций шифров, которое развивается в последнее время, связано с
построением шифров, в которых могут применяться S-блоки случайного типа. Возникает важный вопрос. А какие же S-блоки не
подходят для построения шифрующих преобразований? В этой связи большую актуальность приобретает изучение свойств и
особенностей формирования S-блоков вырожденных конструкций, под которыми понимаются подстановки, ухудшающие
криптографические показатели шифров.

Цель. Изучение свойств и особенностей формирования подстановок вырожденного типа, оценка вероятности их порождения с
помощью генератора случайных подстановок. Определение признаков, по которым можно отличить вырожденные подстановки.

Метод. Построение поцикловых законов распределения максимумов таблиц дифференциальных разностей и таблиц линейных
аппроксимаций для уменьшенных моделей шифров, при использовании в них разных (вырожденных) конструкций S-блоков.
Определение закона распределения максимумов XOR таблиц и смещений таблиц линейных аппроксимаций байтовых подстановок.

Результаты. Изучены ансамблевые характеристики множества байтовых подстановок. На основе изучения дифференциальных
и линейных свойств уменьшенных моделей шифров определены признаки, по которым можно выявить вырожденные подстановки.
Вычислительным и экспериментальным путем определена вероятность случайного порождения (выбора) байтовой подстановки
вырожденного типа.

Выводы. Результатами работы подтверждено, что получение вырожденных байтовых S-блоков при случайном их порождении
является маловероятным событием. Это означает, что практически без ограничений в шифрах могут использоваться S-блоки,
порождения с помощью генератора случайных подстановок.

Научная новизна состоит в том, что изучено влияние вырожденных подстановок на эффективность шифрующих преобразований.
Впервые установлено, что использование в шифрах S-блоков, порожденных случайным образом, с очень большой вероятностью не
приводит к ухудшению показателей стойкости шифров к атакам дифференциального и линейного криптоанализа.

Практическая значимость результатов работы заключается в получении конкретных данных, подтверждающих основное положение
развиваемой новой методики оценки стойкости блочных симметричных шифров к атакам дифференциального и линейного
криптоанализа о независимости показателей стойкости шифров от применяемых S-блоков, в том числе и S-блоков случайного типа.

Ключевые слова: методология оценки стойкости, вырожденные подстановки, дифференциальные показатели, линейные
показатели.

НОМЕНКЛАТУРА
π  – нелинейное подстановочное преобразование

(S-блок);
ЛАТ – линейная аппроксимационная таблица под-

становки;
ТР – таблица разностей подстановки;
ТД – таблица дифференциалов подстановки;

*)2),(Pr( kYX =ΛΔΛπ  – вероятность порождения
подстановки с максимальным значением XOR разности;

*k  – половинное значение максимума XOR перехо-
да дифференциальной таблицы;

( )*2),(Pr l=βαλ∗  – вероятность порождения под-

становки с максимальным значением смещения ЛАТ;
*l  – половинное значение максимума смещения таб-

лицы ЛАТ;
)(max XD  – закон распределения максимумов табли-

цы XOR разностей байтовой подстановки;
)(max YD  – закон распределения максимумов сме-

щений линейной аппроксимационной таблицы байто-
вой подстановки;

π
maxDP  – максимальное значение дифференциальной

вероятности таблицы подстановки π ;

π
maxLP  – максимальное значение линейной вероят-

ности подстановки π .
ВВЕДЕНИЕ
Одним из основных положений, развиваемых в но-

вой методологии оценки показателей стойкости блоч-
ных симметричных шифров (БСШ) к атакам дифферен-
циального и линейного криптоанализа [1], является по-
ложение,  состоящее в  том, что все БСШ после
определенного индивидуального для каждого БСШ чис-
ла циклов приходят по дифференциальным и линейным
показателям к свойствам случайных подстановок соот-
ветствующих степеней (значения максимальных диффе-
ренциальных и линейных вероятностей совпадают с со-
ответствующими показателями случайных подстановок).

Проведенные многочисленные эксперименты, сви-
детельствуют о том, что сформулированное положение
выполняется практически для всех известных шифров, а
подстановки, его не подтверждающие – это весьма огра-
ниченное множество по сравнению с общим числом
возможных подстановок, существенно не влияющее на
достоверность сформулированного утверждения.

Это означает, что предлагаемая методология работа-
ет для произвольных S-блоковых конструкций, исключая
так называемые вырожденные подстановки, которые в
современных шифрах не используются. Возникает воп-
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рос, а какие же S-блоки считать вырожденными? И на-
сколько вероятно попасть при случайном выборе на
вырожденную подстановку?

Одним из простых ответов на этот вопрос может стать
такой: вырожденными S-блоками следует считать те, ко-
торые либо не позволяют шифру в пределах ограничен-
ного числа циклов, однозначно определенного для каж-
дого шифра, достичь показателей случайной подстанов-
ки соответствующей степени, либо стационарное
значение, к которому приходит шифр, не соответствует
ожидаемому, свойственному случайной подстановке.

Объектом исследования является процесс прихода
шифров к состоянию случайной подстановки (к стацио-
нарному значению поцикловых значений максимумов
дифференциальных и линейных вероятностей).

Предмет исследований составляют байтовые подста-
новки вырожденного типа, определение которых приве-
дено выше.

Целью данной работы является изучение свойств и
особенностей формирования подстановок вырожденно-
го типа. Оценивается вероятность порождения байтовых
S-блоков с помощью генератора случайных подстано-
вок. Определяются признаки, по которым можно отли-
чить вырожденные подстановки.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть мы имеем выборку из случайно сгенериро-

ванных байтовых (размера 8×8) подстановок: 1π , 2π , . . .,

nπ . Для симметрической группы nS  полное множествоо
таких подстановок будет содержать n! различных пред-
ставителей. Каждое из этих преобразований характери-
зуется своими значениями максимальной дифференци-
альной π

maxDP  и линейной π
maxLP  вероятностей. Необ-

ходимо определить, какие из полного множества таких
подстановок и сколько являются вырожденными в опре-
деленном выше смысле?

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
В криптографической литературе уделяется просто

огромное внимание построению подстановочных кон-
струкций (S-блоков) для блочных симметричных шиф-
ров [2–10 и мн. мн. др.], так как считается, что показатели
стойкости шифров непосредственно связаны с криптог-
рафическими свойствами входящих в них S-блоков. Наши
исследования [11–14 и мн. др.], однако, показали, что это
не совсем так. Подстановочные преобразования, исполь-
зуемые в современных шифрах, не влияют на итоговые
показатели стойкости шифров. Они влияют (не всегда)
на динамику прихода шифров к состоянию случайной
подстановки [15, 16] и то лишь в пределах одного цикла.
Другое дело, что в принципе существуют конструкции
S-блоков, которые ухудшают или просто разрушают крип-
тографическое преобразование, применение которых
для построения шифров просто недопустимо. Такие
S-блоки в [1] названы вырожденными.

В работах [1, 17–19 и др.] пропагандируется исполь-
зование для построения шифров случайно сконструи-
рованных S-блоков. Такие S-блоки нашли уже использо-
вание в современных шифрах, правда с дополнительным
отбором по определенным критериям [20]. Возникает

задача насколько важно выполнять проверку криптогра-
фических показателей S-блоков, предполагаемых к ис-
пользованию в конкретном шифре, и если использовать
случайные конструкции, как защититься от использова-
ния слабых (вырожденных) S-блоков?

В интернете нам не удалось найти материалов по
вырожденным подстановкам. В этом направлении на-
шлась только одна опубликованная работа [21], в кото-
рой обсуждаются непосредственно понятия и подходы,
связанные с вырожденными подстановками. Сегодня,
возвращаясь к затронутым в работе [21] вопросам, хо-
чется отметить, что обоснование мощности подстано-
вок, названных в работе вырожденными, выполненное
на основе формул для законов распределения переходов
XOR таблиц и таблиц линейных аппроксимаций пред-
ставляется не совсем аккуратным. Более последователь-
ным и правильным следует считать использование для
оценки множества вырожденных подстановок законов
распределения максимумов переходов соответствующих
таблиц, рассчитанных в нашей работе [22]. В этой работе
можно найти и дополнительные аргументы, относящие-
ся к обоснованию математической модели случайной
подстановки. Далее в рамках введенного в работе [22]
понятия математической модели случайной подстанов-
ки обсуждаются свойства и особенности подмножества
подстановок вырожденного типа.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Общим подходом, который развивается в этой рабо-

те, является построение поцикловых распределений мак-
симумов таблиц дифференциальных разностей и таблиц
линейных аппроксимаций для уменьшенных моделей
шифров, в качестве которых рассматривается шифр из
работы Хеуса и шифр Rijndael [1] (первый шифр имеет
слабое линейное преобразование, а второй – сильное
линейное преобразование). Многочисленные исследо-
вания уменьшенных моделей современных шифров [11–
16 и мн. др.] показали, что с S-блоками, построенными
по предложениям разработчиков шифра, Rijndael при-
ходит к состоянию случайной подстановки по диффе-
ренциальным показателям за три цикла, а по линейным
показателям – за четыре. С другими конструкциями S-
блоков (из других шифров, в том числе и случайных S-
блоков) приход Rijndael-я к случайной подстановке по
дифференциальным показателям затягивается до 5-ти
циклов. Шифру Хеуса для прихода к состоянию случай-
ной подстановки для различных S-блоков (от рекомендо-
ванных конструкций до случайных S-блоков) достаточ-
но выполнить от 6-ти до 9-ти циклов шифрования.

Нам потребуются и материалы из работы [21], при-
веденные далее в разделе эксперименты, в которой об-
суждаются подходы к обоснованию модели случайной
подстановки. Заодно мы выполним уточнение некото-
рых моментов.

Мы будем интересоваться числом циклов шифрова-
ния, после которого шифр приходит к показателям слу-
чайной подстановки, т.е. основным методом исследова-
ний будет построение для шифров с разными S-блоками
поцикловых законов распределения максимумов полных
дифференциалов и линейных корпусов. Основным ин-
струментом исследований будет изучение законов рас-
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пределения максимумов переходов дифференциальных
и линейных таблиц постановок. Будет выполнена оценка
доли вырожденных байтовых подстановок в общем мно-
жестве подстановок симметрической группы.

В данном случае вырожденными случайными под-
становками будут считаться подстановки, которые не
укладываются в рамки приведенных в работе [1 и др.]
подстановок, примененных в ряде современных шиф-
ров, и модели случайной подстановки, обоснованной в
работе [22].

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Здесь, как уже было отмечено выше, представляются

результаты экспериментов с малыми (16-битными) мо-
делями шифров. Соответственно разговор будет идти о
полубайтовых S-блоках, изученных наиболее всесторон-
не и глубоко [23, 24]. Для каждого шифра с фиксирован-
ным числом циклов шифрования выполнялся расчет
поцикловых распределений максимумов переходов XOR
таблиц и смещений таблиц линейных аппроксимаций для
30 различных ключей зашифрования, сгенерированных
случайным образом, а потом результаты усреднялись.

Мы здесь воспользуемся примерами вырожденных
подстановок и результатами экспериментов из работы
[21] с полубайтовыми S-блоками. Эксперименты пока-
зывают, что к вырожденным подстановкам (S-блокам)
следует отнести, прежде всего, подстановки с предель-
ными (максимальными) значениями дифференциальных
переходов и (или) смещений (полубайтовые подстанов-
ки имеют максимальное значение дифференциального
перехода равное 16 (2n) для XOR таблиц и значение 8
(2n–1) для таблиц линейных аппроксимаций). В табл. 1 и
табл. 2, заимствованных из работы [21], мы представля-
ем поцикловое поведение значений максимумов пол-
ных дифференциалов и значений максимумов смеще-
ний ЛАТ 16-ти битного шифра Хеуса из работы [25]
(шифра со слабым линейным преобразованием).

В качестве первого примера взята тождественная под-
становка (единичная подстановка симметрической груп-
пы). Эта подстановка имеет максимально возможное

значение перехода дифференциальной таблицы равное
16 и максимально возможное значение смещения таб-
лицы линейных аппроксимаций равное 8-ми (нелиней-
ность равна нулю!). Результаты ее применения для пост-
роения процедуры зашифрования (шифра) приведены
в верхней части таблицы 1 (первый пример). Этот при-
мер ярко свидетельствует, что без применения подста-
новочной нелинейной операции шифр (любой) просто
разваливается.

Второй и третий примеры подстановок свидетель-
ствуют, что действительно существуют и не тождествен-
ные подстановки со значением показателя максимума
смещения линейной аппроксимационной таблицы
(ЛАТ) равному 8 (максимально возможному значению
для полубайтовой подстановки), которые также не по-
зволяют реализовать эффективную процедуру зашиф-
рования. Заметим, что вторая подстановка приходит к
асимптотическому значению максимума таблицы диф-
ференциалов (ТД) равному 24, отличающемуся от тео-
ретического значения максимума дифференциала для
случайной подстановки (18–20).

В таблице 2 представлены результаты поцикловой
оценки максимумов смещений таблиц линейных апп-
роксимаций (линейных оболочек) шифра Хеуса с этими
же подстановка ми, которые рассматривались выше. И в
этом случае результаты свидетельствуют о практичес-
кой непригодности рассмотренных первых двух подста-
новок для построения шифрую щих преобразований.
Последняя подстановка приходит к показателям случай-
ной подстановки после 7-ми циклов, однако, для дости-
жения необходимых дифференциальных свойств (см.
табл. 1) ей требуется более 11-ти циклов зашифрования.
В то же время здесь можно сослаться на результаты ра-
бот [26, 27 и др.], из которых следует, что случайно взя-
тые подстановки с одновременно не максимальными
значениями дифференциальных и линейных переходов
с большой вероятностью приводят к эффективному
шифрующему преобразованию. Число циклов, необхо-
димое для перехода к случайной подстановке, например,
для шифра Хеуса, не превышает 6-ти.

№ 
п/п 

Подстановка Значения максимумов ТР в зависимости от числа циклов 

Тождественная подстановка Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

57617,1 50364,4 45675,6 40971,4 37338,8 39267,0 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

1 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,1A,B,C,D,E,F 

ЛАТ – 8, ДТ – 16 (15) 
41487,8 43386,5 44803,1 46411,4 47075,4 47872,9 

Подстановка 14 из работы [22] Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

32768 16384 5043,2 1327,87 369,60 151,07 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

2 
5,A,C,6,0,F,3,9,8,D,B,1,7,2,E,4 

ЛАТ – 8, ДТ – 8 (12) 
61,53 32,60 24,20 23,87 23,93 24,13 

Подстановка 1 из работы [5] Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

49152,0 27648,0 15552,0 3616,00 1016,0 451,27 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

3 
C,D,5,1,A,B,6,2,E,3,7,F,4,0,8,9 

ЛАТ – 8, ДТ – 12 (3) 
209,27 106,60 53,07 27,53 20,07 19,07 

Таблица 1 – Поцикловые значения максимумов полных дифференциалов (XOR таблиц) шифра Хеуса с вырожденными S-блоками
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№ 
п/п 

Подстановка Значения максимумов ЛАТ в зависимости от числа циклов 

Тождественная подстановка Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

1 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,1A,B,C,D,E,F 
ЛАТ – 8, ДТ – 16 (15) 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Подстановка 14 из работы [22]  Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
32768 32768 32768 32768 32768 32768 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

2 
5,A,C,6,0,F,3,9,8,D,B,1,7,2,E,4 

ЛАТ – 8, ДТ – 8 (12) 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Подстановка 1 из работы [5] Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
32768 24576 12288 5233,1 2040,2 1077,7 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

3 
C,D,5,1,A,B,6,2,E,3,7,F,4,0,8,9 

ЛАТ – 8, ДТ – 12 (3) 

839,7 821,7 830 811,3 834,4 806,6 

Таблица 2 – Поцикловые значения максимумов смещений ЛАТ для шифра Хеуса с вырожденными S-блоками

Далее мы опять напоминаем результаты из работы
[21].

В табл. 3 приведены поцикловые распределения мак-
симумов числа переходов XOR таблиц для шифров с
сильным линейным преобразованием. Они вычисляют-
ся с помощью уменьшенной (16-битной) конструкции
шифра Rijndael, в котором используются те же

S-блоки, что и в предыдущих экспериментах. Первая
вырожденная подстановка (тождественная) конечно и в
этом случае приводит к развалу процедуры шифрова-
ния. В тоже время другие две подстановки (по крайней
мере, последняя) на 11-ти циклах выходят к свойствам
случайной. Однако, это все равно плохие подстановки.

Таблица 4 иллюстрирует. поцикловые значения мак-
симумов смещений ЛАТ для уменьшенной модели
Rijndael с вырожденными S-блоками. По данным этой
таблицы вторая подстановка повторяет показатели, про-
демонстрированные шифром Хеуса (см. табл. 3). Она
явно не подходит для построения шифра. В целом, все

№ 
п/п 

Подстановка Значения максимумов ТР в зависимости от числа циклов 

Тождественная подстановка Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

57617,1 50364,4 45675,6 40971,4 37338,8 39267,0 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

1 1,2,3,4,5,6,7,8,9,1A,B,C,D,E,F 
ЛАТ – 8, ДТ – 16 (15) 

41487,8 43386,5 44803,1 46411,4 47075,4 47872,9 
Подстановка 14 из работы [22]  Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
32768 16384 5043,20 1327,87 369,60 151,07 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

2 5,A,C,6,0,F,3,9,8,D,B,1,7,2,E,4 
ЛАТ – 8, ДТ – 8 (12) 

61,53 32,60 24,20 23,87 23,93 24,13 
Подстановка 1 из работы [5]  Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
49152 15552,0 1686,6 500,00 70,00 19,253 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

3 
C,D,5,1,A,B,6,2,E,3,7,F,4,0,8,9 

ЛАТ – 8, ДТ – 12 (3) 
19,07 19,613 18,80 19,527 19,61 19,37 

Таблица 3 – Поцикловые значения максимумов полных дифференциалов (XOR таблиц) для уменьшенной модели шифра Rijndael с
вырожденными S-блоками

три подстановки (с показателями нелинейности равными
8-ми) следует отнести к вырожденным подстановкам.

Вырожденными могут быть подстановки и с не мак-
симальными значениями дифференциальных и (или)
линейных показателей (близкими к предельным). При-
мер такой подстановки представлен в табл. 5 и табл. 6.

В этом случае шифр пришел к другому стационар-
ному значению равному 24. Это второй пример подста-
новки с таким свойством (см. табл. 1). Заметим, что при
другой конструкции линейного преобразования (линей-
ным преобразованием MixColumn и ShiftRows GF(28))
шифр приходит к асимптотическому значению, соответ-
ствующему случайной подстановке. Нам пока не уда-
лось объяснить этого эффекта. Табл. 6 демонстрирует
линейные показатели уменьшенной модели шифра
Rijndael с этим же S-блоком (S-блоками). Результат гово-
рит сам за себя. Этот S-блок нельзя применять для пост-
роения шифра.
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№ 
п/п Подстановки Число циклов  

Тождественная подстановка Значения максимумов ЛАТ в зависимости от числа циклов 
1 2 3 4 5 6 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

1 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,1A,B,C,D,E,F 
ЛАТ – 8, ДТ – 16 (15) 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Подстановка 14 из работы [22] Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
32768 32768 32768 32768 32768 32768 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

2 
5,A,C,6,0,F,3,9,8,D,B,1,7,2,E,4 

ЛАТ – 8, ДТ – 8 (12) 

32768 32768 32768 32768 32768 32768 
Подстановка 1 из работы [5]  Число циклов 

1 2 3 4 5 6 
32768 24576 12288 5244 2044 1080 

Число циклов 
7 8 9 10 11 12 

3 

C,D,5,1,A,B,6,2,E,3,7,F,4,0,8,9 
ЛАТ – 8, ДТ – 12 (3) 

792 872 826 816 842 816 

Таблица 4 – Поцикловые значения максимумов смещений ЛАТ для уменьшенной модели Rijndael с вырожденными S-блоками.

№ 
п/п Подстановки Число циклов  

Подстановка Значения максимумов ТДР в зависимости от числа циклов  
1 2 3 4 5 6 

32768,0 1536,0 139,07 23,53 24,20 23,73 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

4 

C,9,4,6,8,E,D,5,3,F,B,0,A,2,1,7 
ЛАТ – 6, ДТ – 8 (5) 

23,80 24,07 23,80 23,93 24,00 23,80 

Таблица 5 – Поцикловые значения максимумов полных дифференциалов (XOR таблиц) уменьшенной версии шифра Rijndael с
вырожденными S-блоками

№ 
п/п 

Подстановка Значения максимумов ЛАТ в зависимости от числа циклов 

 Число циклов 
1 2 3 4 5 6 

32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 
Число циклов 

7 8 9 10 11 12 

4 

C,9,4,6,8,E,D,5,3,F,B,0,A,2,1,7 
ЛАТ – 6, ДТ – 8 (5) 

32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 32768,0 

Таблица 6 – Поцикловые значения максимумов смещений ЛАТ для уменьшенной модели шифра Rijndael с вырожденными S-блоками

Многочисленные эксперименты с уменьшенными
моделями шифров [1, 11–15, 25, 27 и др.] (и с полноцикло-
выми версиями шифров в режиме их активизации 16-бит-
ными входными и выходными блоками данных) свиде-
тельствуют о том, что если в шифрах используются S-бло-
ки не с максимальными значениями дифференциальных
и линейных переходов, все шифры приходят к одним и
тем же средним значениям максимумов дифференциаль-
ной и линейной вероятностей, характерными для случай-
ных подстановок соответствующей степени [1]. Результа-
ты свидетельствуют, что по всем рассмотренным шиф-
рам для перехода к асимптотическому значению
смещения требуется 4-5 циклов. Видно также, что исполь-
зование S-блоков с высокими показателями нелинейнос-
ти дает выигрыш в динамике выхода к асимптотическому
значению в пределах одного цикла.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Оценка доли вырожденных подстановок среди под-

становок симметрической группы. Вторая часть рабо-

ты посвящена оценке доли вырожденных подстановок
среди подстановок симметрической группы

Здесь мы покажем, что вероятность попасть на вы-
рожденную подстановку при их случайном формиро-
вании весьма мала.

Приведем здесь расчеты закона распределения мак-
симумов XOR переходов байтовой подстановки, полу-
ченного в работе [19]. Напомним, что в этом случае сам
закон распределения максимумов переходов XOR таб-
лицы имеет вид

87,0
210

)(max

X

eeXD
⋅−

−≈ . (1)

При выводе этой формулы полагалось, что переходы
таблицы XOR разностей байтовой подстановки представ-
ляют собой выборку (набор) из случайных значений,
распределенных по Пуассоновскому закону. Результаты
расчетов иллюстрирует табл. 7.



134

ПРОГРЕСИВНІ ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ

k* (X1, X2) *)2),(Pr( kYX =ΛΔΛπ  Число максимумов (расчет) Эксперимент 

8  0,00004  0,01 0 
10 (10,8) 0,368 – 0,00004 = 0,368 94 111 

12 (12,10) 0,905 – 0,368 = 0,537 137 130 
14 (14, 12) 0,9901 – 0,905 = 0,008 22 15 
16 (16,14) 0,9967 – 0,9901 = 0,0066 1,71 1 
18 (18,16) 0,9999– 0,9967 = 0,0032 0,819 0 
20 (20,18) 0,9999999999999 – 0,9999 = 9,99999999×10–5 0,0256 0 

Таблица 7 – Распределение максимумов выборки переходов таблицы XOR разностей для подстановок степени 82 , полученных
расчетным путем и результаты эксперимента

Из представленных результатов следует, что распре-
деление сосредоточено в двух целочисленных значениях
10 и 12. При этом в более половины случаев на выходе
генератора случайных подстановок формируются под-
становки со значением максимума 12, далее, более 30%
подстановок имеют максимумом значение 10. На осталь-
ные значения максимумов дифференциальных перехо-
дов приходится около 10% подстановок [28].

Вероятность получить подстановки со значениями
максимумов равными 8-ми близка к 0,00004 и резко
уменьшается при дальнейшем уменьшении значения
максимума. Соответственно увеличенные до 20 расчет-
ные значения максимума также получаются малыми
(менее 10–5) и резко уменьшаются при дальнейшем уве-
личении максимума.

Аналогичным путем можно выполнить оценку ве-
роятности порождения случайной подстановки с теоре-
тически максимально возможным значением перехода
линейной аппроксимационной таблицы подстановки.
Для этого случая в работе [19] получен закон распреде-
ления максимумов смещений байтовой случайной под-
становки в виде

2
32

)(max

X

eeYD
−

−≈ . (2)

В табл. 8 представлены результаты расчетов по опре-
делению распределения значений максимумов смеще-
ний линейной аппроксимационной таблицы байтовой
подстановки на основе интегрального закона распреде-
ления вероятностей (2).

Заметим, что по результатам ранее выполненной те-
оретической и экспериментальной оценки, значения

максимумов смещений линейной аппроксимационной

таблицы случайной подстановки степени 82  равны 32
(расчет) и 34 (эксперимент) [29]. В нашем случае расчет-
ные максимумы и максимумы, полученные в экспери-
ментах, совпадают и равны 34-м.

Вырожденные подстановки и в первом и во втором
случаях попадают в хвосты максимальных значений за-
конов распределений максимумов (1) и (2).

О подстановке под номером 6. В качестве экспери-
мента мы взяли хорошую полубайтовую подстановку
шифра Rijndael [25], и с помощью двух транспозиций
воспроизвели в ней переходы 2→4, 3→6 и 4→8 (после-
дний переход уже был в исходной подстановке), имею-
щиеся в подстановке под номером 6. Полученная в ре-
зультате этого подстановка (A, 3, 4, 6, B, E, F, 0, 1, 9, D)
повторила по своим свойствам подстановку под номе-
ром 6 (она имеет максимальный дифференциальный
переход равный 8-ми и максимальный линейный пере-
ход равный 6-ти, а шифр Rijndael приходит с такой под-
становкой к асимптотическому значению максимума
дифференциала равному 24), т.е. стала вырожденной.
В то же время одна транспозиция в подстановке под но-
мером 6 в цикле, не содержащем отмеченных выше пе-
реходов, сделала подстановку невырожденной. Нам не
удалось найти признаков, по которым можно делить под-
становки на вырожденные и невырожденные для этого
случая, однако, нам не удалось найти невырожденные
подстановки среди наиболее вероятного множества под-
становок, приближающихся по линейным и дифферен-
циальным показателям к показателям случайной под-
становки, определяемой законами распределения веро-
ятностей (1) и (2).

k* (X1, X2) ( )*2),(Pr k=βαλ  Число значений Эксперимент 
< 26 3.41 10-7 0 0 

28 (28,26) 5,6 10-4– 3,4110-7 = 5,6 10-4 0,14 0 
30 (30,28) 0,064 – 5,6 10-4 = 0,0638 16 14 
32 (32,30) 0,368–0,064 = 0,304 78 67 
34 (34,32) 0,692 – 0,304 = 0,388 99 108 
36 (36,34) 0,874 – 0,692 = 0,181 46 37 
38(38,36) 0,9518 – 0,874 = 0,078 19 22 
40 (40,38) 0,9821 – 0,9518 = 0,03  8 8 
42 (42,40) 0,9933 – 0,9821 = 0,011 3 1 
44 (44,42) 0,9975 – 0,9973 = 0,00028 0,07 0 

Таблица 8 – Распределение значений максимумов смещений для множества из 82  подстановок, полученных расчетным путем и
результаты экспериментов
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6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложен метод теоретической и практической

оценки и определения эффективности используемых в
шифрах подстановочных преобразований позволяющий
проверить пригодность подстановок для построения
эффективного шифрующего преобразования.

По сравнению с известными подходами и результа-
тами развиваемый метод оценки эффективности шиф-
рующих преобразований на основе экспериментов с
использованием уменьшенных моделей шифров позво-
ляет получить такие оценки при ограниченных вычис-
лительных ресурсах и в приемлемые сроки.

Здесь можно согласиться с тем, что множество допу-
стимых подстановок можно ограничить подстановками,
которые укладываются в рамки математической модели
случайной подстановки, предложенной в работе [22].
Вырожденных подстановок мало. Основная масса под-
становок позволяют реализовать эффективное шифру-
ющее преобразование.

Байтовая подстановка является случайной, если од-
новременно выполняются два условия [22]:

1) Значение максимума ее XOR таблицы находится в
границах 10–12;

2) Значение максимума смещения ее таблицы линей-
ных аппроксимаций находится в границах 32–36.

Эффективность применения разработанного метода
подтверждается представленными результатами вычис-
лительных экспериментов и состоит в реализации про-
стой процедуры проверки пригодности S-блоков для
применения в БСШ на основе оценки значений макси-
мумов их XOR таблиц и максимумов смещений таблиц
линейных аппроксимаций.

К вырожденным S-блокам следует отнести подста-
новки, попадающие в хвосты максимальных значений
законов распределений максимумов (1) и (2).

Представленные примеры вырожденных подстановок
ярко свидетельствуют, что S-блоки в шифрах играют весь-
ма важную роль. Существуют подстановки (вырожден-
ного типа), с которыми построить хорошего криптогра-
фического преобразования нельзя. С другой стороны,
подстановки являются одним из основных элементов
шифрующего преобразования. Они реализуют один из
важных для шифра механизмов – механизм нелинейного
перемешивания (перестановки) битов блоков данных, с
помощью которого удается наиболее просто добиться
эффекта хаотичности в преобразовании битов данных.

ВЫВОДЫ
В работе решена задача уточнения понятия вырож-

денной подстановки, и выполнена оценка мощности
множества таких подстановок.

К вырожденным S-блокам мы отнесли подстановоч-
ные конструкции с дифференциальными и линейными
показателями (максимумами XOR таблиц и смещений
таблиц линейных аппроксимаций), относящимися к хвос-
там законов распределений максимумов (близкими к пре-
дельно возможным как с одной, так и с другой стороны).

Следует отметить, что на протяжении всех экспери-
ментов нам так и не удалось сгенерировать байтовую
вырожденную подстановку.

Научная новизна представленных результатов состо-
ит в том, что изучено влияние вырожденных подстано-
вок на эффективность шифрующих преобразований.
Впервые установлено, что использование в шифрах S-
блоков, порожденных случайным образом, с очень боль-
шой вероятностью не приводит к ухудшению показате-
лей стойкости шифров к атакам дифференциального и
линейного криптоанализа.

Практическая значимость результатов работы заклю-
чается в получении конкретных данных, подтверждающих
основное положение развиваемой новой методики оцен-
ки стойкости блочных симметричных шифров к атакам
дифференциального и линейного криптоанализа о неза-
висимости показателей стойкости шифров от применяе-
мых случайно сгенерированных S-блоков, которые с очень
большой вероятностью являются невырожденными.

Подводя итоги приведенным результатам, можно от-
метить следующие моменты.

Результатами работы подтверждено, что получение
вырожденных S-блоков при случайном порождении под-
становок является маловероятным событием. Особен-
но это относится к байтовым S-блокам. Для этих S-бло-
ков получение подстановок с максимумами XOR таб-
лиц и смещений таблиц линейных аппроксимаций,
близкими к предельно достижимым, является практичес-
ки невозможным событием. Реальные наиболее вероят-
ные значения максимумов, которые удается получить в
экспериментах для байтовых подстановок это 32–34 для
таблиц линейных аппроксимаций и 10-12 для таблиц XOR
разностей. Они оказываются далекими от предельных

значений 1282 18 =−  (для ЛАТ) и 25628 =  (для таблиц
разностей), характерных для вырожденных подстановок.
При этом с увеличением значений максимумов линей-
ных и дифференциальных показателей (переходов) ве-
роятности отбора подстановок с такими значениями
очень быстро уменьшаются. Таким образом, доля вы-
рожденных подстановок в общем множестве подстано-
вок симметрической группы оказывается весьма малой.

Это значит, что положение, сформулированное в на-
чале работы, состоящее в том, что все шифры независи-
мо от используемых в них S-блоков после небольшого
начального числа циклов шифрования становятся слу-
чайными подстановками, выполняется с весьма высо-
ким уровнем доверия. Порождение вырожденных S-бло-
ков является очень маловероятным событием, и самое
главное они всегда могут быть обнаружены и исключе-
ны на основе результатов экспериментов.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
дальнейшем изучении механизмов формирования пе-
реходов таблиц XOR разностей и таблиц линейных апп-
роксимаций при использовании вырожденных S-блоков,
приводящих к нарушению показателей прихода шифров
к состоянию случайной подстановки, и, в частности,
появления для некоторых S-блоков второго стационар-
ного значения максимумов дифференциальных вероят-
ностей, отличающегося от показателей случайных S-бло-
ков, а также разработка принципов проектирования блоч-
ных симметричных шифров , не зависящих от
применяемых в них S-блоков.
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Лисицький К. Є.
Аспірант Харківського національного університету імені В. Н. Каразіна
ВИРОДЖЕНІ S-БЛОКИ
Актуальність. S-блоки є одним з основних перетворень багатьох шифрів, і пошуку S-блоків з удосконаленими криптографічними

показниками приділяється величезна увага в літературі цього напряму. Тим самим припускається, що є підстановки (S-блоки), які слід
вважати плохими, тобто такі, які не підходять для побудови надійних шифрів. З іншого боку, один з напрямків вдосконалення конст-
рукцій шифрів, який розвивається в останній час, пов’язаний з побудовою шифрів, в яких можуть застосовуватися S-блоки випадкового
типу. Виникає важливе питання. А які ж S-блоки не підходять для побудови шифруючих перетворень? У цьому зв’язку велику акту-
альність набуває вивчення властивостей та особливостей формування S-блоків вироджених конструкцій, під якими розуміються підста-
новки, що погіршують криптографічні показники шифрів.

Мета. Вивчення властивостей та особливостей формування підстановок виродженого типу, оцінка ймовірності їх породження за
допомогою генератора випадкових підстановок. Визначення ознак, за якими можна виділити вироджені підстановки.

Метод. Побудова поциклових законів розподілу максимумів таблиць диференціальних різниць і таблиць лінійних апроксимацій для
зменшених моделей шифрів, при використанні в них різних (вироджених) конструкцій S-блоків. Визначення закону розподілу макси-
мумів XOR таблиць і зміщення таблиць лінійних апроксимацій байтових підстановок.

Результати. Вивчені ансамблеві характеристики множини байтових підстановок. На основі вивчення диференціальних та лінійних
властивостей зменшених моделей шифрів визначені ознаки, за допомогою яких виявляються вироджені підстановки. Обчислювальним
і експериментальним шляхом визначається ймовірність випадкового породження (вибору) байтової підстановки виродженого типу.

Висновки. Результатами роботи підтверджено, що отримання вироджених байтових S-блоків при випадковому їх породженні є
малоймовірною подією. Це означає, що практично без обмежень у шифрах можуть використовуватися S-блоки, породжені з допомогою
генератора випадкових підстановок.

Наукова новизна міститься в тому, що вивчений вплив вироджених підстановок на ефективність шифруючих перетворень. Вперше
встановлено, що використання в шифрах S-блоків, породжених випадковим чином, з дуже великою ймовірністю не призводить до
погіршення показників стійкості шифрів до атак диференціального та лінійного криптоаналізу.

Практична значимість результатів роботи скадається в отриманні конкретних даних, що підтверджують основне положення роз-
робленої нової методики оцінки стійкості блочних симетричних шифрів до атак диференціального та лінійного криптоаналізу про
незалежність показників стійкості шифрів від використовуваних S-блоків, у тому числі й S-блоків випадкового типу.

Ключові слова: методологія оцінки стійкості, вироджені підстановки, диференціальні показники, лінійні показники.

Lisickiy K. E.
Post-graduate student of Kharkiv National University named by V. N. Karazina
DEGENERATE S-BOXES
Context. S-blocks are one of the main transformations of many ciphers, and the search for S-boxes with improved cryptographic indices

a great deal of attention in the literature of this direction is paid. Thus, it that there are permutations (S-blocks), which should be considered
bad is assumed, i.e. those that are not suitable for building reliable ciphers. On the other hand, one of the directions for improving the design
of ciphers, which has been developing recently, with the construction of ciphers is connected, in which S-blocks of random type can be used.
There is an important question. Which S-boxes are not suitable for building encryption transformations? In this connection, the study of the
properties and features of the formation of S-blocks of degenerate structures, which are interpretations that degrade the cryptographic
exponents of ciphers, is becoming increasingly important.

Objective. A study of the properties and features of the formation of permutations of a degenerate type, an estimate of the probability
of their generation with the aid of a random permutation generator. Determination of the characteristics by which degenerate substitutions can
distinguished.

Method. Construction of the piecemeal laws of the distribution of the maxima of tables of differential differences and tables of linear
approximations for reduced models of ciphers, using different (degenerate) S-block constructions in them. Determination of the law of
distribution of maxima of XOR tables and shifts of tables of linear approximations of byte permutations.

Results. The ensemble characteristics of the set of byte substitutions are studied. Based on the study of the differential and linear
properties of the reduced models of ciphers, the characteristics by which degenerate substitutions can identified are determined. The probability
of random generation (by choice) of a byte substitution of a degenerate type is determined computationally and experimentally.

Conclusions. The results of the work confirmed that obtaining degenerate byte S-blocks for their random generation is an unlikely event.
This means that almost without restrictions in the ciphers, S-blocks can used, generating with the help of the generator of random substitutions.

The scientific novelty of the presented results is that the influence of degenerate permutations on the efficiency of encryption
transformations has studied. For the first time it established that, the use of S-blocks generated randomly in ciphers with a very high probability
does not lead to a deterioration in the ciphers’ resistance to differential and linear cryptanalysis attacks.

The practical significance of the results of the work seen in the receipt of specific data confirming the main position of the new technique
developed to assess the stability of block symmetric ciphers to attacks of differential and linear cryptanalysis on the independence of cipher
strength indicators from the applied S-blocks, including S-blocks of random type.

Keywords: methodology of evaluation of resistance, degenerate substitution, differential indicators, linear indicators.
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THE TECHNIQUE OF HOMOTOPIC SKELETONIZATION
OF BIT-MAPPED DRAWINGS OF PARTS OF SEA TRANSPORT

Context. Skeletonization is used in image processing of technical drawings, including drawings of sea transport parts, since the object’s
skeleton reflects its topological structure. Сomparative analysis of the best methods of parallel topological skeletonization of the area
objects, using spatial masks, showed that they give iterative distortions to the topology of primitives and their compositions. Therefore,
the task of developing a technique for homotopic skeletonization of bit-mapped drawings of sea transport parts is relevant.

Objective. To develope technique of improvement of topological equivalence of the skeletons to the сontour of sea transport parts,
by means of gradual correction of typical skeleton’s distortions.

Method. Сorrection of skeleton’s iterative distortions by modified spatial masks of the basic method of skeletonization and the
reconstruction of the resulting skeleton by masks to restore its homotopy to the original, on the basis of developed reconstruction rules.
Execution of the proposed technique was carried out on example of the basic method R.Y. Wu & W.H. Tsai.

Results.  The proposed technique is implemented as a program application that allows to perform quality skeletonization of images
of drawings of sea transport parts.

Conclusions. The shown examples of results of skeletonization of drawings of parts confirm efficiency of the proposed technique.
The technique can be adapted to the methods of topological skeletonization of area objects, based upon application of spatial masks.

Keywords: сonnectivity, distortion, drawing, homotopic, mask, skeleton, technique.

NOMENCLATURE
ACCURACY – measure of quality assessment, the

proportion of points for which the right decision was
obtained;

kb  – the k-th point in the 4 (8) – connected
neighborhood of the contour point;

F-MEASURE – a measure of quality assessment, is the
harmonic mean between precision and completeness;

( )*g  – checkpoint flag on the top of the concave corner;
H – height of the original image;
k – the index of the point in 4 (8) is the neighborhood of

the point being analyzed;
MSE – measure of the quality of the result, mean square

error;
PRECISION – the fraction of points actually belonging

to the skeleton of the image, among the points of the
resulting skeleton of the image;

PSNR – the quality measurement result, peak signal-to-
noise ratio;

RECALL – measure of the quality of the result, reflects
the proportion of points referred to the skeleton or
background;

SSIM – measure of the quality of the result, the index of
structural conformity;

UIQI – measure of the quality of the result, a universal
quality index;

W – width of original image;

{ }k
aZ   – set of masks of the base method R.Y. Wu, W.H.

Tsai;

{ }I
AZ~  – set of developed masks used to correct the

angles;

{ }( ) ( )
( )°∠−°∠

−
2700

180
~Z  – restoring masks;

C
0ρ  – distance from the central point to the neighborhood

point in the «chess’s» metric;
M
0ρ  – distance from the central point to the

neighborhood point in the «manhetten’s» metric.
INTRODUCTION
Skeletonization is widely used in solving many tasks of

image processing when creating electronic archives of
drawings of sea transport parts. The advantage of the
skeletons of objects is that they store information about the
topological structure and simplify algorithms for processing
drawings. Thus, skeletonization improves the efficiency of
the processing of electronic archives of drawings, making
the task discussed in the article relevant.

The main drawbacks of the existing methods of
skeletonization are the distortions of the geometric primitives
of the contour and their conjugations, as well as the
connectivity of the contour. Therefore, the study goal is to
develop a method for topological skeletonization of
drawings that ensures the homotopy of the resulting
skeleton to the original contour by correcting typical
distortions.

A substantial increase of skeleton’s structural
correspondence to the part’s mask is reached by gradual
application of the developed set of methods:

– at the first stage at iterative thinning of a part a
correction of iterative distortions of skeleton with modified
masks of the basic method of skeletonization is performed;

– at the second stage, after the entire skeleton has been
obtained, reconstruction of the skeleton is performed with
restoration homotopic masks, on the basis of the developed
instructions for reconstruction of distorted zones of
intersections of geometrical primitives.

Correction of the skeleton is supposed to be performed
with the aid of the designed masks, in accordance with the
following principle:

– the aperture of a “simple” dot, removed by a basic
method is compared to the nuclei of the developed set of

© Molchanova V. S., 2018
DOI 10.15588/1607-3274-2018-1-16
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correcting and restoring masks with a possibility of their
turning by angles, divisible by D90 ;

– in case of coincidence of the dot’s aperture with the
nucleus of any mask the skeleton is corrected, in accordance
with the developed instructions for adoptions of solutions,
specific for each type of skeleton’s distortions.

1 PROBLEM STATEMENT
The original binary image is understood as some

rectangular binary matrix of dimension W× H. The element
of this matrix takes the value 0 if the corresponding point of
the image is painted white. Otherwise, the matrix element
takes the value 1. The original image can contain contours
of arbitrary thickness. It is necessary to define the rule for
converting a part of the elements of the original matrix with
a value of 1 to 0 so that the thickness of all contours becomes
1. In this case, it is necessary to save the topology of the
original object and prevent distortion of the object form on
the resulting image.

2 REVIEW OF THE LITERATURE
According to the principles, laid in the basis of object’s

skeletonization of bit-mapped area images the following
groups of methods can be singled out: approximation of the
boundary of an area figure by a polygon [1–3], path-tracing
method [9], stripes graphs [5], tracking of pixels [1, 2, 6],
distance maps method [10], wave method [7], method of
topological thinning [9–16].

The analysis of merits and flaws of each group of
methods showed that methods of parallel iterative
topological thinning Rutovitz, Pavlidis, Wu&Tsai et al.),
ensuring skeletons of better quality seemed to be most
promising in the zone under investigation.

These methods are based on placing spatial masks on
the local neighborhood of the points of bit-mapped image
with the objective of extracting “simple” dots, extraction of
which does not infringe structural similarity and integrity of
the skeleton of part’s mask [10]. The methods belonging to
this group differ in their sets of masks, the criteria of images
points affiliation with the skeleton and ways of dots testing
on correspondence with such criteria.

Still, from the point of view of the analyzed objects zone,
the existing methods possess, in spite of their merits [1, 9,

Index  Mask Index  Mask Index  Mask Index  Mask 
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Table 1 – Masks { }k
aZ  for R.Y. Wu, W.H. Tsai [18] method

10, 17], a common substantial drawback, emerging as
violation of homotopic character of the resulting skeleton,
as compared to the original part’s mask on the drawing,
particularly:

– distortion of topology of right angles of the skeleton
at iterative parallel thinning of part’s mask;

– in violation of skeleton’s connectivity at the process
of thinning of part’s mask;

– in violation of skeleton’s topology in the points of
intersection of geometrical primitives of the mask;

– in sensibility of skeleton’s topology to local properties
of the mask (thickness, for instance).

3 MATERIALS AND METHODS
Among the methods of topological skeletonization of

objects, when spatial masks are used, Wu R. Y. & Tsai W. H.
[18] method, ensuring the best result is of special interest.

The masks, applied in Wu R. Y. & Tsai W. H. method are
represented in Table 1.

It is characteristic that these masks contain unused
positions with the unidentified beforehand values, hence,
allowing variability. The elements of masks nuclei with
alternative colors are marked with “?” sign, whilst unused
nuclei elements are marked with “   ” sign.

Application of these positions for reconstruction of
distorted skeletons allows ensuring their structural
correspondence to part’s mask, required in the object’s zone.

Now, let us consider the proposed methods of restoring
homotopic character of the skeleton, generated by the
principle method on the example of the method of Wu&Tsai.

Consider the method of correcting distortions of the
topology of skeleton’s right angles method. The first type
of skeleton’s distortions is described by iterative violation
of the topology of skeleton’s right angles (Fig. 1).

To explain the essence of the problem of appearance of
such a distortion we shall introduce the required definitions:

– we’ll call the point “a” the vertex of the convex angle in
4-connected neighborhood, where adjacent points kb  and

[ ]( )3,01 ∈+ kbk  belong to the mask (Fig. 2а);
– we’ll call the vertex of the concave angle the black “a”

in 8-connected neighborhood, where only one of  point of
all diagonal points {b1, b3, b5, b7} belongs to the background
(Fig.  2b).

□ 
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а b

Figure 2 – Vertexes of the concave and convex angles

In the principle method of thinning the convex angles,
masks, using 4-connection «manhattan’s» metric are applied,
in which distances from the vertex of the convex angle of
the mask to the background 160 =ρ=ρ MM . In accordance
with the principle idea of the method, the vertex of the convex
angle is considered to be a “simple” point and is removed

by { }k
aZ  masks with one pass.

However, vertexes of concave angles in “manhattan’s”
metric are not boundary points. So, the vertexes of concave
angles can’t be removed with one pass only with application

of { }k
aZ , masks, it leading to distortion of angles topology

(see Fig. 1), owing to possible application of different set of
masks during two consecutive iterations, it, finally causing
violation ion homotopic character of the mask’s skeleton.

In the proposed method the problem of vertexes’
treatment is solved by application of 8-connectoin «chess’s»
metric both for convex and concave angles.

As the distance from vertexes of both convex
( 160 =ρ=ρ CC ) and concave ( 17 =ρC ) angles to the
background is equal , these vertexes can be removed in one
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Table 2 – Masks { }I
AZ~

pass. To preserve the mask’s topology, it is necessary, there
to recognize the vertexes of the concave angles and develop
the conditions for preservation of skeleton’s connectivity
at their removal. For recognition of the vertexes of the

concave angles masks { }I
AZ~  (Table 2) were developed.

Elements of the nuclei of basic masks, unused for the
basic method with alternative colors and ignored ones are
used there. Here, a candidate to the vortex of the concave
angle is marked with “*” symbol. As the vortex of the
concave angle has just two neighboring adjacent points,
the mask point may be considered to be the vortex of the
concave angle if it is twice marked to be it  For realization of

this rule for each point of the mask flag ( ) 0* =g   is used.

If on any of the correcting masks a mask point from { }I
AZ~

is recognized as a vortex of the concave angle it is marked

as a corner point and the value of ( )*g  for this point is
increased by 1.

Then, if upon completion of checking with { }I
AZ~  masks

the value of point ( ) 2* =g , then this point is not removed
in order to prevent violation of homotopic character of the
mask’s skeleton.

Consider the correction method for irregularities in
skeleton’s connectivity. The second type of skeleton’s
distortion lies in the process of thinning of the mask in case
there are some concave angles within the boundaries of
4 × 4  neighborhood of the point under analysis (Fig. 3).

The points, marked in Fig. 3a, will be removed with the

masks { }ВAZ  (indices of masks removing these points are
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shown in Fig. 3), this is to lead to violation of connectivity
of the skeleton (see Fig. 3b). To solve this problem a
correcting mask { }LZ~  (Fig. 4) was developed, capable of

rotation by angles, divisible by right angle, by application
of which the problem of thinning the concave angle at its
different orientation is solved. At that, if the analyzed point
of the mask is recognized to be the vortex of the concave

angle, it is checked by { }( )°∠−°∠ 2700~
LZ  mask, if the aperture

of “C” point coincides with the mask in one of its four
orientations, then the vortex of the concave angle can be
removed without violating the skeleton’s connectivity, the

latter being ensured by the mask’s points { }LZ~  with the

coordinated (1, 2) and  (2, 1).

a b

Figure 3 – Violation of connectivity in the process of thinning of
the mask at presence of several concave angles within the

boundaries of 4 × 4 neighborhood of the point under analysis

Figure 4 – The correcting mask { }LZ~

distortion correction
Figure 5 –The method of correcting of skeleton’s distortions in in points of primitive’s intersection

Consider the methods of correcting violations of the
skeleton’s topology in the points of intersection of
geometrical primitives. The third type of violations lies in
violation of homotopic character of the skeleton in points
of primitive’s intersection, as the character of the analyzed
object’s zone requires affiliation of these points (e.g. vortexes
of the skeleton’s right angles) with the mask (Fig. 5).

The methods of topological skeletonization are sensitive
to local properties of the mask, changing after each iteration of
its thinning. Thus, for a thickness of the primitive in several
points even during the first iteration with { }AZ  mask a
“forepart” artifact turns up, increasing its dimensions from
iteration after iteration, greatly distorting the skeleton (Fig. 6).

Elimination of these drawbacks requires regeneration of
the resulting skeleton by correction of the artifacts,

distorting its topology. Restoring masks { }( ) ( )
( )°∠−°∠

−
2700

180
~Z

5× 5 in size (Table 3), were developed for this, with possibility

of turning by angles D90 , D180 , D270 , and a possibility of
their balancing with regard to ordinate axis.

{ }( ) ( )
( )°∠−°∠

−
2700

90
~Z masks are applied for skeletons at the end of

each iteration and after completion of the mask’s thinning

masks { }( ) ( )
( )°∠−°∠

−
2700

1810
~Z  are applied just once.

In the Table 3 the following designations are assumed:
   – the background;
   – the contour;
    – makes no difference whether contour or background;
2 – the background, it becomes a contour in case of

coincidence with the mask;
3 – the contour, but it becomes a background  in case

of coincidence with the mask;
4 – makes no difference whether contour or

background, however it becomes background in case of
coincidence with the mask;

5 – makes no difference whether contour or
background, however it becomes background in case of
coincidence with the mask;
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Table 3 – Restoring masks

The following main principles were observed for

development of { }( ) ( )
( )°∠−°∠

−
2700

180
~Z  masks:

– The masks embrace all possible variants of distortions
of the skeleton by the basic method and are classified,
according to the groups of distortions as:

– { }( ) ( )10
~

−Z  masks, correcting points omissions, the

masks of this group are corrected filling the isolated points
of the background with contour’s points;

– { }( ) ( )32
~

−Z  masks, for corrections of the lines bends,

the masks of this group straighten distortions of angular
type, appearing due to the peculiarities of the primitives of
the contour with half-tones, in accordance with Brazenham’s
algorithms.

– { }( ) ( )54
~

−Z  masks for correction of distortions of

primitive’s intersections, isolated background points of
intersections of vertical, horizontal and diagonal primitives
are filled with contour’s points;

– { }( ) ( )96
~

−Z  masks for correction of angles distortions,

masks belonging to this group eliminate thickenings of
concave angles and regenerate cuttings off of vortexes of
convex angles of the contour’s skeleton;

– { }( ) ( )1810
~

−Z  masks for correction of stepwise distortions,

emerging, due to application of asymmetric thinning masks
of the basic skeletonization method;

– masks’ configuration must not infringe the local
regularities of topology of the contour and the skeleton, for
examples, masks 14 and 15, describing similar stepwise
skeleton’s distortions produce various structural corrected
fragments of the skeleton (Fig. 7), corresponding to
topological orientation of the primitives in the images’
aperture;

– the zone of points (with codes 2…5) of the aperture
5 × 5, changed by the mask must be surrounded with
neighboring background points, or with unchanged
contour’s points, it allowing to avoid violations of skeleton’s
connectivity at its modification with masks.
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skeleton’s distortion corrected skeleton mask 14 

mask 15 skeleton’s distortion  corrected skeleton 

Figure 7 – An example of dependence of skeleton’s topology upon mask’s configuration

4 EXPERIMENTS
The proposed algorithm is implemented in the C ++

Builder Seattle environment. The developed software
product allows to perform skeletonization of the image by
the developed technique and visualize the result. In order
to obtain an objective quantitative and qualitative
assessment of the effectiveness of the proposed
skeletonization technique, the developed software product
implements the standard well-known methods of topological
skeletonization.

To quantify the result, it is possible to compare the result
of skeletonization with an ideal skeleton and calculate the
main evaluation criteria. The program is equipped with a
flexible system of settings for each method.

The raster images of sea transport drawings used for
testing are represented by a random sample of 40 color
grayscale images, with a color depth of 24 bits, of different
sizes. Each set of methods was tested with the help of the
projected software on the test set of images of parts
drawings; Each image served as the basis for 5 experiments
in different modes, the results of which were averaged.

Each set of methods was tested with the help of the
projected software on the test set of images of parts
drawings; Each image served as the basis for 5 experiments
in different modes, the results of which were averaged. To
quantify the results shown by the analyzed methods, the
commonly used metrics: MSE, PSNR, UIQI, SSIM,
PRECISION, RECALL, F-MEASURE, ACCURACY.
Comparative analysis of processing time of raster images of
drawings of parts was not carried out. This is explained by:
the prevalent value of quality processing in front of the
miserly time spent on it.

5 RESULTS
An example of mask’s skeletonization of a part of a “Nut”

type (Fig. 9a) is shown in Fig. 8 and 9 with performed

according to the basic method, with heavy distortion of the
skeleton (Fig 9b) and with application of improved method,
where these distortions have been removed (Fig. 9c).

The averaged results of a comparative study of the
developed set of methods for improving the skeletons of
contours of parts in raster binary images of marine transport
drawings are given in Table 4.

6 DISCUSSION
Existing methods of iterative topological skeletonization

[5, 13–16, 23], as a rule, generate skeletons with raster
distortions of topology (Fig. 10–12):

– erosion of the contour primitive with its even thickness
(Fig. 10); due to the symmetry of the masks used;

– loss of contour points, neighbors of which in the
“manhattan’s” metric belong to the contour, and in the chess
– to the background (Fig. 11); arises because of the 4-
connectivity of the masks used;

– violation of the topology of the right angles of the
contour (Fig. 12); arise from the conceptual incompleteness
of iteratively-applied masks, which should have a
theoretically sufficient minimum size of 5× 5 [8].

Improvement of structural distortions of skeletons is
reached by applying of the developed method, the complex
of method, consisting of:

– the method of correction of distortions of the topology
of skeleton’s right angles, based upon application of the
“chess” metric, instead of «manhattan’s» metric and masks
of recognition of mask’s angles;

– the method of correction of violations of the skeleton’s
connectivity, based upon application of the developed
correcting mask;

– the method of correction of violations of topology in
the points of intersection of geometrical primitives, based
upon application the developed regenerating masks.
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а b
Figure 8 – The result of correction of skeleton’s topology

a b c

Figure 9 – The result of correction of skeleton’s topology
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,%AMMSEΔ  92,00 0,00 0,00 30,67 

,%AMPSNRΔ  94,43 62,63 49,27 68,78 

,%AMUIQIΔ  56,85 5,48 2,89 21,74 

,%AMSSIMΔ  56,85 5,20 2,89 21,65 

,%Re AMcallΔ  55,64 4,52 3,46 21,21 

,%Pr AMecisionΔ  54,32 5,24 2,36 20,64 

,%measureF −Δ  55,04 5,02 2,78 20,95 

,%AMAccuracyΔ  1,37 0,21 0,13 0,57 

Average in terms of indicators ( ),%AM
avMΔ  58,31 11,04 7,97 25,77 

Table 4 – Average results of testing methods of skeletonization
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      contour primitive                                               masks                                                 skeleton 

Figure 10 – Contour erosion in the Chin, Wan, Stover and Iverson method

                          
                   contour                                      skeleton                         reconstructed contour 

Figure 11 – Distortions of contour topology in the Pavlidis method

                                                    
          right angle of contour                                   distorted right angle in the skeleton 

Figure 12 – Distortions of the right angles of the contour in the Wu & Tsai method

A typical remedy for distortions of resulting skeletons is
iteratively reducing the use of fixed sets of masks. But
without taking into features the details of the parts drawings,
bound to them the variability of skeletonization masks and
sets of restoring masks it is impossible to remove distortions
of the skeleton topology (Fig. 11). In this study the required
variability is provided by the developed technique for
restoring the homotopy of skeletons, which allows to modify
the applied masks and to adapt their set to typical distortions
of the skeleton of specific part. The technique assumes the
use of decision rules for removing, adding and replacing
skeleton’s points to the contour and background with masks
with size 5 × 5 so as to satisfy the requirement for the skeleton
to preserve the topology of the contour of the part (see the
section “Materials and methods”).

A substantial reduction in skeleton’s distortions is
reached by two-staged correction of the skeleton of the
part’s mask:

– at the first mask during iterative thinning of the part’s
mask iterative distortions of the skeleton are corrected;

– at the second stage, after the entire skeleton has been
formed, reconstruction of distorted zones of intersections
of geometrical primitives of the skeleton is done.

Exclusion from the applicable set of a reduction mask
eliminates false triggering of the technique (Fig. 13).

Unfortunately, false triggering of masks is unavoidable
due to non-ideal raster rendering of binarized primitives of
the contour due to errors of the Brezenham’s algorithms,
used in rasterizing second-order curves [10].

CONCLUSIONS
Proceeding from the features of the subject area, it is

established that the purpose of the task of thinning out the
area contour of the workpiece is the homotopic
transformation of the binary contour of the part into a
skeleton. A general criterion for the quality of skeletonization
is the Hamming distance between the resulting and reference
skeletons of the part contour, and measures of this distance
are generally accepted unified quality indicators: MSE,
PSNR, UIQI, SSIM, Recall, Precision, F-measure, Accuracy.
The main limitation of the problem is the absence of
distortions of the skeleton, which violate its topological
similarity to the contour of the part in terms of the number of
geometric primitives, their mask and connectivity.

The scientific novelty of the proposed technique is that
for the first time a set of methods for eliminating structural
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                      bitmap fragment of the contour                                result of false triggering of mask №8                 

Figure 13 – Example of false triggering of the technique for restoring the contour skeleton

distortions of skeletons of contours of parts has been
proposed. The basis of the methods is a two-stage correction
and reconstruction of the skeleton homotopy of the contour
of the part during its iterative thinning and after the
skeletonization. Methods use developed sets of corrective
masks and formulated decision rules.

The analysis of testing of the developed methods of
two-staged improvement of the skeleton of masks of sea
transport parts confirmed a substantial improvement of the
quality of the produced skeletons with preservation of their
topological similarity to the original masks in the number of
geometrical primitives, their masks and connectivity.

The proposed methods of iterative topological
skeletonization of drawings of sea transport parts can be
used for skeletonization of diagrams of road junctions,
engineering drawings, functions graphs and the like.
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ПРОГРЕСИВНІ ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ

Молчанова В. С.
Cтарший викладач, ДВНЗ «Приазовський державний технічний університет», Маріуполь, Україна
МЕТОДИКА ГОМОТОПНОЇ СКЕЛЕТИЗАЦІЇ РАСТРОВИХ КРЕСЛЕНЬ ДЕТАЛЕЙ МОРСЬКОГО ТРАНСПОРТУ
Актуальність. Скелетизація використовується при обробці зображень технічних креслень, включаючи деталі морського транс-

порту, бо скелет об’єкту відображує його топологічну структуру. Порівняльний аналіз кращих методів  паралельної топологічної
скелетизації площадних об’єктів, що використовують просторові маски, показав, що вони  дають ітеративні викривлення топології
примітивів та їх композицій. Тому, задача розробки методики гомотопної скелетизації растрових об’єктів креслень деталей морського
транспорту  актуальна.

Мета роботи. Розробка методики поліпшення топологічної еквівалентності скелетів контурам деталей морського транспорту за
рахунок поетапної корекції типових спотворень скелетів.

Метод. Коригування ітеративних спотворень скелета модифікованими масками базового методу скелетизації і реконструкцію
результуючого скелета масками відновлення його гомотопності оригіналу на основі розроблених правил реконструкції. Реалізацію
запропонованої методики виконано на прикладі базового методу Wu R. Y. & Tsai W. H.

Результати. Запропоновану методику реалізовано у вигляді програмного додатку, що дозволяє виконати якісну скелетизацію
зображень креслень деталей морського транспорту.

Висновки. Показані приклади результатів скелетизації креслень деталей підтверджують ефективність запропонованої методики.
Методика може бути адаптована до інших методів топологічної скелетизації площадних об’єктів, заснованих на використанні просто-
рових масок.

Ключові слова: зв’язність, спотворення, креслення, гомотопність, маска, скелет, методика.
Молчанова В. С.
Cтарший преподаватель, ГВУЗ «Приазовский государственный технический университет», Мариуполь, Украина
МЕТОДИКА ГОМОТОПНОЙ СКЕЛЕТИЗАЦИИ РАСТРОВЫХ ЧЕРТЕЖЕЙ ДЕТАЛЕЙ МОРСКОГО ТРАНСПОРТА
Актуальность. Скелетизация используется при обработке изображений технических чертежей, включая детали морского транс-

порта, поскольку скелет объекта отображает его топологическую структуру. Сравнительный  анализ лучших методов параллельной
топологической  скелетизации площадных объектов, использующих пространственные маски, показал, что они дают итеративные
искажения топологии примитивов  и их композиций. Поэтому, задача  разработки методики гомотопной скелетизации растровых
объектов чертежей деталей морского транспорта актуальна.

Цель работы. Разработка методики улучшения топологической эквивалентности скелетов контурам деталей морского транспор-
та за счет поэтапной коррекции типичных искажений скелетов.

Метод. Корректировка итеративных искажений скелета модифицированными масками базового метода скелетизации и реконст-
рукция результирующего скелета масками восстановления его гомотопности оригиналу на основе разработанных правил реконструк-
ции. Реализация предложенной методики выполнена на примере базового метода Wu R. Y. & Tsai W. H.

Результаты. Предложенная методика реализована в виде программного приложения, позволяющего выполнить качественную
скелетизацию изображений чертежей деталей морского транспорта.

Выводы. Показанные примеры результатов скелетизации чертежей деталей подтверждают эффективность предложенной методи-
ки. Методика может быть адаптирована к иным методам топологической скелетизации площадных объектов, основанным на использо-
вании пространственных масок.

Ключевые слова: связность, искажение, чертеж, гомотопность, маска, скелет, методика.
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OPTIMAL CONTROLLING PATH DETERMINATION WITH THE HELP
OF HYBRID OPTIONAL FUNCTIONS DISTRIBUTIONS

Context. The problem of the determination of the optimal value of the augmentation coefficient of a proportional governor included
into an inertness-less linear object control system on the basis of a synthesized model is solved. The object of the presented study is the
optimal control process.

Objective. The goal of the work is a creation of a method for a problematic situation of the optimum definition, evaluation, and
determination solving at the control system.

Method. A rough model of the phenomenon, and simplified dependence of optimal controlling trajectory upon the cost, of control in
an inertness-less linear controlling system equipped with a proportional governor are proposed. The accuracy of the behavior of the
investigated linear object of control has been chosen in the given consideration as an initial target value which needs to be minimized. The
method of the model building with regards to an expenditures principle is offered. It provides taking into account the cost of controlling
process. It allows finding the optimal controlling value on the multi-optional basis. There applied a certain analogue to the subjective
entropy maximum principle of the subjective analysis in order to obtain a specific optimal distributions for the objective value in the view
of the composed functional. The method of the uncertainty degree of the options extremization is improved by a continuous optional value
introduction that allows forming the value distribution density. The optional synthesized model of the control process is built.

Results. The developed theoretical models allow obtaining, and have been implemented in, finding the hybrid optional density as an
optimal solution of a variational problem with two independent variables, which maximal value is the sought optimal controlling path
delivering minimum to the integrated expenses pertaining with the process.

Conclusions. The numerical experiments on the proposed methods studying in the problem of optimization are conducted. The
discovered dependencies are substantiated as a result of these experiments. Their use in practice makes it possible, and is recommended, to
carryout optimal control in the described systems. The prospects for further research may include creations of models for the optimal
control trajectories findings on conditions involving rates of the considered values varying and in probabilistic, stochastic, undetermined
problem settings.

Keywords: hybrid function, multi-optional control, distribution density, optimal path, variational principle, optimal controlling
surface, optional functions entropy.

NOMENCLATURE
y is an outlet value of the control system;
t  is a functions independent argument (time);

0k  is a coefficient characterizing the control influence
effectiveness;

u  is a control function;

fk  is a coefficient characterizing the disturbance
influence effectiveness;

f  is a disturbance function;
рk  is a coefficient of a governor augmentation; a function

of time; a functions independent argument;
ε is an error function;

x  is a given action function (an inlet value of the control
system);

εL  is a rate of the losses stipulated by the error;

εC  is a coefficient of the error;

pkL  is a rate of the coefficient of the governor
augmentation increase cost;

рkC  is a coefficient of the governor augmentation
coefficient;

n  is a power index of the governor augmentation
coefficient;

J  is an objective functional of the total expenses related
to the process of control optimization;
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0t  is an initial time of the process;

1t  is a terminal time of the process;

F is an under-integral function of a functional;

рk′  is a first complete derivative of an unknown (free)
function of the governor augmentation coefficient with
respect to the independent variable (time);

*
pk  is an optimal function (extremal) delivering an optimal

(minimal/maximal) value to an integral functional;

0рk  is an initial value of the coefficient of the governor
augmentation range;

1рk  is a terminal value of the coefficient of the governor
augmentation range;

hΦ  is an objective functional of a hybrid optional
function distribution density;

h  is a hybrid optional function distribution density;
β  is an internal structural parameter of the system

optimal behavior;
γ  is an internal structural parameter for a normalizing

condition;

рktΔΔ  is a degree of accuracy at the hybrid optional
function distribution density entropy  determination;

hH  is an entropy of the hybrid optional function
distribution density;

*h  is an extremal control surface;

th′  is a first partial derivative of the hybrid optional
function distribution density with respect to time (the first
independent variable);

рkh′  is a first partial derivative of the hybrid optional
function distribution density with respect to the coefficient
of the governor augmentation (the second independent
variable).

INTRODUCTION
According to the contemporary progress in the

development of the diagnosing and recognizing models
synthesis it is still an actual scientific problem (task) in
general to implement the modern achievements in the field
of information technologies [1]. The importance of the issue
lies in the plane of connections of the up to date technologies
between themselves (a compatibility aspect) and putting
them into practice.

Therefore scientific basis for the development of the
presented theme will deal with modeling the optimal
controlling process in regards to hybrid optional functions
distributions densities taking into account the expenses
related with the process.

Thus, this justifies the study of optional hybrid
approaches combining different theoretical concepts and
urgency of finding elements of generalization on the basis
of the critical analysis and comparison with already known
solutions for the synthesized models.

Therefore, the object of the presented study is the optimal
control process which generates a problematic situation of
the optimum definition, evaluation, and determination. And
the subject of the study contained within the object is the

rough model of the phenomenon, and simplified dependence
of optimal controlling trajectory upon the cost of control in
an inertness-less linear controlling system equipped with a
proportional governor.

The aim of the work is to build up an adequate model of
the mentioned above process development. And the tasks
needed to be solved to achieve this aim are formulated as
follows: to develop methods for quantitative and qualitative
evaluations of relationships between: 1) the system accuracy
behavior, 2) optimal values obtained on the basis of an
expenditures principle, and 3) optimal controlling trajectory
determination on the basis of optional hybrid functions
densities entropy paradigm; with further justification of the
methods through computer simulation and calculation
experimenting, as well as the obtained results interpretation
and discussion.

1 PROBLEM STATEMENT
Suppose a linear inertness-less object of control with

the time dependent outcome value: ( )ty  is given. As for a
linear control system the structure of ( )ty  also depends
upon the influences of control ( )tu  and disturbance ( )tf
and it is regularly represented with their sum:

( ) ( ) ( )tfktukty f+= 0 , where 0k , fk  – coefficients which
characterize the effectiveness of the corresponding influence
exerted upon the object. If the system is equipped with a
proportional governor, which means ( ) ( )tktu ε= р , where рk  –

coefficient of the governor augmentation; ( )tε  – error value,
then we come to the problem of the error minimization with
the help of the рk  coefficient increase since maxр →k

provides ( ) min→ε t .
However, the value of the coefficient рk  is restricted.

Therefore, through the prism of the system accuracy cost
analysis the synthesized control trajectory will have some
optimal value: ( ) optр →tk  giving the minimal cost to the
system accuracy.

In turn, the problem of the optimal function of ( )tk p
*

formation is to find an extremal of a functional: max→Φh
through a hybrid optional function distribution density:

( )р* ,kth  with taking into account the densities uncertainty

measure (entropy): hH  and ( )tk p
*  delivers maximum to

( )р* ,kth  as well as minimum to the cost to the system
accuracy.

2 REVIEW OF THE LITERATURE
Theoretical core of the study is a synthesis of a hybrid

approach on the basis of an optional uncertainty pattern.
Mentioned in the introductory section of this paper
problems of diagnostics and recognition models [1] has a
variety in use.

It touches in actual fact the widest application of that
kind of modeling, optimization, control, and all types of
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artificial intelligence involvements, starting with that for aero-
engines [2] and their maintenance and diagnosing [3, 4]
respectively, as well as robust design works likewise [5] up
to other aviation problems such as aviation noise and radio
equipment qualities [6, 7] and finally ending with the social
and economical ones [8–10].

Informativeness of diagnostic attributes let us say for
their optional use like formulated in patent [11] nevertheless
requires every time redefining the proposed criteria. There
must be a certain general optional based parameter with a
character of optimality in conditions of uncertainty of the
considered options.

Uncertainty of some intrinsic value, preferences
functions, in the view of their entropy is proposed in
Subjective Analysis [12–15] and its applications [16–22];
and those analogues will be widely used in this work,
however in the view of optional hybrid functions
distributions densities entropy paradigm since the human-
being influence is excluded from consideration rather the
objectively existing matter is taking into account only.

The mathematical background for the presented paper
is the cornerstones of fundamental theories such as [23–27]
but not restricted just to those.

3 METHODS
Let us consider a linear inertness-less object of control.

Supposedly, its behavior is described with the equation of
[23, P. 162, (1)]:

fkuky f+= 0 , (1)

where y  – outlet value ( )ty  changing in time t ; 0k , fk  –
coefficients which characterize the effectiveness of the
corresponding influence exerted upon the object; u  –

control ( )tu ; f  – disturbance ( )tf .
The concept described with Eq. (1) implies simplifications

that idealize a real object behavior.
If there is a proportional governor in the control system,

then its behavior equation has the view of [23, P. 163, (2)]:

ε= рku , (2)

where рk  is a coefficient of the governor augmentation;
ε  is an error value.

Traditionally, the accuracy of a control system is assessed
with the value of, [23, pp. 160–165]:

( ) ( ) ( )tytxt −=ε , (3)

where ( )tx  is a given action which is predetermined by the
task being solved.

The considered approach developed of the Eq. (1)–(3)
yields the theoretical result represented in the following
sequence of formulas.

From the relation (3) we can express the given

predetermined value of ( )tx  on the basis of the relation (4):

( ) ( ) ( )ttytx ε+= . (4)

The error ( )tε , of the dependences (3), (4), in its turn
from the interrelation (2), for the Eq. (4) will be expressed
with the help of the equation (5):

( ) ( )
рk
tut =ε , (5)

where the control ( )tu , from the formula (1), is written as the
expression (6):

( ) ( ) ( )
0k

tfkty
tu f−

= . (6)

Hence, on condition of the formula (6) the error ( )tε
from Eq. (5) becomes a functional dependence defined by
the formula (7):

( ) ( ) ( )
р0kk

tfkty
t f−

=ε . (7)

Thus, substituting the expression (7) value into the Eq.
(4), one can obtain the interrelationship between the input –

( )tx ,  output – ( )ty  of the governed object, and the

disturbance – ( )tf  influencing the object in the view of the
next formula (8):

( ) ( ) ( ) ( )
р0kk

tfkty
tytx f−

+= . (8)

Adducing the right hand part of the Eq. (8) to common
denominator it gets it the other notation (9):

( ) ( ) ( ) ( )
р0

р0

kk
tfktytykk

tx f−+
= . (9)

Developing the obvious transformations for Eq. (9) we
obtain dependence (10):

( ) ( ) ( ) ( )tfktykktxkk f−+= 1р0р0 . (10)

Taking into account that from formula (3), (4)

( ) ( ) ( )ttxty ε−= , (11)

and substituting the value of the Eq. (11) for its value into
the dependence (10) it yields the needed expression for the
relation (11), between the error, inlet, and disturbance:

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )tfkttxkktxkk f−ε−+= 1р0р0 . (12)

After several simplest transformations of the Eq. (12)
one can receive the intermediate expressions (13)–(15):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tfktkktxkktxkk f−ε+−+= 11 р0р0р0 , (13)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tfktxkktxkktkk f−−+=ε+ р0р0р0 11 , (14)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

р0

р0р0

+

−−+
=ε

kk
tfktxkktxkk

t f . (15)
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And finally, from the Eq. (13)–(15), the workable view
relationship with the explicitly expressed objective values
will be the dependence (16):

( ) ( ) ( ) ( )р
р0р0

р0 ,
11

1 kttf
kk
k

kk
kk

txt f ε=
+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−=ε . (16)

As far as we can judge from the relation (16) that
increasing the coefficient ( )tkр  it is possible to decrease the

value of the error ( )tε . In actual fact, the increase of the
governor augmentation coefficient ( )tkр  cannot be unlimited
or endless.

Thus, we come to the problem of the optimal value of the
coefficient ( )tkр  of the control system. Application of an
analogue to the Subjective Entropy Maximum Principle [12–
22] helps us solving such a problem with respect to
distributions that might be considered an elements approach
in the given case study.

Let us apply an Expenditures Principle which assumes
that the rate of the losses stipulated by the error of the
control system is proportional to the absolute value of the

error ( )( )tkt р,ε , i.e.

( )( ) ( )( )tktCtktL рр ,, ε= εε , (17)

where εC  is a coefficient.

The cost of the coefficient ( )tkр  rate let be nonlinearly
increasing, that is

( )( ) ( )tkCtkL n
kk p рр р

= , (18)

where рkC  is a coefficient; n  is a power index.
Then, the total expenses related to the process of the

control optimization will be found as the integral functional
(19) of the sum of these two mentioned above components
(17) and (18):

( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )[ ]∫∫ +ε=+= εε

1

0

р

1

0

ррррр ,,
t

t

n
k

t

t
k dttkCtktCdttkLtktLtkJ

p
. (19)

From Eq. (16)

( )( ) ( ) ( )
( ) 1

,
р0

р +

−
=ε

tkk
tfktx

tkt f . (20)

Then the functional (19) with respect to Eq. (20) becomes

( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )∫ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

+

−
= ε

1

0

р р
р0

р 1

t

t

n
k

f dttkC
tkk

tfktx
CtkJ . (21)

The functional (21) optimal value with taking into

consideration the governor augmentation coefficient ( )tkр
will be found on the basis of the Euler-Lagrange equation (22):

( )( )
( )

( )( )
( ) 0

,,

р

р

р

р =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′∂

∂
−

∂

∂

tk
tktF

dt
d

tk
tktF

, (22)

where ( )( )tktF р,  – under-integral function of the functional
(19), (21), i.e.

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )tkC
tkk

tfktx
CtktF n

k
f

р
р0

р р1
, +

+

−
= ε , (23)

( )tkр′  is a first complete derivative of the unknown (free) function

of the governor augmentation coefficient ( )tkр  with respect to

the independent variable (that is the variable of time )t :

( ) ( )
dt

tdk
tk р

р =′ . (24)

Since by assumption the under-integral function of the
functional (19), (21) does not depend upon the first complete

derivative of ( )tkр′  Eq. (24), that is ( )( )tktF р,  only, then for

the 
( )( )

( )tk
tktF

р

р,
′∂

∂
 member of the Euler-Lagrange Eq. (22) it

means

( )( )
( ) 0
,

р

р ≡
′∂

∂

tk
tktF

, (25)

( )( )
( ) 0

,

р

р ≡⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′∂

∂

tk
tktF

dt
d

, (26)

and for the entire Euler-Lagrange Eq. (22) we have one very
important partial case of

( )( )
( ) 0

,

р

р =
∂

∂

tk
tktF

. (27)

The optimal function (extremal) of ( )tk p
*  delivering the

optimal (minimal) value to the integral functional (19), (21) is
obtained on the necessary condition of the functional
extremum existence in the view of Eq. (27).

In order to shorten the notation starting from now we
denote ( )tkp  simply as pk  remembering its functioning of

independent variable (time ( ))t  value.
The Eq. (23) on condition of the Eq. (27) yields the

dependence (28):

( ) ( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
−

∂
∂

=
∂

∂
ε

n
kf kC

kk
tfktxC

kk
ktF

р
р0рр

р
р1

1,

( ) ( ) ( )
1

1
р

рр0р
р

=
∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+∂
∂

−= ε
n

kf k
k

C
kkk

tfktxC

( ) ( )
( ) 0

1
1

р2
р0

0
р

=+
+

−
−= −ε n

k
f knC

kk

ktfktxC
. (28)
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From the expression (28) we get the relation (29):

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 121 р0

2
р0

0
2

р0

01
рр ++

−
=

+

−
=

εε−

kkkk

ktfktxC

kk

ktfktxC
knC

ffn
k ,(29)

and finally the formula (30):

( )[ ] ( ) ( ) 0р0
2

р0
1

р 12
р

ktfktxCkkkkknC f
n

k −=++ ε
− . (30)

Or the relation (31):

( ) ( ) ( )

р

02
р0

1
р 1

k

fn
nC

ktfktxC
kkk

−
=+

ε− . (31)

For recursion or recurring or iteration it is interpreted
with

( ) ( )
( )1 2

р0

0

1
р

−
ε

+

−
= n

k

f
p

kknC

ktfktxC
k . (32)

For the relationships (29)–(32) root equation ( )tk p
*

determination we propose certain dependence defined from
Eq. (31) with the formula (33):

( ) ( ) ( )
01

р

02
р0

1
р =

−
−+

ε−

k

fn
nC

ktfktxC
kkk . (33)

Since it is difficult to find the explicit analytical function
of the optimal controlling path determination, any of the
numerical solutions in the view of the expressions (29)–(33)
can be used as well as a table function definition.

Now we propose an optional approach to the stated
problem solution. It implies considering the governor
augmentation coefficient value рk  as an optional value
having a possibility of changing in a certain range
[ ]

10 рр kk … . The process of the object control develops in

some time diapason [ ]10 tt … . The control system optimal
dynamic characteristics here will also be the extremal of

( )tk p
*  (as that one yielded in the procedures of Eq. (1)–(33))

but for the considered case with taking into account the
optional nature of рk  as well as a degree of uncertainty of
specifically introduced Hybrid Functions. A presented study
is a development of Subjective Analysis, Active System,
Multi-alternativeness Concepts, Subjective Preferences
Approach, and Subjective Entropy Paradigm, Subjective
Entropy Maximum Principle considered in the sequence of
publications [12–22].

Here we consider a hybrid functions apparatus
equivalent to the preferences functions one; however the
hybrid functions are an intrinsic property of the system,
being pertained to the system itself on the contrary with the
preferences functions pertaining to the subject (active
element of the system, person responsible for making
controlling decisions, individual). Thus, we remove from
taking into account a human-being, considering technically

objectively existing optima instead although.
In such conceptual framework the objective functional

is analogous with the one discussed in papers [19], [16],
and dissertation [17, 18]:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ } +
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+εβ−−=Φ ∫ ∫ ε

1

0

1р

0р

р рррррр ,,,ln,
t

t

k

k

n
kh dtdkkCktCkthkthkth

( ) ( )ррр ln1,
1

0

1р

0р

ktdtdkkth
t

t

k

k
ΔΔ−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
γ+ ∫ ∫ , (34)

where ( )р,kth  is a hybrid optional function distribution
density similar with the preference function distribution
density [19], [16], and [17, 18]; β , γ  are internal structural
parameters of the system optimal behavior, likewise for the
active element’s psych [12–22] (endogenous parameter for
the function of the optional effectiveness

( ) ( )[ ]n
k kCktCkth ррр р

,, +εε  and uncertain Lagrange

multiplier for the normalizing condition

( ) 1,
1

0

1р

0р

рр −
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∫ ∫
t

t

k

k
dtdkkth  respectively); рktΔΔ  – degree of

accuracy at the hybrid optional function distribution density
entropy (analogous to the subjective entropy of the
preferences) determination.

Here in the functional (34) the first underintegral member
is the entropy of the hybrid optional function distribution
density ( )р,kth :

( ) ( ){ } ( )рррр ln,ln,
1

0

1р

0р

ktdtdkkthkthH
t

t

k

k
h ΔΔ−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫ ∫ , (35)

conventionally without the logarithm of the degree of

accuracy at the entropy determination рktΔΔ .
Also, here, in functional (34), there applied the sign

“minus” before the internal structural parameter of the
system optimal behavior (likewise endogenous parameter
of the active element’s psych [12–22]) at the value of 0>β
since we guess it is a better option having the minimal value
of the system effectiveness function – the sum of the rates
(17) and (18), and which has to be found in case of the two
independent variables although.

For obtaining an extremal surface of ( )р* ,kth  in such a

case we will need the Euler-Lagrange equation in the view
of the applicable formula for the functional of (34) in the
case of the two independent variables, [24]:

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( ) 0

,
,,,

,
,,,

,
,,,

р

рр

рр

рр

р

рр

р

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′∂

∂

∂
∂

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′∂

∂

∂
∂

−
∂

∂

kth
kthktF

kkth
kthktF

tkth
kthktF

kt
,(36)
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where now ( )( )рр ,,, kthktF  – under-integral function of the

functional (34), ( )р,ktht′  and ( )р,
р

kthk′  – partial derivatives
of the optional function with respect to the corresponding
independent variables.

Since ( )( )рр ,,, kthktF  of the functional (34) does not

depend upon ( )р,ktht′  and ( )р,
р

kthk′ , then

( )( )
( )

( )( )
( ) 0

,
,,,

,
,,,

р

рр

р

рр

р

≡
′∂

∂
=

′∂

∂

kth
kthktF

kth
kthktF

kt
   ⇒

⇒    
( )( )

( )
( )( )

( ) 0
,

,,,
,

,,,

р

рр

рр

рр

р

≡⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′∂

∂

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

′∂

∂

∂
∂

kth
kthktF

kkth
kthktF

t kt
. (37)

And the conditions of the Eq. (36) and (37) applied to the
functional (34) yield the necessary condition of the functional
(34) extremum existence in the view of the formula (38):

( )( )
( ) 0

,
,,,

р

рр =
∂

∂

kth
kthktF . (38)

On the basis of Eq. (38) from the functional (34) we get
the relation (39):

( ) ( )[ ] 0,1,ln ррр р
=γ++εβ−−− ε

n
k kCktCkth . (39)

From Eq. (39) we obtain the expression (40):

( ) ( )[ ]n
k kCktCkth ррр р

,1,ln +εβ−−γ= ε ,

( ) ( )[ ]n
k kCktC

ekth ррр,1
р,

+εβ−−γ ε=
. (40)

On the basis of the normalizing condition

( ) ( )[ ]
∫ ∫∫ ∫ =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+εβ−−γ ε

1

0

1р

0р

ррр
1

0

1р

0р

р
,1

рр 1,
t

t

k

k

kCktCt

t

k

k
dtdkedtdkkth

n
k

( )[ ]
∫ ∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+εβ−−γ ε
1

0

1р

0р

ррр
р

,1
t

t

k

k

kCktC
dtdkee

n
k  .

and

( )[ ]
∫ ∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+εβ−

−γ

ε
1

0

1р

0р

ррр
р

,

1 1
t

t

k

k

kCktC
dtdke

e
n

k

. (41)

Substituting the result of (41) into the expression (40)
we find the canonical distribution of the hybrid optional

function density as the extremal surface of ( )р* ,kth , that

delivers maximal value to the functional (34) and is in that
sense the optimal controlling surface – the dependence (42):

( )
( )[ ]

( )[ ]
∫ ∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+εβ−

+εβ−

ε

ε

1

0

1р

0р

ррр

ррр

р
,

,

р
* ,

t

t

k

k

kCktC

kCktC

dtdke

ekth
n

k

n
k

. (42)

4 EXPERIMENTS
Calculation experiments illustrate the theoretical

speculations (1)–(42) of the above sections and subsections
of the presented researches.

The numerical simulation has been performed for both
one-dimensional and two-dimensional modeling cases. The
accepted conditions were as follows:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
0

sin xxx TtttAtftx +ω== , 3
0

=xT , 2
0

=aT ,

( ) ( ) ( )[ ]
0

sin aaxx TtttatA +ω= ,

( ) [ ]
0

cos108 5
aax ttt

t
ω+ω⋅=ω − ,

( ) ( )
0

sin101 3
xxx atatta

t
+⋅= − , ( ) ( )tt xa ω=ω ,

2104
0

−⋅=xa , 2102 −⋅=ω=
tt axa , 3104

0
−⋅=ωa

,

9=fk , 3
0 105 −⋅=k , 1=εC , 610

р
−=kC , 2=n , 00 =t ,

2
1 105 ⋅=t , 0

0
=pk , 3101

1
⋅=pk , 5.4=β .

The obtained results of the mathematical modeling are
shown in Fig. 1.

The hybrid optional function distribution density as the

extremal surface of ( )р* ,kth , obtained by the formula (42),

depicted as h""  in Fig. 1, is shown in conjunction with the
corresponding surface of the sum of the rates (17) and (18),
in the view of the function of the two independent variables

of t  and pk  although, represented with the designation of

Sum""  in the view of contour plots for the conveniences.
Also in Fig. 1 the surface indicated as Z""  is shown. It

illustrates the contour lines obtained from Eq. (33) in yellow
color. The contour lines shown are marked for the paces of:

"" 1000− , "" 500− , ""0 , ""500 , ""1000 .
The fragment portrayed in Fig. 1 is represented for the

time zone at the abscissa axis 2100 ≤≤ t  and governor
augmentation coefficient range at the ordinate axis

2700 ≤≤ pk .
The curve marked “0” (see Fig. 1) obtained as the root

equation ( )tk p
*  of the expression (33) should be considered

as the optimal controlling path.
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h Sum, Z,
Figure 1 – Optimal value of the governor augmentation coefficient ( )tk p

*  with respect to the objective effectiveness function

( ) n
k kCktC рр р

, +εε  and hybrid optional function distribution density ( )р* ,kth

6 DISCUSSION
The concepts described with the formulae of (1)–(42)

yield the optimal value for the governor augmentation
coefficient (see Fig. 1):

( ) ( )р** ,maxarg kthtk p = , (43)

which at the same time is

( ) ( )[ ]n
kp kCktCtk рр

*
р

,minarg +ε= ε , (44)

that is the maximal value of the hybrid optional function

distribution density ( )р* ,kth  (42) is ensured with the value

of ( )tk p
* , as the continuous optional value, which

guarantees the minimal value of the objective effectiveness

function ( ) n
k kCktC рр р

, +εε .

Besides, the optimal value of the governor augmentation

coefficient ( )tk p
* , the root equation of the expression (33),

is found in result of optimization of the objective functional
(19) with taking into consideration the expenses (17) and
(18) related to the error of the controlling actions and increase
of the augmentation coefficient.

Furthermore, the optional hybrid density ( )р* ,kth , given

with the formula (42), itself in its turn is the optimal argument
that maximizes the synthesized objective functional (34),

( ) hkth Φ= maxarg, р
* , (45)

taking into account the uncertainty (that is represented with
the entropy member, the formula (35) in the functional) of

the normalized optional hybrid value ( )р,kth .
All this allows treating the optional hybrid density as

the optimal controlling surface with the relativity of its
magnitude.

The results described with the formulae (43)–(45)
continue and generalize research initiated in works [12–22],
especially [19], [16], as well as [17, 18].
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Critical comparison of the achieved results with the
analogues [23] shows advantages of the proposed method
as it takes into consideration the cost of the controlling
system accuracy and centers a local optimum whereas
without such assessments there is none.

Moreover, control in conditions of uncertainty in the
given problem setting allows making allowance for the
uncertainty of the hybrid optional functions distribution
densities with respect to the objective effectiveness
functions, which significantly differs from results discussed
in monograph [25].

We should also note that the presented method,
developed on the basis of variational principles [24] in
application to the subjective analysis theory [11–14] actually
dealing with the given sets of both discrete and continuous
alternatives as well as uncertainty entropy measures for the
system of the two independent variables [27], in fact does
not have anything in common with the active system rather
than objectively existing intrinsic properties of the controlled
system.

It definitely has to have development in terms of mass
service systems theory [26] in the direction of the entropy
paradigm research.

CONCLUSIONS
The urgent problem of a mathematical model synthesis

for the augmentation coefficient optimal value of a
proportional governor included into an inertness-less linear
object control system determination is solved.

The method of hybrid optional function distribution
density entropy is firstly proposed. The discovered value
of the hybrid optional function distribution density has a
property of, and allows determining, an optimal value with
respect to the synthesized objective functional concerning
the uncertainty and normalization of such an option.

The practical significance of the obtained results is that
the hybrid optional density delivering the maximal value to
the synthesized functional has its own maximum that
provides minimum in regards with the integrated cost of the
controlling process. That must be taken as the optimal
controlling path.
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Д-р техн. наук, професор кафедри збереження льотної придатності авіаційної техніки Національного авіаційного університету,

Київ, Україна
ВИЗНАЧЕННЯ ОПТИМАЛЬНОЇ ТРАЄКТОРІЇ КЕРУВАННЯ ЗА ДОПОМОГОЮ РОЗПОДІЛІВ ГІБРИДНИХ ОПЦІЙ-

НИХ ФУНКЦІЙ
Актуальність. Вирішено завдання визначення оптимального значення коефіцієнта підсилення пропорційного регулятора, вклю-

ченого до системи керування безінерційного лінійного об’єкта, на основі синтезованої моделі.
Мета роботи – створення методу для відшукання розв’язку за наявності проблемної ситуації пов’язаної із визначенням та оцінкою

оптимуму в системі керування.
Метод. Запропоновано грубу модель явища, та спрощену залежність оптимальної траєкторії керування від вартості, керування в

безінерційній лінійній системі керування оснащеній пропорційним регулятором. Точність поведінки досліджуваного лінійного об’єкта
керування обрано у даному розгляді у якості початкової цільової величини, що потребує мінімізації. Запропоновано метод побудови
моделі з урахуванням затратного принципу, який забезпечує розрахунок вартості контрольованого процесу, що дозволяє знайти
оптимальне керуюче значення на мульти-опційній основі. Застосовано деякий аналог принципу максимуму суб’єктивної ентропії із
суб’єктивного аналізу із метою отримання специфічних оптимальних розподілів для цільової величини взятої у вигляді складеного
функціоналу. Метод екстремізації ступеню невизначеності опцій удосконалено за допомогою введення неперервної опційної величини,
що дозволяє сформувати щільність розподілу тієї величини. Побудовано опційну синтезовану модель процесу керування.

Результати. Розроблені теоретичні моделі дозволяють отримати, та були впроваджені при її знаходженні, гібридну опційну
щільність у якості оптимального розв’язку варіаційної задачі із двома незалежними змінними, чиє максимальне значення є шуканою
оптимальною траєкторією керування, яка доставляє мінімум інтегральним витратам притаманним даному процесові.

Висновки. Проведено чисельні експерименти з дослідження запропонованих методів у даній задачі оптимізації. У результаті тих
експериментів виявлені залежності є обґрунтованими, їхнє застосування на практиці дозволяє виконувати, та є рекомендованим за
необхідності визначати, оптимальне керування в описаних системах. Перспективи подальших досліджень можуть полягати у створенні
моделей для визначення оптимальних траєкторій керування, в умовах які передбачають швидкості змін величин, що розглядаються, а
також у імовірнісній, стохастичній, недетермінованій постановці.

Ключові слова: гібридна функція, мульти-опційнійне керування, щільність розподілу, оптимальна траєкторія, варіаційний прин-
цип, оптимальна керуюча поверхня, ентропія опційних функцій.

Гончаренко А. В.
Д-р техн. наук, профессор кафедры сохранения летной годности авиационной техники Национального авиационного университе-

та, Киев, Украина
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ТРАЕКТОРИИ УПРАВЛЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ГИБРИДНЫХ ОП-

ЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ
Актуальность. Решена задача определения оптимального значения коэффициента усиления пропорционального регулятора,

включенного в систему управления безынерционного линейного объекта, на основе синтезированной модели.
Цель работы – создание метода для отыскания решения при наличии проблемной ситуации связанной с определением и оценкой

оптимума в системе управления.
Метод. Предложены грубая модель явления, и упрощенная зависимость оптимальной траектории управления от стоимости,

управления в безынерционной линейной системе управления оснащенной пропорциональным регулятором. Точность поведения
исследуемого линейного объекта управления выбрана в данном рассмотрении в качестве начальной целевой величины нуждающейся
в минимизации. Предложен метод построения модели с учетом затратного принципа, который обеспечивает расчет стоимости контро-
лируемого процесса, что позволяет найти оптимальное управляющее значение на мульти-опционной основе. Применен некоторый
аналог принципа максимума субъективной энтропии из субъективного анализа с целью получения специфичных оптимальных распре-
делений для целевой величины взятой в виде составленного функционала. Метод экстремизации степени неопределенности опций
усовершенствован посредством введения непрерывной опционной величины, что позволяет сформировать плотность распределения
этой величины. Построена опционная синтезированная модель процесса управления.

Результаты. Разработанные теоретические модели позволяют получить, и были внедрены при ее нахождении, гибридную опци-
онную плотность в качестве оптимального решения вариационной задачи с двумя независимыми переменными, чье максимальное
значение является искомой оптимальной траекторией управления, доставляющей минимум интегральным расходам присущим данно-
му процессу.
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Выводы. Проведены численные эксперименты по исследованию предложенных методов в данной задаче оптимизации. В результа-
те этих экспериментов выявленные зависимости являются обоснованными, их применение на практике позволяет выполнять, и является
рекомендуемым при необходимости определять, оптимальное управление в описанных системах. Перспективы дальнейших исследова-
ний могут заключаться в создании моделей для определения оптимальных траекторий управления, в условиях предусматривающих
скорости изменений рассматриваемых величин, а также в вероятностной, стохастической, недетерминированной постановке.

Ключевые слова: гибридная функция, мульти-опционное управление, плотность распределения, оптимальная траектория, вари-
ационный принцип, оптимальная управляющая поверхность, энтропия опционных функций.
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ADAPTIVE OPTIMAL CONTROL SYSTEM OF ORE LARGE CRUSHING
PROCESS

Context. The task of efficiency increase of power-hungry ore large crushing process by creation of optimal control system of it is
decided.

Objective is a improvement of control quality of ore large crushing process in conditions of information uncertainty about its state by
synthesis of optimal control based on identification of the process predictive model during control system functioning.

Method. It is developed the adaptive optimal control system of the ore large crushing process, which realizes the following procedures:
estimation of the controlled process state, its structural-parametric identification, prediction of the process progress, as well as synthesis
of optimal control. The solution of problem of synthesis of large crushing process optimal control is carried out during system functioning
by the principle of minimum of the generalized work on the sliding optimization interval with attraction of information about controlled
process state to the new interval of optimization and its future state by the predictive model that allows to simplify the solution of problem
of synthesis for nonlinear large crushing process and to compensate disturbances. The large crushing process identification is carried out by
definition of the operating mode and dimension of its state, based on which it is performed the model structure and parameters with the help
of composition of methods of global and local optimization that allows to increase the model accuracy.

Results. It is determined that for large crushing process the offered optimal control with prediction provides the decrease of the
control error in ~2 times and increase of productivity of the process of ore self-grinding, the next one in the technological line, (due to
stabilization of content of class +100  mm in its input ore) on 3.8%.

Conclusions. The scientific novelty of the work consists in development of adaptive system of large crushing process optimal
control, in which the optimal control is formed in the course of functioning of control system by the principle of minimum of generalized
work with the current estimation of the state of operated process and its future state by the predictive model that provides the control
system invariance to the changes of operating modes of the equipment and the disturbing environment, and therefore, the improvement of
control quality.

The practical significance of results of the work consists in development of algorithms of the current estimation and prediction of large
crushing process state, its identification and synthesis of optimal control realizing control system.

Keywords: ore large crushing, control system, optimal control, identification, prediction.

INTRODUCTION
The development of technology of iron ores self-

grinding is caused by reduction of capital expenditure in
view of use only of one stage of crushing – large crushing
process (LCP), but at the same time, the specific expenses
of the electric power were significantly increased. Therefore,
it is important to increase the efficiency of LCP, for example,
by creation of control system (CS) of it.

The crushing processes from the positions of control
are difficult controlled objects (CO) characterized by
nonlinearity of dependences, stochasticity of disturbances,
nonstationarity and considerable transport delays [1, 2].

It causes the need to use universal and effective control
principles of them according to the accepted criteria of
quality. It is performed by means of optimal control, regarding
which the one of the universal and effective in the practical
application to complex nonlinear CO is the principle of
minimum of the generalized work, which is implemented, for
example, using the method with predictive model and
functional of the generalized work (FGW) [3, 4]. Besides,
CO nonstationarity assumes using in CS of algorithms of
model adaptation and control laws to the real operating
conditions of CO.

The object of researches – the methods of control of
technological cycles of ores crushing. The subject of
researches – the methods of creation of optimal control

systems of ores LCP. The purpose of the study is the
improvement of control quality of ores LCP in conditions of
uncertainty of information about its state by synthesis of
optimal control based on identification of the process
predictive model during CS functioning.

1 PROBLEM STATEMENT
Let the predicting CO model has the following form:

[ ] { [ ], [ ], [ ], [ ], [ ], }x k n F x k u k w k k a k k+ = ξ� , (1)

where estimation of its state [ ] { [ ], [ ], [ ]}z k x k u k w k∈�  is
formed by means of the corresponding filters of observation,
and the forecast of output coordinates serves for
compensation of pure time delay and time for synthesis and
realization of control.

The problem of synthesis of optimal control consists in
finding of the operating influences optu , minimizing the
control functional:

min
cont

cont opt
u L

J u
∈

→ , (2)

when observing the limitations for control contL .

At the same time, the formation of vector { , }I F a=  of
estimation of structure F  (structural identification) and
parameters a  (parametrical identification) of the CO model
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(1) is carried out based on vectors of signals of observation
[ ]z k�  by minimization of identification criterion:

min { , }
ident

ident opt opt opt
I L

J I F a
∈

→ =  , (3)

when observing the limitations identL .

2 REVIEW OF THE LITERATURE
One of the leading concepts of the modern control theory

consists in achievement of the main ultimate goal at each
stage of system functioning. It supposes use of CO models
and it is provided by its optimization in real time [3]:

– optimal estimation (filtration)  of dynamic processes in
CO;

– CO identification (estimation of structure and
parameters of a model);

– synthesis of optimal control at each stage of system
functioning;

– adaptation (adjustment of optimal control with
incomplete information).

The application of method of analytical design of optimal
controllers (ADOC) of Letov-Kalman for nonlinear CO leads
a problem of synthesis to search of solution of the nonlinear
differential equation that causes essential difficulties.

The development of the ADOC theory is the principle of
minimum of the generalized work developed by the
academician A.A. Krasovsky, according to whom the
optimization of control is carried out by FGW. At the same
time, the main functional equation is linear and has
essentially simpler decisions [3–5].

The CS, realizing this method, use the adaptive optimal
algorithms based on automatic identification of CO by means
of the adaptive predictive model that allows to compensate
nonstationarity of CO [6].

The synthesized model, which correctly transfers the
dynamics of one mode of CO functioning, may be inadequate
to the description of other mode. Therefore, it is needed the
realization of adaptive structural-parametrical identification
of CO in the course of CS functioning.

The process of structural-parametrical identification
includes operations of structure determination, assessment,
and optimization of parameters of the CO model [5, 7]. The
first two operations are solved by generation (by means of
basis functions) of applicant models of different complexity
and adjustment of their parameters with the subsequent
selection of the best of them by the chosen criteria (result –
optimal structure). Operation of determination of optimal
parameters is solved by methods of parametrical optimization
by specification of the values of parameters received earlier
on criteria of regularity on all selection of basic data (result –
optimal model).

At that, the urgent problems are the choice of basis
functions, in terms of which it is carried out the identification,
the choice of way of generation and selection of structures
of different complexity (the method of structural
optimization), as well as the choice of method of parametrical
optimization and effective criteria of selection and
optimization.

Traditionally the polynomials of Legendre, Kolmogorov-
Gabor, etc. are used for approximation of basis functions [8,
9]. The coefficients of these polynomials form the unknown
parameters, the values of which are chosen to answer to
observed temporary realization in the best way. The more
productive is the use of neural networks (NN) and hybrid
NN with fuzzy logic, which are universal and effective
approximators [9, 10].

3 MATERIALS AND METHODS
Ore LCP is realized in conical crushers (fig. 1). Ore from

the open pit is delivered by dump trucks or self-dumping
cars (dumpcars). The crushed ore enters the conveyors 2,
which supply the ore to bunkers of technological sections
of self-crushing, via the bunker 1 under the crusher with the
help of apron feeders.

The CS switches on the device 3 of the width control of
the crusher opening, the converter 4 of the consumed active
power of the crusher driving engine, the device 5 of control
of the input ore fineness and rigidity, conveyor scales 6,
granulometer 7, and actuating mechanism 8 of width
regulation of the crusher opening 9. The devices are
connected with the controlling system of dataway 10.

The output variables for LCP are: granulometric
composition (GC) of the crushed product outγ , the process
productivity crQ  and power consumption crP ; the control

action is the size of the crusher opening G , and GC of the
input ore inγ  and its rigidity S  are referred to disturbances.
Then, according to (1):

{ , , }; { }out cr crx Q P u G∈ γ =  and { , }inw S∈ γ . (4)
At the ore mining and processing enterprises on

magnetite quartzite processing, it is rational to carry out the
control of LCP by qualitative index, for example, by
minimization of difference between the current and given
GC of the crushing product:

mintask
LC out outJ = γ − γ → , (5)

when maxcr crP P≤  and mincr crQ Q≥ .  Here task
outγ

corresponds to the maximum productivity by the input ore
of the self-crushing process, the following one in the
technological line.

According to algorithm of work, the controlling system
performs the estimation of the LCP current state to the time
of beginning of the current interval of control and
identification of its predictive model. By estimation of state
and prediction of LCP it is determined the optimal control

optG  for the following interval, which is worked by hydraulic
system 8.

According to (1) and (4), the predictive model of LCP
becomes:

[ ] { [ ], [ ], [ ], [ ], [ ], [ ], }out out ink n F k G k k S k k a k kγ γγ + = γ γ ξ� ��
,  (6)

where F Fγ ⊂�  and a aγ ⊂� .
The formation of vector is the result of estimation of

LCP state:

{ , , , , , }in out cr crz G S Q P= γ γ� . (7)
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For simplification of the task solution of optimal control
synthesis we will switch from generalized model (6) to the
CO model with linearly entering control by transition from
controlling coordinate to its speed (its change for the current

control interval) *[ ] [ ] [ 1]G k G k G k= − − :

*[ ] [ ]k n А В G kγ + = + ⋅
G GG , (8)

where [ ] { [ ], [ ]}T
outk n k n G kγ + = γ +

G G ; { , [ 1]}TА F G kγ= −G
G

;

{0,1}TВ =
G

.
Then taking into account (2), FGW with quadratic

functions of control expenses [3] becomes:

1 1

1{ ( [ ]) ( [ ], [ ])
j

j

k
task

contr j z out
k k n

J E V k Q k k
+ −

+
= +

= γ + γ γ +∑G G

1 11 1
1 * 2 * 22 { ( [ ]) ( [ ]) }}

j j

j j

k n k n

opt
k k k k

K G k G k
+ +− − − −

−

= =
+ ⋅ ⋅ +∑ ∑ ,  (9)

where according to (5): [ ] [ ]task
z out outQ k n k n= γ + − γ +�

.

The task consists in finding of value *
optG , which

minimizes functional (9) with limitations maxcr crP P≤ ,

mincr crQ Q≥  and min maxG G G≤ ≤ .

Figure 1 – Scheme of CS of LCP

Bellman discrete equation, taking into consideration the
expressions (6), (8)–(9), has the following form:

( [ ]) { ( [ ], [ ])task
i z outV i n E Q k kγ + = γ γ +
G G

* *1
1{ [ ]} [ ]}

[ 1]
i

i opt opt
V

V А В G i B G i
i

+
+

∂
+ + ⋅ − ⋅ ⋅

∂γ +

G G G
G ;

1 11 2j j ji k n , k n , ..., k+ += − − − − .

With limiting condition 1 1 1( [ ]) ( [ ])
jk j z jV k V k
+ + +γ = γ
G G

, its

solution is determined according to equality

* 2 1
* ( [ ])

[ 1]
i

opt
opt

V
G i B

iG
+∂∂

= − ⋅
∂γ +∂

G
G  and optimal control is

equal to:

* 1[ ]
[ 1]

i
opt

V
G i K

G i
+∂

= − ⋅
∂ +

. (10)

The algorithm of synthesis of the adaptive optimal
control includes:

1) estimation of the LCP current state at the moments of
beginning of the regular control interval jk  according to
(7);

2) identification of structure Fγ�  and parameters aγ�  of
the model (6)  by the time of jk ;

3) prediction of LCP free movement in the model (6)  (in
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the expanded form (8) with *[ ]G k =0) at the current interval

1[ , 1]j jk n k ++ −  of control optimization;
4) calculation of gradient of objective function

1( [ 1])iV i n+ γ + +
G

 and formation of signal of optimal control
according to (10).

The LCP identification consists of the stages of
estimation of state and characteristics, as well as structural-
parametrical identification [7].

The estimation of state and characteristics of CO
includes the following procedures:

a) determination of CO functioning mode by Kolmogorov
correlation entropy;

b) estimation of CO temporary characteristics (correlation
interval of predictability (depth of prediction), equivalent
time of delay, period of discretization, correlation dimension
of attractor (dimension of phase space – memory depth));

c) formation of estimation of vector of CO condition z�
according to expression  (7).

Structural-parametrical identification of CO includes:
a) choice of criteria of structural and parametrical

identification, basis functions and methods of optimization;
b) structural identification (generation of structures of

applicant models and selection of the best of them by
criterion of structural optimization);

c) parametrical identification (determination of parameters
of model of optimal structure through its training by criterion
of regularity).

It is possible to determine the Kolmogorov correlation
entropy, which characterizes the estimation of depth of exact
prediction of the generating system state and in what mode
it is, as well as correlation dimension of attractor (system
order) [11, 12] by the temporal realizations of the generating
process.

When using NN and hybrid NN with fuzzy logic as the
basis functions, their parameters are the neurons scales,
and coefficients of their functions of activation and
membership (for hybrid networks). Their structural
characteristics are the type of structure, type of functions
of activation and membership, size and quantity of layers,
training functions, etc. [7].

The different approaches may be used for determination
of CO model structure. At that, the nonlinear dynamic system
(CO model) may be presented by composition of linear
dynamic and nonlinear static links, for example, in the form
of the Wiener-Hammerstein model [9].

Generally, the criterion of identification (3) is polymodal
that demands the use of global optimization methods, among
which the most effective are searching methods [13, 14].
There the search algorithm of decision connects the
decisions following one after another so that to receive the
new best decision.

In algorithms of direct casual search (DCS) the directions
are given and the values of criterion identJ  are determined
in search points. The development of searching methods is
evolutionary algorithms, among which it is most commonly
used the genetic algorithms (GA), modeling the development
of biological population at genomes level.

For identification it is effective the external criteria,
adequate to problem of model creation with minimal
dispersion of prediction error, which are divided into criteria
of regularity and criteria of unbiasedness [8].

The criterion of regularity (error) is based on division of data
into learning С and training D sampling. The model optimization
is carried out on learning sampling, and check of its efficiency
(error value) on training one. All sampling N C D= + .

The criteria of biasing minimum (unbiasedness) are more
resistant to disturbances. For example, based on the analysis of
decisions the criterion of unbiasedness has the following form:

100 100

100

[ ] [ ]
[ ]

C D
sm

k n k n
J

k n
+ +

+

γ + − γ +
=

γ +

� �
. (11)

4 EXPERIMENTS
When developing the LCP predictive model, as GC of

the crushed ore outγ  it was used the content of class +100
mm 100+γ  in it. The experimental values of estimation of the
LCP state (7) are determined by results of industrial
experiment at the Ingulets Mining and Processing Works.
The sample size is N=60 time steps (ore portions of dump
trucks).

At identification, DCS and GA were applied as global
methods of optimization for structure of models of Wiener-
Hammerstein with basis functions in the form of NN: cascade,
with RBF and Anfis. The criterion of unbiasedness (11) and
mean-squared error of the model were used as criteria of
structural and parametrical optimization.

The GA had single-point crossing, selective choice of
parents and formation of new population with displacement,
DCS algorithm – adaptive step of search and complete
search around the current iteration. The number of iterations
of DCS (in GA of generations) was 100, and size of the DCS
search space (in GA population size) – 30.

The earlier received optimal model was used for
estimation of efficiency of LCP CS. The ranges of values of
variables were standardized in signals with the range of
change [0, 1].

The time of admissible downtime of the crushing
equipment was used for accounting of restriction on
productivity of LCP:

( ) /dop n pc pg pgT T Q Q Q= ⋅ − .

It is taken into account the expenses of time for the
scheduled repairs, delays in ore supply and equipment
failure in the designed productivity pcQ . As long as the
setting of optimal change of crushing opening width is
performed at its idle running, the time of downtimes because
of control realization should be pr dopT T≤ .

The values of G  (Control) are structurally limited to

values of minG = 160 mm and maxG =240 mm, 100
task
+γ = 49%

is accepted as the task (Set-point), and the mean-squared
deviation (error) of the current content of class +100 mm in
the crushed ore from the given value is chosen as the quality
measure of optimal control.
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5 RESULTS
It is determined that for LCP, generating the signal 100+γ ,

the depth of the exact prediction is 4 time steps, and memory
depth – from 3 to 5 time steps.

In result of identification of model structure (fig. 2) it is
established that the basis functions in the form of cascade
NN optimized by means of GA are correspond to the
minimum of structural criterion of unbiasedness (12). At the
same time, the amount of neurons in the hidden layer is 26,
the function of activation of the hidden layer is sigmoid, of
the output layer is linear, the NN training algorithm is
Fletcher-Reeves method.

The value of the mean-squared error of the LCP model is
0.036.

The results of LCP modeling in uncontrollable (Plant not
control) and managed (Plant with control) modes are given
on fig. 3.

a b
Figure 2 – The results of global optimization of the LCP model structure, using DCS (a) and GA (b)
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Figure 3 – The results of LCP optimal control

The values of the mean-squared deviations of the current
content of class +100 mm in the crushed ore from the given
value are: 0.141 in the uncontrollable mode and 0.076 in
controlled mode that determines the decrease of control
error in 1.85 time.

6 DISCUSSION
The solution of problem of synthesis of LCP optimal

control is carried out during system functioning by the
principle of minimum of the generalized work on the sliding
optimization interval with attraction of information about
controlled process state to the new interval of optimization
and its future state by the predictive model that allows to
simplify the solution of problem of synthesis for nonlinear
LCP and to compensate disturbances.

The basis functions in the form of cascade NN
correspond to the minimum of test of location for LCP. The
models in the form of NN with RBF demand much less
calculations, but their value of criterion of unbiasedness is
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significantly higher that is possible to explain by poor
predictive ability of these NN. The models in the form of NN
with fuzzy logic Anfis have sufficient accuracy, but they
have low speed at vector lengths of inputs more than 5 (the
total quantity of inputs of the LCP model is 10).

In result of modeling (fig. 2), it is established that GA has
the higher speed of convergence (GA comes to the area of
optimal solutions at the first generations, and DCS – after
15 iterations). The algorithm of DCS revealed the higher
speed (4,2 s per iteration with 10,6 s at generation in GA).
The convergence of algorithm of GA is higher than DCS
(the values of criterion (11) is 0,048 and 0,066 respectively).

The realization of the offered algorithms does not bring
the temporary restrictions to their use in LCP control system.

It is determined that for LCP the offered optimal control with
prediction provides the decrease of the control error in ∼ 2 times
and increase of productivity of the process of ore self-grinding,
the next one in the technological line, (due to stabilization of
content of class +100  mm in its input ore) on 3.8%.

The statistical check by nonparametric criterion of signs
confirmed the adequacy of the developed LCP model and
the importance of the received results.

CONCLUSIONS
The scientific novelty of the work consists in

development of adaptive system of LCP optimal control, in
which the optimal control is formed in the course of
functioning of CS by the principle of minimum of generalized
work with the current estimation of the state of operated
process and its future state by the predictive model that
provides the CS invariance to the changes of operating
modes of the equipment and the disturbing environment,
and therefore, the improvement of control quality.

The LCP identification is carried out by definition of the
operating mode and dimension of its state, based on which
it is performed the model structure and parameters with the
help of composition of methods of global and local
optimization that allows to increase the model accuracy.

The practical importance of results of the work consists in
development of algorithms of the current estimation and
prediction of LCP state, its identification and synthesis of optimal
control realizing CS. The performed experiments and modeling
allowed to estimate the efficiency of the offered solutions.

The further researches should be aimed at design and
realization of LCP CS at mining and processing works on
iron ores processing.

ACKNOWLEDGEMENTS
The work is performed within the state budgetary

research and development project GP-458 “Intelligent control

technologies of the mining processes in problems of energy
saving and energy efficiency” (No. of the state registration
0113U000402) of the State Higher-Education Institution
“National Mining University”.

REFERENCES
1.   Марюта А. Н. Автоматическое управление технологическими

процессами обогатительных фабрик / А. Н . Марюта,
Ю. Г. Качан, В. А. Бунько. – М. : Недра, 1983. – 277 с.

2.  Optimal Control of Communition Operations / [J. A. Herbst,
F. A. Alba, W. T. Pate, A. E. Oblad] // International Journal of
Mineral Processing. – 1988. – Vol. 22, № 1–4. – P. 275–296.

3.  Справочник по теории автоматического управления / Под ред.
А. А. Красовского. – М. : Наука, 1987. – 712 с.

4.  Красовский А. А. Универсальные алгоритмы оптимального
управления непрерывными процессами / А. А. Красовский,
В. Н. Буков, В. С. Шендрик. – М. : Наука, 1977. – 272 с.

5.  Kornienko V. I. Methods and principles of control over the
complex objects of mining and metallurgical production /
V. I. Kornienko, A. Yu. Gusev, A. V. Gerasina // Energy Efficiency
Improvement of Geotechnical Systems. – London : CRC Press,
Taylor & Francis Group, 2013. – P. 183–192.

6.   Корниенко В. И. Оптимальное управление нелинейным дина-
мическим процессом с интеллектуальным прогнозированием
его состояния / В. И. Корниенко, С. М. Мацюк // Штучний
інтелект. – 2015. – № 4. – С. 137–145.

7. Method and algorithms of nonlinear dynamic processes
identification / [V. I. Korniienko, S. М. Маtsyuк, I. М. Udovik,
A. M. Alekseyev] // Науковий вісник Національного гірничого
університета. – 2016. – № 1. – С. 98–103.

8.   Ивахненко А. Г. Долгосрочное прогнозирование и управле-
ние сложными системами / А. Г. Ивахненко. – К. : Технiка,
1975. – 312 с.

9.  Nelles O. Nonlinear System Identification: From Classical
Approaches to Neural and Fuzzy Models / O. Nelles. – Berlin :
Springer, 2001. – 785 p.

10. Круглов В. В. Нечеткая логика и искусственные нейронные
сети / В. В. Круглов, М. И. Дли, Р. Ю. Голунов. – М. : Физмат-
лит, 2001. – 224 с.

11. Шустер Г. Детерминированный хаос. Введение / Г. Шустер. –
М. : Мир, 1988. – 256 с.

12. Кузнецов С. П. Динамический хаос / С. П. Кузнецов. – М. :
Физматлит, 2002. – 296 с.

13. Holland J. H. Adaptation in natural and artificial systems. An
introductory analysis with application to biology, control and
artificial intelligence / J. H. Holland. – London : Bradford book
edition, 1994. – 211 p.

14. Генетические алгоритмы, искусственные нейронные сети и
проблемы виртуальной реальности / [Г. К. Вороновский,
К. В. Махотило, С. Н. Петрашев, С. Н. Сергеев]. – Харьков :
Основа, 1997. – 112 с.

Article was submitted 11.07.2017.
After revision 20.08.2017.

Корнієнко В. І.1, Мацюк С. М.2, Удовик І. М.3

1Д-р техн. наук, доцент, завідувач кафедри безпеки інформації та телекомунікацій Національного гірничого університета, Дніпро,
Україна

2Аспірант кафедри безпеки інформації та телекомунікацій Національного гірничого університета, Дніпро, Україна
3Канд. техн. наук, доцент, завідувач кафедри програмного забезпечення компьютерных систем Національного гірничого універси-

тета, Дніпро, Україна
АДАПТИВНА СИСТЕМА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ПРОЦЕСОМ КРУПНОГО ДРОБЛЕННЯ РУДИ
Актуальність. Вирішено завдання підвищення ефективності енергоємного процесу крупного дроблення руди шляхом створення

системи оптимального керування ним.
Мета роботи – підвищення якості керування процесом крупного дроблення руди в умовах невизначеності інформації про його

стан шляхом синтезу оптимального керування на основі ідентифікації прогнозуючої моделі процесу в ході функціонування системи
керування.

Метод. Розроблена адаптивна система оптимального керування процесом крупного дроблення, що реалізовує процедури: оцінки
стану керованого процесу, його структурно-параметричної ідентифікації, прогнозування ходу процесу, а також синтезу оптимального



        165

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

REFERENCES
1.   Maryuta A. N., Каchan Yu. G., Bunko ВV. А. Avtomaticheskoe

upravlenie technologicheskimi protsessami obogatitelnych fabrik.
Мoscow, Nedrа, 1983, 277 p.

2.   Herbst J. A., Alba F. A., Pate W. T., Oblad A. E. Optimal Control
of Communition Operations, International Journal of Mineral
Processing, 1988, Vol. 22, No. 1–4, pp. 275–296.

3.  Кrasovskogo А. А. pod red.  Spravochnik po teorii
avtomaticheskogo upravleniya. Мoscow, Naukа, 1987, 712 p.

4.  Кrasovskiy А. А., Bukov V. N., Shendrik V. S. Universalnye
algoritmy optimalnogo upravleniya nepreryvnymi protsessami.
Мoscow, Naukа, 1977, 272 p.

5.  Kornienko V. I., Gusev A. Yu., Gerasina A. V., Kornienko V. I.
Methods and principles of control over the complex objects of
mining and metallurgical production, Energy Efficiency
Improvement of Geotechnical Systems. London, CRC Press,
Taylor & Francis Group, 2013, pp. 183–192.

6.   Коrnienko V. I., Маtsyuk S. М. Optimalnoe upravlenie nelinejnym
dinamicheskim protsessom s intellektualnym prognozirovaniem
ego sostoyaniya, Shtuchnyi intellekt, 2015, No. 4, pp. 137–145.

7.   Korniienko V. I., Маtsyuк S. М., Udovik I. М., Alekseyev A. M.
Method and algorithms of nonlinear dynamic processes
identification, Naukovyi visnyk Natsionalnogo girnychogo
universyteta, 2016, No. 1, pp. 98–103.

8.  Ivachnenko A. G. Dolgosrochnoe prognozirovanie I upravlenie
clozhnymi sistemami.   Кyiv, Теchnika, 1975, 312 p.

9.  Nelles O. Nonlinear System Identification: From Classical
Approaches to Neural and Fuzzy Models. Berli. Springer, 2001,
785 p.

10.Кruglov V. V., Вдш М. I., Golunov К. Yu. Nrchetkaya logika I
isskustvennye nejronnye seti. Мoscow, Fizmatlit, 2001, 224 p.

11. Shuster G. Determinirovannyi khaos. Vvedenie. Мoscow, Мir,
1988, 256 p.

12. Кuznetsov S. P. Dinamicheskiy khaos. Мoscow, Fizmatlit, 2002,
296 p.

13.Holland J. H. Adaptation in natural and artificial systems. An
introductory analysis with application to biology, control and artificial
intelligence. London, Bradford book edition, 1994, 211 p.

14.Voronovskiy G. К., Маkhotilo К. V., Petrashev S. N., Sеrgeev S.
N. Geneticheskie algoritmy, isskustvennye nejronnye seti i
problemy virtualnoy realnosti. Kharkov, Оsnovа, 1997, 112 p.

керування. Рішення задачі синтезу оптимального керування здійснюється в ході функціонування системи за принципом мінімуму
узагальненої роботи на ковзному інтервалі оптимізації із залученням інформації про стан керованого процесу до нового інтервалу
оптимізації і його майбутнього стану за прогнозуючою моделлю, що дозволяє спростити рішення задачі синтезу для нелінійного
процесу крупного дроблення руд і компенсувати збурення. Ідентифікація процесу крупного дроблення руди здійснюється шляхом
визначення режиму роботи і розмірності його стану, на основі чого за допомогою композиції методів глобальної і локальної оптимізації
визначається структура і параметри прогнозуючої моделі, що дозволяє підвищити її точність.

Результати. Визначено, що пропоноване оптимальне керування з прогнозуванням забезпечує зниження в ∼ 2 рази помилки
керування і підвищення продуктивності наступного в технологічній лінії процесу самоздрібнювання руди (за рахунок стабілізації
вмісту класу +100 мм в його вхідній руді) на 3.8%.

Виводи. Наукова новизна роботи полягає в розробці системи керування процесом крупного дроблення руди, в якій оптимальне
керування формується в процесі функціонування системи за принципом мінімуму узагальненої роботи з поточним оцінюванням стану
керованого процесу і оцінюванням його майбутнього стану за прогнозуючою моделлю, що забезпечує інваріантність системи керу-
вання до змін режимів роботи устаткування та збурюючого середовища, й, таким чином, підвищення якості керування.

Практична значущість результатів роботи полягає в розробці алгоритмів поточного оцінювання і прогнозування стану процесу,
його ідентифікації і синтезу оптимального керування, які дозволяють реалізувати систему керування ним.

Ключові слова: крупне дроблення руди, система керування, оптимальне керування, ідентифікація, прогнозування.
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АДАПТИВНАЯ СИСТЕМА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССОМ КРУПНОГО ДРОБЛЕНИЯ РУДЫ
Актуальность. Решена задача повышения эффективности энергоемкого процесса крупного дробления руды путем создания

системы оптимального управления ним.
Цель роботы – повышение качества управления процессом крупного дробления руды в условиях неопределенности нформации

о его состоянии путем синтеза оптимального управления на основе идентификации прогнозирующей модели процесса в ходе функци-
онирования системы управления.

Метод. Разработана адаптивная система оптимального управления процессом крупного дробления, реализующая процедуры:
оценки состояния управляемого процесса, его структурно-параметрической идентификации, прогнозирования хода процесса, а также
синтеза оптимального управления. Решение задачи синтеза оптимального управления осуществляется в ходе функционирования
системы по принципу минимума обобщенной работы на скользящем интервале оптимизации с привлечением информации о состоянии
управляемого процесса к новому интервалу оптимизации и его будущего состояния по прогнозирующей модели, что позволяет
упростить решение задачи синтеза для нелинейного процесса крупного дробления руд и компенсировать возмущения. Идентификация
процесса крупного дробления руды осуществляется путем определения режима работы и размерности его состояния, на основе чего
с помощью композиции методов глобальной и локальной оптимизации определяется структура и параметры прогнозирующей модели,
что позволяет повысить ее точность.

Результаты. Определено, что предлагаемое оптимальное управление с прогнозированием обеспечивает снижение в ∼ 2 раза
ошибки управления и повышение производительности следующего в технологической линии процесса самоизмельчения руды (за счет
стабилизации содержания класса +100 мм в его входной руде) на 3.8%.

Выводы. Научная новизна работы состоит в разработке системы управления процессом крупного дробления руды, в которой
оптимальное управление формируется в процессе функционирования системы по принципу минимума обощенной работы с текущим
оцениванием состояния управляемого процесса и оцениванием его будущего состояния по прогнозирующей модели, что обеспечива-
ет инвариантность системы управления к изменениям режимов работы оборудования и возмущающей среды, и, таким образом,
повышение качества управления.

Практическая значимость результатов работы заключается в разработке алгоритмов текущего оценивания и прогнозирования
состояния процесса, его идентификации и синтеза оптимального управления, позволяющих реализовать систему управления ним.

Ключевые слова: крупное дробление руды, система управления, оптимальное управление, идентификация, прогнозирование.
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ПОНЯТИЕ ГАРАНТИРОВАННОГО РЕШЕНИЯ ПО ФУНКЦИОНАЛУ ДЛЯ
МНОГОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ О РАНЦЕ И МЕТОДЫ ЕГО ПОСТРОЕНИЯ
Актуальность. Рассмотрена задача построения гарантированного субоптимального (приближенного) решения по функционалу

в одномерной и многомерной задачах о ранце. Объектом исследования являлась модель с приращением коэффициентов целевой
функции.

Цель работы. Разработка методов построения гарантированного субоптимального решения по функционалу в одномерной и
многомерной задачах о ранце, т. е. найти такие минимальные изменения коэффициентов функционала в заданных интервалах, чтобы
найденное решение гарантировало значения функционала не меньше, чем заранее фиксированного.

Метод. Введены понятия допустимого, гарантированного и гарантированного субоптимального решений по функционалу в
многомерной задаче о ранце. В заданных интервалах необходимо найти такие минимальные изменения коэффициентов функционала,
чтобы найденное решение гарантировало значение функционала не меньше, чем заранее фиксированного. Такое решение называем
гарантированным решением по функционалу для одномерной и многомерной задачи о ранце.  Разработаны методы их построения.
Составлен программный комплекс для нахождения этих решений и проведены многочисленные вычислительные эксперименты над
случайными задачами большой размерности.

Результаты. Разработан алгоритм для построения гарантированного субоптимального решения по функционалу в одномерной
и многомерной задачах о ранце.

Выводы. Составлен программный комплекс для нахождения гарантированного субоптимального решения по функционалу и
проведены многочисленные вычислительные эксперименты над случайными задачами большой размерности.

Ключевые слова: одномерная и многомерная задачи о ранце, гарантированное решение и гарантированное субоптимальное
решения по функционалу, многокритериальная нелинейная задача Булевого программирования, принцип дихотомии, вычислительные
эксперименты.
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НОМЕНКЛАТУРА

bnjmibaac jijijj ),,1;,1(,,,, ==β  –  заданные целые
неотрицательные числа;

),1(, njij =α  – заданные неположительные целые
числа;

ыйjnjx j -),1(, =  неизвестный;
nX − -мерный вектор;

,...)2,1,0( =kX k  – текущее субоптимальное (при-
ближенное) решение в k-м шаге;

−X z  гарантированное субоптимальное решение по
функционалу;

−X *  оптимальное решение;

−X S  субоптимальное (приближенное) решение;

−f *  оптимальное значение целевой функции;

−f S  субоптимальное (приближенные) значения
целевой функции;

−Δ* приращение оптимального значения f *;

−ΔS приращение субоптимального (приближенно-

го) значения f S ;
−p фиксированный процент;

−=δ ),1(, njj приращение коэффициентов c j ;

−j*  фиксированный номер;

= ,...)2,1,0(kf k  – субоптимальное (приближенное)

значение функционала в k -м шаге;

X
Z

– текущие субоптимальные решения по функ-
ционалу;

f
Z

– текущие субоптимальные (приближенные) зна-
чения целевой функции;

ccp – среднее изменение коэффициентов целевой
функции;

−Δ )( f погрешность функционала.

ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим следующую задачу Булевого програм-

мирования:

max,
1

→∑
=

n

j
jj xc (1)

),,1(,
1

mibxa i

n

j
jij =≤∑

=
(2)

).,1(,10 njx j =∨= (3)

С целью выяснения практического значения ниже
рассмотренной модели, дадим некоторые экономичес-
кие интерпретации для задачи (1)–(3).

Допустим, что для реализации необходимо выбрать
или игнорировать из каждых заданных проектов (мероп-
риятия и т. д.). Если выбирается для реализации некото-
рый j -ый ),1( nj =  проект, то получается прибыль в объе-
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ме ),1(, njc j =   единиц. Пусть для реализации этих про-
ектов выделены  m  видов ресурсов в объеме  –

),1(, mibi =   единиц. А для реализации j - ого ),1( nj =

объекта необходимо использовать aij , ),1;,1( njmi ==

единиц из выделенных ресурсов ),1(, mibi =  соответ-
ственно. Естественно, что необходимо реализовать та-
кие проекты, в которых использование общих ресурсов

не превышало бы выделенных ресурсов ),1(, mibi = , и
одновременно полученная прибыль стала максималь-

ной.  Принимая неизвестные x j , ),1( nj = , гдеде

⎩
⎨
⎧

=
случаепротивномв,0

,реализациидлявыбираетсяпроектыйесли,1 j-
x j

экономико-математическая модель получается в виде
(1)–(3). Целью данной работы является разработка мето-
дов построения гарантированного субоптимального
решения по функционалу в одномерной и многомер-
ной задачах о ранце. Другими словами, необходимо
найти такие минимальные изменения коэффициентов
функционала в заданных интервалах, чтобы найденное
решение гарантировало значения функционала не мень-
ше, чем заранее фиксированного.

Отметим что, это задача особенно актуальна в совре-
менной экономике, при учете финансовых проблем.
Потому,  что за счет изменения рыночных цен

),1(, njc j =  не изменяются затраты aij , ),1;,1( njmi ==

из выделенных ресурсов ,bi  ),1( mi = .

1 ЛИТЕРАТУРНОЙ ОБЗОР
Общеизвестная задача (1)–(3), называется многомер-

ной задачей о ранце и разработаны ряд  методов [1–13, и
т. д.]  для построения оптимального и субоптимального
(приближенного) решений этой  задачи.

Допустим, что, каким-то известным методом най-
дено оптимальное или субоптимальное (приближенное)
решение задачи (1)–(3) и определены соответствующие
значения функционала (1). Предположим, заказчику ин-
тересно получить такое решение, которое гарантирует
значения функции (1) не меньше, чем найденное. Оче-
видно, что для достижения этой цели возможно два ва-
рианта:

1) Не изменяя коэффициенты c j  и

),1;,1(, njmiaij == , минимально увеличить (изменить)

выделенные ресурсы ),1(, mibi = . Такие типы задач мате-
матически моделированы и решены в работах [14, 15].

2) Не изменяя коэффициенты aij и bi ,

),1;,1( njmi == ,  минимально изменить цены

),1(, njc j =  в заданных интервалах [ ] ),1(,, njjj =βα .

Эта задача в случае 1=m  была решена в работе [16].

В данной работе рассмотрен второй вариант и разра-
ботан метод построения гарантированного решения по
функционалу.

2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Допустим,  что, оптимальное решение

)*,...,*2,*1(* xnxxX =   или некоторое субоптимальное ре-

шение ),...,2,1( xSnxSxSX S =  задачи (1)–(3) найдено ка-

ким-то методом. Тогда оптимальное f * или субопти-

мальное значение f S  функции (1) можно вычислить:

∑
=

=
n

j
jj xcf

1

**
;  ∑

=
=

n

j

S
jj

S xcf
1

.

Предположим, что необходимо найти такое решение

)*,...,*2,*1(* xnxxX =  или ),...,,( 21 xxxX S
n

SSS =  задачичи

(1)–(3) для которого максимальное или субоптимальное

значение функции (1) стало не меньше, чем Δ+ **f  или

Δ+ SSf  соответственно. В частном случае, можно

принять ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=Δ 100

** pf  или ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=Δ 100

pf SS
. Здесь p

является фиксированным процентом f *  или f S , а

[ ]−z означает целую часть числа z. Этого можно добить-
ся минимальным изменением коэффициентов

),1(, njc j = , в заданных интервалах [ ] ),1(,, njjj =βα

не изменяя заданные коэффициенты bi  и aij ,

),1;,1( njmi ==  . Таким образом получается следующая
модель:

max,
1

)( →+∑ δ
=

n

j
jjj xc (4)

),,1(,
1

mibxa i

n

j
jij =≤∑

=
(5)

),,1(, njjjj =β≤δ≤α (6)

).,1(,10 njx j =∨= (7)

Отметим, что решением задачи (4)–(7) является такое

минимальное значение ),1(, njj =δ   и вектор

),...,2,( 1 xnxxX = , для  которого выполняется ограни-
чения  (5)–(7) и одновременно функция (4) принимает
максимальное значение. При этом, если для некоторой
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0, *
*

<δ jj , то соответствующий c j*  уменьшается  на

δ j*  единиц. Наоборот, если δ j* >0, то соответствующий

c j*  увеличивается  на δ j*  единиц. В случае δ j* =0 ко-о-

эффициент c j* не меняется. Таким образом, получаем
следующую математическую модель:

),1(,min njj =→δ (8)

,, **

1
)( Δ∑ δ +≥+

=
fxc

n

j
jjj (9)

),,1(,
1

mibxa i

n

j
jij =≤∑

=
(10)

),,1(, nj
jjj =≤≤ βδα  и целые, (11)

).,1(,10 njx j =∨= (12)

Необходимо отметить, что задача (8)–(12) является не-
линейной (смотри (9)) многокритериальной задачей Бу-
левого программирования. Естественно, что это задача
также входит в класс NP-полных (т. е. трудно решаемых).

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Сначала введем следующие понятия.
Определение 1. Допустимым решением задачи (8)–

(12) является n -мерный вектор ),...,2,( 1 xnxxX = , ко-о-
торый удовлетворяет ограничениям (9)–(12) при фикси-

рованных ),1(, njj =δ
Определение 2.  Допустимое решение

),...,,( **
2

*
1

* xxxX n=  задачи (8)–(12) дающее минимальноее

значение параметров ),1(, njj =δ   назовем гарантирован-
ным решением по функционалу.

Учитывая, что задача (8)–(12) входит в класс NP-пол-
ных, то нахождение оптимального решения для задач боль-
шой размерности за реальное время невозможно. Поэто-
му появляется необходимость построения, гарантирован-
ного субоптимального (приближенного) решений задач
(8)–(12). С этой целю введем следующие понятия.

Определение 3.  Допустимое решение

),...,,( 21 xxxX S
n

SSS =  задачи (8)–(12) дающее меньшее зна-

чение параметров ),1(, njj =δ  будем называть гаранти-

рованным субоптимальным  решением по функционалу.
Пусть, каким-то методом найдено субоптимальное

решение ),...,,( 21 xxxX S
n

SSS =  задачи (1)–(3).Тогда соответ-

ствующие значения f S
 функции (1) составляет

∑
=

=
n

j

S
jj

S xcf
1

. Таким образом,  можно вычислить

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=Δ 100

pf SS , где p – фиксированный процент, а обо-

значение ][z  означает целую часть числа z .
Мы должны  построить такой вектор

),...,,( 21 xxxX S
n

SSS = , удовлетворяющий (10), (12), кото-

рый позволяет найти целые  значения ),1(, njj =δ  обес-

печивающие выполнение условий  ,βδα ≤≤
jjj

),,1( nj =  и ( ) Δ∑ δ +≥+
=

SSS
j

n

j
jj fxc ,

1
.

Таким образом, нужно найти гарантированное субоп-
тимальное решение по функционалу следующей задачи

),1(,min njj =→δ (13)

,
1

)( Δ∑ δ +≥+
=

SSn

j
jjj fxc  (14)

,
1

bxa i

n

j
jij ≤∑

=
 ),,1( mi = (15)

),,1(, nj
jjj =≤≤ βδα    и целые, (16)

).,1(,10 njx j =∨= (17)

Процесс построения гарантированного субоптималь-
ного решения по функционалу задачи (13)–(17) прово-
дится методом дихотомии (деления пополам). В начале

принимаем  ),1(,: njjj =α=δ  поскольку необходимо

минимизировать значения параметров ),1(, njj =δ . При

этом, с целью запомнить заданных значений ),1(, njc j =

примем ),1(,:' njcc jj == . После этого принимая

),1(,: ' nj
jjj cc == δ+  находим субоптимальное реше-

ние ),...,,( 00
2

0
1

0 xxxX n=  в задаче (1)–(3). Тогда соответ-

ствующее значение функции (1) составит ∑
=

=
n

j
jj xcf

1

00
.

Очевидно, что, Δ+< SSff 0
, поскольку начальные

значения параметров ),1(, njj =δ  отрицательные. Для
того, чтобы построить новую задачу типа (1)–(3), исполь-
зуя принцип дихотомии принимаем
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),1(,
2

: njjj
j =

β+α
=δ  и определяем новые значения

коэффициентов функции (1): ),1(,: ' nj
jjj cc =δ= + .

После этого находим субоптимальное решение

),...,,( 11
2

1
1

1 xxxX n=  текующей задачи (1)–(3) и соответ-

ствующее значение ∑
=

=
n

j
jj xcf

1

11
.

Для значения f 1  возможно 2 случая:

1) Δ+< SSff 1 ; 2) Δ+≥ SSff 1
.

В первом случае необходимо принимать δ=α jj:  и

),1(,
2

β
: njjj

j =
+α

=δ . Далее принимая новые значения

),1(,: ' nj
jjj cc =δ= +   находим решение

),...,,( 22
2

2
1

2 xxxX n=    новой   задачи (1)–(3) и соответству-
ющее значение

∑
=

=
n

j
jj xcf

1

22
. (18)

А в случае  Δ+≥ SSff 1 , запоминая XX S 1:=  и

),1(,: njjj == δδ  принимаем δβ = jj
:  и

),1(,
2

: njjj
j =

+
=

βα
δ .  После этого фиксируем

),1(,: ' nj
jjj cc == δ+ . Необходимо отметить, что наша

цель является минимизация параметров ),1(, njj =δ   в

интервале ),1(,, nj
jj =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ βα .

Далее,  находим субоптимальное решение

),...,,( 22
2

2
1

2 xxxX n=   задачи (1)–(3) и соответствующие

значения

∑
=

=
n

j
jj xcf

1

22
. (19)

Отметим, что найденные значения f 2  из соотноше-

ний (18) и (19) различны, поскольку они соответствуют

различным значениям ),1(, njj =δ . Другими словами,

оба  варианта отмеченные выше не могут выполняться
одновременно.

Для значения f 2 , как отмечено выше возможны дваа

случая: либо Δ+< SSff 2 , либо Δ+≥ SSff 2  . Про-

цесс решения повторяется аналогично вышеуказанно-

му, делением интервалов [ ] ),1(,, njjj =βα  пополам.

Вычисления завершаются, в случае выполнения

1≤−αβ jj
 для всех ),1(, njj = . Другими словами,

процесс решения продолжается до такого шага k , покаа

выполняется условия 1≤−β α jj  для всех ),1(, njj = .

Особенно отметим, что в процессе построения гаранти-
рованного субоптимального решения вышеуказанным

образом, в каком-то шаге l , ,1 kl ≤≤   если Δ+≥ SSl ff ,

то запоминается  XX lS =:   и  ),1(,: njjj == δδ .
В конечном итоге, коэффициенты функции (1) при-

нимают значения ),1(,: ' nj
jjj cc == δ+ . Отсюда легкоо

определяются изменения (увеличение или уменьшение)

исходных значений  коэффициентов ),1(, njc j = .
В процессе решения, последний запомненный век-

тор ),...,,( 21 xxxX S
n

SSS =  является гарантированным су-
боптимальным решением по функционалу для задачи
(1)–(3).

Отметим что, разработанный выше метод построе-
ния, гарантированного субоптимального решения по
функционалу в случае 1=m , т. е. для задачи о ранце вы-
полняется более просто. В этом случае задача (1)–(3)
принимает следующий вид:

max,
1

→∑
=

n

j
jj xc (20)

,
1

b
n

j
jj xa ≤∑

=
(21)

).,1(,10 njx j =∨= (22)

Тогда для задачи (20)–(22) соответствующая задача
(8)–(12) будет принимать следующий вид:

),1(,min njj =→δ (23)

,,
1

)( Δ∑ δ +≥+
=

SSn

j
jjj fxc (24)

,
1

b
n

j
jj xa ≤∑

=
(25)
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),,1(, nj
jjj =≤≤ βδα  и целые, (26)

).,1(,10 njx j =∨=  (27)

Теперь напишем алгоритм для построения гаранти-
рованного субоптимального решения по функционалу
для задачи (20)–(22). Другими словами, напишем алго-
ритм решения задачи (23)–(27).

Шаг 1. Ввод целых чисел

bpnj
jjjj acn и),,1(,,,, =βα .

Шаг 2. Построить начальное субоптимальное решение

),...,,( 21 xxxX S
n

SSS =  задачи (20)–(22) и вычислить

∑
=

=
n

j

S
jj

S xcf
1

.

Шаг 3. Вычислить  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=Δ 100

pf SS ,  где [ ]z  означает

целую часть число z.

Шаг 4.  Принять cc jjjj ==αδ :,: '  и

),1(,: ' nj
jjj cc == δ+  и подставить значения ),1(, njc j =

в задаче (20)–(22).
Шаг 5. Построить субоптимальное решение

),...,,(
21 xxxX

Z
n

ZZZ
=   текущей задачи (20)–(22) и соот-

ветствующее значениям функционала  ∑
=

=
n

j

Z
jj

Z
xcf

1
.

Если 1≤−αβ jj  для всех ),1(, njj =  то переход к шагу 8.

Шаг 6. Если  Δ+< SSZ
ff  , то принять δα = jj: ,

,
2

:
βα

δ
+

= jj
j  ),1(,: ' nj

jjj cc == δ+   и переход к шагу 5.

Шаг 7. Если Δ+≥ SSZ
ff  то запомнить XX

ZZ =:

и принимая δβ = jj
: ,   ,

2
:

βα
δ

+
= jj

j   ),1(,: ' nj
jjj cc == δ+

переход к шагу 5.
Шаг 8.  Выдать  на  печать  найденное  гарантированное

решение  по  функционалу  ),...,,( 21 xxxX Z
n

ZZZ =    соот-

ветствующее значениям функционала ∑
=

=
n

j

Z
jj

Z xcf
1

 и

приращений ,, Δ− SSZ ff  Δ−− SSZ ff .
Шаг 9.  Останов.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Сначала применением разработанного метода в дан-

ной работе, найдем гарантированное субоптимальное
решение по функционалу следующей задачи из книги [5].

max254614172012815 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx ,

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx ,

).10,1(,10 =∨= jx j

Субоптимальное решение и соответствующие зна-
чения функционала  этой задачи являются

)0,0,0,1,0,0,0,1,1,1(=X S  и 41=f S . Запоминаем задан-

ные коэффициенты функционала

)2,5,4,6,14,17,20,12,8,15(' =c j   Допустим, что значение

41=f S  необходимо  увеличить  на  41=ΔS  единиц.

Тогда полученная задача соответствующая (23)–(27), при-
нимает следующий вид:

)10,1(,min =→δ jj . (28)

+++++++++++ δδδδδ+δ xxxxxx 66554433211 )14()17()20()12(28()15( )

50)2()5()4()6( 1010998877 =+≥++++++++ Δδδδδ SSfxxxx , (29)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx ,  (30)

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ],1,3,0,4,5,1,6,2,5,3 54321 −∈−∈−∈−∈−∈ δδδδδ

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ],3,0,5,0,0,16 7 1098
,7,3,9,2 ∈∈−∈ δδδ−∈δ−∈δ  (31)

).10,1(,10 =∨= jx j (32)

В начальном этапе принимаем )10,1(,' ==αδ jjj  т.е. при-

нимаем )0,0,1,3,2,3,4,1,2,3(' −−−−−−−−=δ j .  Тогда

подставляя эти величины вместо δj  в задаче (28)–(32)
получаем следующую текущую задачу:

max253312141611612 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx , (33)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx , (34)

).10,1(,10 =∨= jx j (35)

Субоптимальное решение и соответствующие зна-

чения задачи (33)–(35) будут  )0,1,0,0,0,0,0,1,1,1(0 =X   и

340
=f .  Поскольку 50340

<=f ,  то принимаем

,'δα = jj  ,
2

' βα
δ

+
= jj

j  )10,1( =j .  Тогдада
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)1,2,0,2,3,1,2,2,2,1(' −−=δ j . Подставляя эти значения в

задаче  (28)–(32)  получаем следующую задачу:
max3748171618141016 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx ,(36)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx , (37)

).10,1(,10 =∨= jx j (38)

Субоптимальное  решение  и  соответствующие  зна-
чения  функционала   задачи  (36)–(38) будут

)0,0,0,1,0,0,0,1,1,1(1 =X  и 481
=f .  Поскольку,у,

50481
<=f ,  то принимаем ,'δα = jj  ,

2
' βα

δ
+

= jj
j

)10,1( =j . Тогда )2,3,0,4,6,0,1,3,4,3(' −=δ j . Учи-

тывая эти значения в (29) задача (28)–(32) принимает сле-
дующий вид:

max48410201719151218 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx , (39)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx , (40)

).10,1(,10 =∨= jx j (41)

Субоптимальное  решение и соответствующие зна-
чения функционала  в   задаче  (39)–(41) будут

)0,0,0,1,0,0,0,1,1,1(2 =X  и 552
=f .   Так как,  здесь

50552
>=f ,  то принимаем ,'δβ = jj

,
2

' βα
δ

+
= jj

j )10,1( =j .  Тогда  получим [ ]3,11∈δ ,

[ ]4,22∈δ , [ ]3,23∈δ , [ ]1,24 −−∈δ , [ ]0,15 −∈δ , [ ]6,36∈δ ,

[ ]4,27∈δ , [ ]0,08∈δ , [ ]3,29∈δ , [ ]2,110∈δ .
В результате получаем

)1,2,0,3,4,0,2,2,3,2(' −=δ j . Учитывая эти значения в
(29) получаем:

max3749181718141117 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx , (42)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx , (43)

).10,1(,10 =∨= jx j (44)

Субоптимальное решение и соответствующие зна-
чения  функционала  задачи (42)–(44) будут

)0,0,1,0,1,0,0,1,1,0(3 =X  и 473
=f .  Посколькуу

50473
<=f ,  то принимаем ,'δα = jj  ,

2
' βα

δ
+

= jj
j

)10,1( =j . Тогда )1,2,0,3,5,0,1,2,3,2(' −=δ j . Учи-

тывая эти значения в (29) задачи (28)–(32) принимают

следующий вид:

max3749191719141117 10987654321 →+++++++++ xxxxxxxxxx , (45)

182434789535 10987654321 ≤+++++++++ xxxxxxxxxx , (46)

).10,1(,10 =∨= jx j (47)

Субоптимальное решение и соответствующие зна-
чения функционала задач (45) – (47) будут

)0,0,1,0,1,0,0,1,1,0(4 =X  и 484
=f .  Посколькуу

5048
4

<=f , то принимаем ,'δα = jj  ,
2

' βα
δ

+
= jj

j

)10,1( =j .  Тогда  получим [ ]3,21∈δ ,

[ ]4,32∈δ , [ ]3,23∈δ ,  [ ]1,14 −−∈δ ,  [ ]1,15 −−∈δ ,

[ ]6,56∈δ , [ ]4,37∈δ , [ ]0,08∈δ , [ ]3,29∈δ ,  [ ]2,110∈δ .

Поскольку удовлетворяется 1≤−αβ jj , )10,1( =j , тоо

процесс вычисления останавливается. В результате по-

лучим )2,3,0,4,6,0,1,3,4,3(' −=δ j  и соответствую-

щее решение будет ),0,0,0,1,0,0,0,1,1,1(=X S
. Следова-

тельно, исходное значение коэффициентов заменяется

на  )4,8,4,10,20,17,19,15,12,18(=c j .

В итоге получаем следующие основные показатели:

4,2cp =c , 144155)( =−=Δ f , 9=ΔS , 5)( =−Δ ΔSf ,

где  n

n

j
jj cc

c
∑
=

−

= 1

'

cp

)(

, ff SZf −=Δ )( .

Как видно, для получения гарантированного значе-
ния функционала не меньше, чем 50 среднее изменение
коэффициентов целевой функции составило 2,4, а вмес-
то ожидаемого приращения функционала 9 получили
14 единиц.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Для получения более подробной информация об эф-

фективности в данной работе разработанного метода,
были проведены многочисленные вычислительные экс-
перименты. Коэффициенты решенных задач, являются
случайными целыми числами, из следующих интервалов:

),1;,1(,4.0,9990,9990
1

njmi
n

j
ijijij abca ==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅=≤≤≤≤ ∑

=

Здесь [ ]z   означает целую часть числа z . Результатыты
вычислительных экспериментов представлены в следу-
ющих таблицах 1–2. Приближенные решения построе-
ны методом [11].
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nm×  10010×  20010×  50010×  100010×  

ccp
 5,6 8,3 7,2 9,6 

)( fΔ  82 93 135 168 

ΔS  65 71 91 105 

Δ−Δ Sf )(  17 22 44 63 

Таблица 1 – Результаты процесса решения задачи (13)–(17)

nm×  10020×  20020×  50020×  100020×  

ccp
 5,2 7,8 8,1 9,2 

)( fΔ  76 84 127 146 

ΔS  62 67 83 99 

Δ−Δ Sf )(  14 17 44 48 

Таблица 2 – Результаты процесса решения задачи (13)–(17)

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Из выше приведенных таблиц видно, что для 8 слу-

чайно выбранных задач различной размерности сред-
нее изменение коэффициентов целевой функции (1) на-
ходится в интервалах от 5,2 до 9,6 единиц. В этих задачах
погрешность функционала меняется от 76 до 168 еди-
ниц. А приращение субоптимального (приближенного)

значения  f S  составляет от 62 до 105 единиц. Эти ре-
зультаты показывают, что не существенно изменяя ко-
эффициентов целевой функции, обеспечивается полу-
чение гарантированной прибыли. А это очень важно для
решения реальных практических задач.

Таким образом, результаты проведенных эксперимен-
тов еще раз подтверждают практическое и теоретичес-
кое значения рассмотренной задачи в данной работе.

ВЫВОДЫ
Исходя из текста таблиц и обсуждений можно сде-

лать следующие выводы. В работе рассмотрена матема-
тичекая модель построения гарантированного решения
по функционалу на основе многомерной и одномерной
задачи о ранце. Введены понятия допустимого, гаранти-
рованного и гарантированного субоптимального реше-
ний по функционалу. Разработан метод построения га-
рантированного субоптимального (приближенного) ре-
шения по функционалу этой задачи . Составлен
программный комплекс для нахождения этих решений и
проведены многочисленные вычислительные экспери-
менты над случайными задачами большой размерности.
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ПОНЯТТЯ ГАРАНТОВАНОГО РІШЕННЯЗА ФУНКЦІОНАЛОМ ДЛЯ БАГАТОВИМІРНОЇ ЗАВДАЧІ ПРО РАНЕЦЬІ

І МЕТОДИ ЙОГО ПОБУДОВИ
Актуальність. Розглянуто задачу побудови гарантованого субоптимального (наближеного) рішення по функціоналу в одно-

вимірній та багатовимірній задачах про ранець. Об’єктом дослідження є модель з приростом коефіцієнтів цільової функції.
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Мета роботи. Розробка методів побудови гарантованого субоптимального рішення по функціоналу в одновимірній та багато-
вимірній задачах про ранець, тобто знайти такі мінімальні зміни коефіцієнтів функціонала в заданих інтервалах, щоб знайдене рішення
гарантувало значення функціоналу не менше, ніж заздалегідь фіксоване.

Метод. Введено поняття допустимого, гарантованого і гарантованого субоптимального рішень по функціоналу в багатовимірній
задачі про ранець. У заданих інтервалах необхідно знайти такі мінімальні зміни коефіцієнтів функціонала, щоб знайдене рішення
гарантувало значення функціоналу не менш, ніж заздалегідь фіксоване. Таке рішення називаємо гарантованим рішенням по функціона-
лу для одновимірної і багатовимірної задачі про ранець. Розроблено методи їх побудови. Створено програмний комплекс для знаход-
ження цих рішень і проведені численні обчислювальні експерименти над випадковими завданнями великої розмірності.

Результати. Розроблено алгоритм для побудови гарантованого субоптимального рішення по функціоналу в одновимірній та
багатовимірній задачах про ранець.

Висновки. Створено програмний комплекс для знаходження гарантованого субоптимального рішення по функціоналу і проведені
численні обчислювальні експерименти над випадковими завданнями великої розмірності.

Ключові слова: одномірна і багатовимірна задачі про ранець, гарантоване рішення і гарантоване субоптимальное рішення по
функціоналу, багатокритеріальна нелінійна задача Булевого програмування, принцип дихотомії, обчислювальні експерименти.
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THE CONCEPT OF GUARANTEED SOLUTION THROUGH THE FUNCTIONAL FOR MUTIDIMENTIONAL KNAPSACK

PROBLEM AND METHODS OF ITS  CONSTRUCTION
Contex. The problem of constructing a guaranteed suboptimal (approximate) solution with respect to a functional in one-dimensional and

multidimensional knapsack problems is considered. The object of the study was a model with an increment of the coefficients of the objective
function.

Objective. The methods of constructing guaranteed suboptimal solution through the functional in one-dimensional and multidimensional
knapsack problem has been developed.

That is it is necessary to find such minimal changes coefficient of the objective function in the set of integer intervals so that the solution
found guarantees the value of the functional not less than the predetermined value.

Method. The concept of guaranteed solution and guaranteed suboptimal solution relative to the objective function in the satchel problem
is introduced. It is necessary to find such minimal changes coefficient of the objective function  in the set of integer intervals so that the
solution found guarantees the value of the functional not less than the predetermined value. Such kind of solution we name as guaranteed
solution through the functional for one-dimensional and multidimensional knapsack problem. The methods of their construction has been
developed. A software package was developed to find these solutions and numerous computational experiments were performed on random
large-dimensional problems.

Results. The algorithm of constructing guaranteed suboptimal solution through the functional in one-dimensional and multidimensional
knapsack problem has been developed.

Conclusions. A software package was developed to find the concept of guaranteed solution and guaranteed suboptimal solutions and
numerous computational experiments were performed on random large-dimensional problems.

Keywords: one-dimensional and multidimensional knapsack problems, guaranteed solution and guaranteed suboptimal solution through
the functional, non-linear multicriteria the problem of Boolean programming, dichotomy approach, computational experiment.
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CONTROL OF TECHNICAL SYSTEMS BASED ON PREDICTION
OF THEIR INDIVIDUAL RESOURCE

Contex. The actual task of forecasting an individual resource of a variety of design and design of technical systems was solved.
Objective. The purpose of the work is to develop a methodology for managing the operation of complex technical systems based on

the forecasting of their individual resource.
Method. Modern management methods allow you to make advance management decisions to prevent accidents and the consequent

technogenic catastrophes. These decisions are based on extrapolating the value of the monitored signal to the maximum permissible level.
However, the norms are compiled based on average statistical data, which can only relate to a controlled sample of the machine with a
certain degree of probability. This is the cause of errors in predicting the moment when this sample is stopped for repairs. This problem is
especially urgent for complex and responsible technical systems manufactured in small series or even in single specimens. Such systems do
not have statistical data to create these norms.

To solve this problem, another management methodology was developed that excludes the extrapolation procedure and allows
determining the operating time of the technical system prior to repair based on the identification results of the model, describing the time
variation of the value of the monitored parameter

Results. The methodology of management of technical systems is developed, ensuring the control of their current technical condition
based on information on their individual resource. The methodology was used to control the gradual deterioration of the technical state of
the hydro turbine, which resulted in its catastrophic destruction.

Conclusions. The performed calculations confirmed the efficiency of the proposed methodology for managing the operation of
technical systems based on the forecasting of their individual resource, which makes it possible to recommend it for use in practice when
solving problems of controlling the operation of complex technical systems, thus preventing their accidents, often leading to man-made
disasters. Prospects for further research will be the development of a forecasting - diagnostic complex, the software of which reflects the
algorithm for applying the developed methodology of forecasting an individual resource of various designs and designation of technical
systems.

Keywords: control, individual resource, software product, rotor systems, resource forecast, identification, information signal trend,
mathematical model, defect-free period, condition of supervised equipment.

NOMENCLATURE
VSS is vibration Severity Standards;
Ve is effective vibration rate;
[Ve] is vibration velocity effective level according to VSS;
Δ  is both way gap between the shaft neck and sliding

bearing sleeve;
n is number of revolutions ;

eV  is mathematical expectation of an effective vibration
rate;

Vσ  is standard distribution deviation;

rT  is machine resource predictive value;
TrΔ  is life prediction variation ;

][VeΔ  is machine bearing capacity variation;
Н(Р) is quintile of the normal distribution;

iσσ− ,1  is the structural material fatigue limit and the
current mechanical stresses value, respectively, for a
symmetric cycle loading;

iNN ,0  is basic cycles number and the number of cycles
that material can withstand at the mechanical stresses equal
to the fatigue limit 1−σ , and at mechanical stresses iσ ,
accordingly;

m is rate of the curve fatigue;
α  is angle of inclination of the fatigue curve;

LIFEN  is total working life;

in  is accrued operating time ;
A is oscillation amplitude;
t is operation time;

LOADf  is certain repetition frequency;

LOADk  is equipment load factor ;
ψ  is the conversion factor (3600x24) in terms of calendar

day and (3600x24x365) in terms of calendar years;
TRES is required residual life;
TLIFE is total calendar working life;
λ  is exponent;
k is the approximating amount of data (k > 2);

LBT  is most probable value of the working life (lower
border оf a predicting time);

CURt  is operating time of the machine at the time of the
current control;

Р is the machine reliability;
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Q is the probability of stopping the machine at the time
of the current control;

δ  is estimation error;

А  is the degree change of the vibration level;

0Ve  is the effective level of vibration velocity recorded
at initial controlling;

μ , γ  is coefficients of proportionality;
[Ve]CR is the maximum permissible level of effective

vibration rate by vibration severity standards;

V  is dimensionless rate of change of the monitored
parameter;

PPRT  is the operating time before the next preventive
maintenance;

PRT  is the predictable operating time before repair due
to the unacceptable defect development degree;

0t  is the operating time at initial controlling;

ξ  is the weigh coefficient;
η  is number of parameters, describing the monitored

signal.
INTRODUCTION
The object of the study is the process of controlling

technical systems based on the forecasting of their
individual resource.

The number of man – made disasters in the world is
growing because of the imperfection of methods for
predicting the residual resource of various in design and
designation of technical systems. The existing methods of
controlling the technical condition of the controlled
equipment are guided by the use of average statistical data
on the maximum permissible value of the monitored
parameter, which often leads to control errors.

The subject of the research is the methods of forecasting
the individual resource of technical systems used in the
control of their technical condition.

The purpose of this work was to develop a method for
controlling technical systems based on the forecasting of
their individual resource, carried out based on the
identification of the trend model of the information signal
generated by technical systems in the process of their
operation.

1 LITERATURE REVIEW
There are a number of methods for assessing the

resource of technical systems. So, for example, with
probabilistic methods of calculating a resource, the number
of intersections represents the operating time of an object
under load by a centered process of zero level with the sign
of the derivative greater than zero. This process is described
by mathematical expectation and standard deviation. The
representation of random and other processes using the
indicated parameters makes it possible to describe, for
example, the results of fatigue tests obtained under various
types of loading (harmonic, polychromic, random, mixed) [1].

Parametric methods for assessing the condition and
residual life of metal structures based on the non-destructive
testing methods performed during the whole life cycle [2].

As a model for the distribution of failures of mechanical
products, a monotonic diffusion distribution is used, which
makes it possible to obtain the mathematical expectation of
the residual resource [3].

One possible way of calculating the resource allocation
is to use individual fatigue curves in the form of quintiles of
the corresponding probability values [4, 5]. There are two
possible approaches to the construction of such curves:
direct and reverse. A direct approach is to find the resource
allocation and determine the actual behavior of the samples
based on these distributions. There is also a reverse
approach to modeling the fatigue phenomenon. If resource
distributions obtained based on are given tests, it is
necessary to find random objects responsible for the fatigue
behavior of the samples [6].

In determining the residual resource, methods based on
the analysis of time series are widely used. These methods
allow obtaining resource forecasts in the near future [7, 8].

However, these methods make it possible to obtain a
satisfactory forecast only for relatively “stable” data, the
trends of which are not prone to a drastic change.
Consequently, their application is most suitable in conditions
of stable operation of technical systems.

The analysis of the methods for estimating the remaining
resource showed the advisability of further improving the
methods for more accurate detection of faults in products at
an early stage of operation. Estimation of the residual
resource using such techniques is characterized by the use
of a large number of multifactor dependencies, which
excludes the expansion of the database in real time.  Thus,
the creation of techniques for obtaining the most informative
signs of the technical state of the control object with the
aim of further predicting the probability of failure of an object
is an urgent task.

2 РROBLEM STATEMENT
There are two parts of the problem in controlling technical

systems: diagnostics of the machine current state and
predicting the onset of machine critical state and its stop for
the repairs.

Many diagnosticians have been working and continue
to work successfully at the solution of the first part of the
task [9–11]. However, the second part of the problem as the
most important for responsible machines has not found its
effective solution yet. Prediction of source based on the
analysis of development defects rate allows making
management decisions in order to prevent accidents and
technological disasters and to optimize the algorithm for
repair of industrial equipment in real time.

The extrapolation methods are most commonly used
methods for predict the service life of machines. This type
of methods based on the definition the parameters of the
approximating function, performed by the processing result
of time series, which consist of the machine vibration levels,
accumulated during periodic measurements of its
oscillations. Further, the approximating function graph
prolong to its intersection with maximum permissible
vibration velocity effective level [Ve] according to VSS [12].
The point of the abscissa intersection is a predictable life of
the machine.
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VSS represent the average statistical data of machines
vibration with its nature of the disadvantage prediction
method. That is why VSS relate to concerned sample
machine only with a certain probability and condition of the
model of machine viewed at present moment. For example,
standards for third class machines shown on a linear diagram
in Figure 1. There is principle of levels distribution of
effective values vibration rate of that class rotate machine.
The machine has the following parameters:

– shaft diameter is 100 mm;
– the number of revolutions n = 3000 rev/min;
– rotor mounted on sliding bearings.
The calculations performed in case where the slide

bearing has H8/f8 landing class, which provides double
amplitude variation of the gap Δ  between the bushing and
the shaft in the interval from 36/2 to 125/2 microns. The
distribution principle of the machine vibration level
generated by rotor limit movement in the sliding bearing
gap when there is shaft neck running in around the
circumference of the sleeve was obtained by “Monte Carlo”
method. Effective vibration level calculated, using the
following formula:

310
2

1
30

−π
Δ=

nVe , mm/sec . (1)

The following parameters of the normal distribution of
vibration levels were obtained through the following
calculation: Δ= 18…62.5 microns, n = 3000 rev/min, eV  = 9

mm/с; =σV  2.9 mm/c, ν  = 0.32. The gap in the sliding

Figure 1 – The distribution principle of the effective vibration rate values and VSS

bearings could be exhaust at the vibration level that does
not reach the maximum permissible by standards in 77.8%
of machines. This is shown in Figure 1. This leads to the
fact that the vibration level as diagnostic feature, does not
reach the maximum permissible by the standards

( [ ] =СRVe 11.2 mm/sec [12]), and machine bearings tests
damaging limit load. Conversely, a stop for repairs due to
the sliding bearings can be premature in 22% of cases, when
reached the maximum level of vibration, and if the other
machine components defects were missing at this time.

Manufacturing tolerances on the machine components
leads not only to variations in machine vibration levels of
its bearing capacity, but there is also the reason for predict
resource of machine errors.

Consider the reason of these errors, when linear
approximation function used at the prediction (see Figure 2):

tVe ⋅μ= , mm/sec (2)

Solving the equation (2) by t, and assuming, that the
vibration level is equal to the maximum allowable value of

the norms [ ]СRVe  in its left part, we obtain a demonstration
of the machine resource predictive value:

μ
= СRVerT ][ . (3)

By linking up the life prediction variation TrΔ  with
machine bearing capacity variation  ][VeΔ  by previously
known relation, the formula is:
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][1][ VeVe
dVe
dTrTr Δ

μ
=Δ=Δ . (4)

To simplify the demonstration (4) needs to divide the
left and right parts of the equation (3).

ν=
Δ

=
μ

Δ
μ

=
Δ

][
][

][
][1

Ve
Ve

Ve
Ve

rT
Tr

. (5)

We solve the equation (5) relatively to prediction
variation.

rTTr ⋅ν=Δ . (6)

Taking into account the equation (6), prediction could
be write in the following form

rTPHrTTrPHrTTr )()( ν±=Δ±= . (7)

The equation (7) shows that the estimated forecast of
the machine service life is 100 days. In fact, the actual service
life varies with the probability 0.95 (Н(0.95) = 1.645).from
47.4 to 152.6 days (see Figure 2). This difference between
the real and calculated resources of the machine reduces
idea of its prediction to zero. In this connection, it can be
research for new prediction methods without any
disadvantages. Thus, the analytical dependence should be
use as an approximation function, reflecting the fracture
mechanics of machines.

Figure 2 – Working life machine prediction at its bearing capacity variation

3 MATERIALS AND METHODS
Generally, machines operate in conditions of alternating

force action and therefore their working life determined by
the metal fatigue as well as depends on the load level and
the duration of its action. Dependence of permissible
mechanical stresses level of the number of cycles
represented in the form of a fatigue curve (see Figure 3),
which described by the following [13] equation:

.

1

0

1

m

i

i
N
N

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

σ
σ

−
(8)

The equation (1) on the sloping part of the curve during
the stress change from 1σ  to iσ  can be rewritten in the
following way:

.

1

1

1

m

i

i
N
N

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

σ
σ

 (9)

Residual life could be formulated through total working life

LIFEN  that has the construction and accrued operating time ni.

.

1

1

1

m

iLIFE

LIFEi
nN
nN

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
σ
σ

(10)
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Figure 3 – The fatigue curve on a logarithmic scale

The Graph of the function (10) in Figure 4 shows a mirror
reflection of the graph (9) in Figure 3. With increase of the
number of operating cycle’s n the mechanical stresses values
σ  submitted on the Graph (10) also growth.

The transition from the mechanical stresses to the
oscillation amplitude A and from cycles to operation time t is
necessary for practical usage of the formula (10). The
nonlinear dependence between the oscillation amplitude A
and a mechanical stress describes the equation below:

βσ⋅γ=А , mm/sec. (11)

The certain repetition frequency LOADf  and the
equipment load factor LOADk  characterize effect of load.
Instead of the number of cycles by entering a conversion
factor the astronomical time (hours, days and years) is easily
detect the operating time ti:

.
LOADLOAD

i
i кf

n
t

⋅⋅ψ
= (12)

The required residual life TRES expressed through the total
calendar working life TLIFE and current operating time ti:

ТRES = ТLIFE – tі , (13)
Total calendar working life TLIFE can be express through

the resource in cycles NLIFE:

.
LOADLOAD

LIFE
LIFE кf

NТ
⋅⋅ψ

= (14)

If the formulas (11–14) into (10) substitute, an expression
relating the oscillation amplitude A with the current operating
time ti and its working life TLIFE taken:

.)( 1
1

λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
iLIFE

LIFE
tT
tTАtА (15)

Figure 4 – Graph of the function (10) on a logarithmic scale

Required residual life and the exponent m
β

=λ

determined parameters by computer approximation of regular
monitoring vibration machines data. Functional minimum is
determined during this processing:

.

2

1

1

1
∑
=

λ

⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=
k

i iLIFE

LIFEi
tT
tT

А
АU (16)

One can apply the estimation range of the resource
predict. Minimize the functional (16) allows to define the
top border of this interval. The most probable value of the
working life considered as the lower border, calculated by
the formula below:

.РТtQT LIFECURLB ⋅+⋅= (17)

Parameters P and Q are calculated based on the results

of the resource definition ( LIFE

CUR
T
t

eP
−

= , PQ −= 1 ).
The equation (15) is an approximation model, obtained

by transforming equation (8), that describes the fatigue
curve. It seems reasonable to say that it was received
proceeding from physical grounds. In contrast to the
universal approach, when the approximation of the
experimental data used graphics analytical dependences,
selected on the base on formal mathematical considerations.
The equation obtained because of the fatigue curve;
therefore, it reflects the mechanics of destruction and its
raise reliability of the prediction machine working life. The
resource of the machine is a key parameter used to evaluate
the criticality degree of the technical condition. However, to
raise the reliability of diagnosis, the number of parameters
describing the diagnostic feature could be increase.

Known from the information theory, that the system state
estimation error δ  is inversely proportional to the square
root from the number of parameters, used to describe it.

η
≈δ

1 . (18)

Generally, the controlled signal described by a single
parameter – its value. However, it does not provide
information on the dynamics of deterioration of the machine.
In this case, there are two parameters that describing the
controlled signal: value of the signal A and the rate change
of the its value V as an indicator of degradation of the
machine technical condition. When the number of
parameters, describing the monitored signal, increased to
two, an error in estimating the state of the machine decreased
by 30%.

For convenience, the size of the controlled parameter
and the rate of its change lead to a dimensionless form. In
this case, they range from zero to one. Complex (19) varies
in the same range and these parameters includes in the
complex as summands with weight coefficients.

( ) VAF ⋅ξ−+⋅ξ= 1 . (19)
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Degree change of the vibration level:

0

0
][ VeVe

VeVe
A

CR −
−

= . (20)

Dimensionless rate of change in the control feature:

0

0
tT
tT

V
PR

PPR
−
−

= . (21)

Recognition procedure of the defect development degree
is comparing the actual value of the complex F with its
boundary values (Table 1). Standard complex values shown
in the Table 1. Typical values are dimensionless geometric

progression with the denominator 5 10=q . Similar
geometric series of preferred numbers R5 [15] are used in
VSS [12].

The degree of defect No defect 
below average the average above average inadmissible 

0 <F ≤  0,25 0,25 <F ≤   0,41 0,41 < F ≤  0,63 0,63 <F <1,0 F ≥  1,0 

Table 1 – Normalized degree of defect development and the corresponding boundary values of the complex F

Condition of machine 
No defect 

serviceable able-bodied should be 
improved 

needs  
repair 

0 < MAXF  ≤ 0,25 0,25 < MAXF ≤  0,41 0,41 < MAXF  ≤  0,63 0,63 < MAXF  <1,0 
MAXF ≥  1,0 

Table 2 – Normalized conditions of the machine as a whole and the standard values of the complex MAXF

Figure 5 – Results of vibration control of hydraulic unit and its function approximation mapping the fracture mechanics of the metal

The maximum value of complex MAXF  among the all
calculated controlled machine defects used to estimate the
degree of the machine criticality condition as a whole.
Boundary values of machine condition characteristics as a
whole presented in the Table 2.

4 EXPERIMENTS
The effectiveness of the developed methodology for

forecasting the resource of a technical system in the process
of controlling its state is demonstrated by the example of
the destroyed turbine of Sayano-Shushenskaya (HPP). In
the example, the state of the turbine is analyzed on the eve
of its catastrophic destruction. The levels and dates of
vibration measurements of the turbine, shown in Figure 5,
were used, as input data for predicting the turbine’s operating
time before its failure.
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5 RESULTS
The diagnostic reports shown in Table 3. The information,

given in these reports, indicates that the technical condition
of the turbine deteriorated over time.

6 DISCUSSION
The results of the diagnosis show that two months

before the disaster (17.8.09) in the protocol dated 23.06.09
was indicate that the degree of development of the imbalance
of the rotor was “above average” and the operating time
before repair was 2–3 weeks. The subsequent reports
indicated that needed to stop the turbine and prediction
working life was negative therefore stopping time for a repair
was lost.

CONCLUSION
In the article, using the example of rotary machines, the

results of research on developing a new methodology for
controlling the operation of technical systems are presented.

The scientific novelty of the research results outlined in
the article is that for the first time in the practice of controlling
technical systems, it is wise to develop an entirely new
methodology for predicting their individual resource, which
allows to purposefully controlling the duration of system
operation during the inter-repair period.

The practical significance of the results obtained is that
the use of the methodology of forecasting an individual
resource of a controlled system in the management of
technical systems allows timely stopping them for repairs,
which in the practice of their operation prevents accidents
and subsequent technogenic catastrophes.

Prospects for further research are the development of a
software product that reflects the algorithm of a new control
methodology and the creation based on this product of an
automated control system.

Date of diagnosis Defect type and its 
characteristics 

Hours before 
failure, 
T, day 

Diagnosis of 
the machine 

21.4.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– above average 

– 
Machine requires 

inspection. 
Reason: 

– rotor imbalance 

23.6.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– above average 
12–19 

Machine requires 
inspection. 

Reason: 
– rotor imbalance 

7.7.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– above average 

8…17 
Machine requires 

inspection. 
Reason: 

– rotor imbalance 

24.7.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– inadmissible 
25 …22 

The machine 
must be repaired. 

Reason: 
– rotor imbalance 

11.8.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– inadmissible 
31…27 

The machine 
must be repaired. 

Reason: 
– rotor imbalance 

17. 8.09 
Rotor imbalance: 

the degree of development 
of the defect: 

– inadmissible 
54…50 

The machine 
must be repaired. 

Reason: 
– rotor imbalance 

Table 3 – Diagnosing reports

ACKNOWLEDGMENT
The work was performed as part of the state budget

scientific research theme of Sumy State University “Models
and information technologies of design and control in
complex systems” (State registration number 0115U001569).

REFERENCES
1.   Ksendzov V. N. Forecasting the residual life of machine drives

/ V. N. Ksendzov, G. A. Dyko, S. P. Murashko // Reliability and
quality control. – 1988. – № 10. – P. 18–24.

2.   Haponen N. А. Prospects for the development of nondestructive
testing / N. A. Haponen, G. P. Ivanov, A. A. Hudashin // Safety in
industry. – 2001. – № 1. – P. 48–50.

3.   Strelnikov V.P. Determination of the expected residual life at the
DM-distribution / V. P. Strelnikov // Mathematical machines and
systems. – 2000. – № 1. – P. 94–100.

4.   Izermann R. Perspective methods of monitoring, detection and
diagnostics of faults and their application / R. Isermann //
Instruments and control systems. – 1998. – № 4. – P. 56–70.

5.   Analysis of the applicability of the equations and investigation of
the shape of the fatigue curve / [Yu. S. Borisov,
Yu. N. Blagoveshchensky, S. S. Dmitrichenko, etc.] // Factory
laboratory. Diagnostics of materials. – 2000. – № 10. – P. 41–
52.

6.  Calculations and strength tests. Methods for calculating the
characteristics of fatigue resistance : GOST 25.504-82. – [Effective
from 1983-07-01]. – М. : Издательство стандартов, 1982. – 80 p.

7.   Kopnov V. A. Residual life, linear fatigue damage accumulation
and optimal stopping / V. A. Kopnov // Reliability Engineering
and System Safety. – 1993. – № 40. – P. 319–325.

8.  Brockwell P. J. Introduction to Time Series and Forecasting /
P. J. Brockwell, D. V. Davis. – Springer-Verlag, 2002. – 153 p.

9.    Li C. J. Gear fatigue crack prognosis using embedded model, gear
dynamic model and fracture mechanics / C. J. Li, H. Lee //
Mechanical Systems and Signal Processing. – 2005. – No. 19. –
P. 836–846.



        181

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

10. Liao H.T. Maintenance of continuously monitored degrading
systems / H.T. Liao, E.A. Elsayed, L.Y. Chan // European Journal
of Operational Research. – 2006. – No. 175(2). – P. 821–835.

11. Lin D. Using principal components in a proportional hazards
model with applications in conditionisbased maintenance / D.
Lin, D. Banjevic, A. K. Jardine // Journal of the Operational
Research Society. – 2006. – No. 57. – P 910–919.

12. Mechanical vibration of machines with operating speeds from 10
to 200 rev/c – Basis for specifying evaluation standards : ISO
2372. – [Effective from 1974-11-01]. – Geneve : ISO, 1974. –
34 p.

13.Stephens I. Ralph. Metal Fatigue in Engineering, second ed / Ralph
I. Stephens. – Sidney : John Wiley &Sons John Wiley & Sons,
Inc, 2001. – 496 p.

14. Claude E. Shannon. The Mathematical Theory of Communication
/ Shannon E. Claude, Weaver Warren. – Illinois : University of
Illinois Press, 1963. – 132 p.

15. Yakushev A. I. Interchangeability, standardization and technical
measurements, sixth ed. / A. I. Yakushev, L. N. Vorontsov,
N. M. Fedotov. – Moscow : Mashinostroyeniye, 1986. – 352 p.

Article was submitted 20.07.2017.
After revision 25.09.2017.

Нагорний В. В.1, Лавров Є. А.2, Федотова Н. А.3, Кузнєцов Е. Г.4

1Канд. техн. наук, старший викладач кафедри комп’ютерних наук секції інформаційних технологій проектування, Сумський держав-
ний університет, Суми, Україна

2Д-р техн. наук, професор кафедри комп’ютерних наук секції інформаційних технологій проектування, Сумський державний
університет, Суми, Україна

3Канд. техн. наук, старший викладач кафедри комп’ютерних наук секції інформаційних технологій проектування, Сумський держав-
ний університет, Суми, Україна

4Канд. техн. наук, старший викладач кафедри комп’ютерних наук секції інформаційних технологій проектування, Сумський держав-
ний університет, Суми, Україна

УПРАВЛІННЯ ТЕХНІЧНИМИ СИСТЕМАМИ НА ОСНОВІ ПРОГНОЗУВАННЯ ЇХ ІНДИВІДУАЛЬНОГО РЕСУРСУ
Актуальність. Вирішено актуальне завдання прогнозування індивідуального ресурсу різноманітних по конструкції і призначен-

ню технічних систем.
Мета роботи – розробка методології управління роботою складних технічних систем на основі прогнозування їх індивідуального

ресурсу.
Метод. Сучасні методи управління дозволяють заздалегідь приймати управлінські рішення для запобігання аварій і наступних за

цим техногенних катастроф. Ці рішення ґрунтуються на екстраполяції величини контрольованого сигналу до гранично допустимого
за нормами рівня. Однак норми складені на основі середньо статистичних даних, які можуть тільки з певною часткою ймовірності
ставитися до контрольованого зразком машини. Це є причиною помилок при прогнозуванні моменту зупинки даного зразка на ремонт.
Особливо актуальна ця проблема для складних і відповідальних технічних систем, виготовлених малими серіями або взагалі в одинич-
них екземплярах. У подібних систем статистичні дані для створення зазначених норм відсутні. Для вирішення даної проблеми була
розроблена інша методологія управління, яка виключає процедуру екстраполяції і дозволяє визначати напрацювання технічної системи
до ремонту за результатами ідентифікації моделі, яка описує зміну в часі величини контрольованого параметра.

Результати. Розроблено методологію управління технічними системами, що забезпечує контроль їх поточного технічного стану
на основі інформації про їх індивідуальний ресурс. Методологія була використана при контролі за поступовим погіршенням технічно-
го стану гідротурбіни, що закінчилося її катастрофічним руйнуванням.

Висновки. Проведені розрахунки підтвердили працездатність запропонованої методології управління роботою технічних систем
на основі прогнозування їх індивідуального ресурсу, що дозволяє рекомендувати її для використання на практиці при вирішенні завдань
управління роботою складних технічних систем, запобігаючи тим самим їх аварії, яки часто призводять до техногенних катастроф.
Перспективи подальших досліджень будуть спрямовані на розробку прогнозно-діагностичного комплексу, програмне забезпечення
якого буде відображати алгоритм застосування розробленої методології прогнозування індивідуального ресурсу різноманітних по
конструкції і призначенню технічних систем.

Ключові слова: управління, індивідуальний ресурс, програмний продукт, роторні системи, прогноз ресурсу, ідентифікація, тренд
інформаційного сигналу, математична модель, період бездефектной роботи, стан піднаглядного обладнання.
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УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ НА ОСНОВЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ИХ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ИХ
ИНДИВИДУАЛЬНОГО РЕСУРСА

Актуальность. Решена актуальная задача прогнозирования индивидуального ресурса  разнообразных по конструкции и назначе-
нию технических систем.

Цель работы – разработка методологии управления работой сложных технических систем на основе прогнозирования их
индивидуального ресурса.

Метод. Современные методы управления позволяют заранее принимать управленческие решения для предотвращения аварий и
следующих за этим техногенных катастроф. Эти решения основываются на экстраполяции величины контролируемого сигнала до
предельно допустимого по нормам уровня. Однако нормы составлены на основе средне статистических данных, которые могут только
с определенной долей вероятности относиться к контролируемому образцу машины. Это является причиной ошибок при прогнозиро-
вании момента остановки данного образца на ремонт. Особенно актуальна эта проблема для сложных и ответственных технических
систем, изготовляемых малыми сериями или вообще в единичных экземплярах. У подобных систем статистические данные для создания
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указанных норм отсутствуют.Для решения данной проблемы была разработана иная методология управления, которая исключает
процедуру экстраполяции и позволяет определять наработку технической системы до ремонта по результатам идентификации модели,
описывающей изменение во времени величины контролируемого параметра

Результаты. Разработана методология управления техническими системами, обеспечивающая контроль их текущего техничес-
кого состояния на основе информации об их индивидуальном ресурсе. Методология была использована при контроле за постепенным
ухудшением технического состояния гидротурбины, закончившегося ее катастрофическим разрушением.

Выводы. Проведенные расчеты подтвердили работоспособность предложенной методологии  управления работой технических
систем на основе прогнозирования их индивидуального ресурса, что позволяет рекомендовать ее для использования на практике при
решении задач управления работой сложных технических систем, предотвращая тем самым их аварии, часто приводящие к техноген-
ным катастрофам. Перспективы дальнейших исследований будут заключаться в разработке прогнозно-диагностического комплекса,
программное обеспечение которого отражает алгоритм применения разработанной методологии прогнозирования индивидуального
ресурса разнообразных по конструкции и назначению технических систем.

Ключевые слова: управление, индивидуальный ресурс, программный продукт, роторные системы, прогноз ресурса, идентифи-
кация, тренд информационного сигнала, математическая модель, период бездефектной работы, состояние поднадзорного оборудова-
ния.

REFERENCES
1.  Ksendzov V. N., Dyko G. A., Murashko S. P. Forecasting the

residual life of machine drives,  Reliability and quality control,
1988, No. 10, pp. 18–24.

2.   Haponen N. А., Ivanov G. P., Hudashin A. A. Prospects for the
development of nondestructive testing, Safety in industry, 2001,
No. 1, pp. 48–50.

3.   Strelnikov V. P. Determination of the expected residual life at the
DM-distribution, Mathematical machines and systems, 2000, No.
1, pp. 94–100.

4.   Izermann R. Perspective methods of monitoring, detection and
diagnostics of faults and their application, Instruments and control
systems, 1998, No. 4, pp. 56–70.

5.    Borisov Yu. S., Blagoveshchensky Yu. N., Dmitrichenko S. S. etc.
Analysis of the applicability of the equations and investigation
of the shape of the fatigue curve, Factory laboratory. Diagnostics
of materials, 2000, No. 10, pp. 41–52.

6.  Calculations and strength tests. Methods for calculating the
characteristics of fatigue resistance. GOST 25.504-82. [Effective
from 1983-07-01]. Мoscow, Izdatel’stvo standartov, 1982, 80 p.

7.   Kopnov V. A. Residual life, linear fatigue damage accumulation
and optimal stopping, Reliability Engineering and System Safety,
1993, No. 40, pp. 319–325.

8.  Brockwell P. J., Davis D. V. Introduction to Time Series and
Forecasting. Springer-Verlag, 2002, 153 p.

9.   Li C. J., Lee H.  Gear fatigue crack prognosis using embedded
model, gear dynamic model and fracture mechanics, Mechanical
Systems and Signal Processing, 2005, No. 19, pp. 836–846.

10.  Liao H. T., Elsayed E. A., Chan L. Y. Maintenance of continuously
monitored degrading systems, European Journal of Operational
Research, 2006, No. 175(2), pp. 821–835.

11. Lin D., Banjevic D., Jardine A. K. Using principal components in
a proportional hazards model with applications in conditionisbased
maintenance, Journal of the Operational Research Society, 2006,
No. 57, pp. 910–919.

12. Mechanical vibration of machines with operating speeds from 10
to 200 rev/c. Basis for specifying evaluation standards : ISO
2372. [Effective from 1974-11-01]. Geneve, ISO, 1974, 34 p.

13. Stephens I. Ralph. Metal Fatigue in Engineering, second ed. Sidney,
John Wiley &Sons John Wiley & Sons, Inc, 2001, 496 p.

14. Claude E. Shannon, Warren Weaver The Mathematical Theory
of Communication. Illinois, University of Illinois Press, 1963,
132 p.

15. Yakushev A. I., Vorontsov L. N., Fedotov N. M. Interchangeability,
standardization and technical measurements, sixth ed. Moscow,
Mashinostroyeniye, 1986, 352 p.



        183

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

NOMENCLATURE
Ai  is the amount of the іth cargo delivered per day;
ai , i ∈ I    is the amount of the іth cargo delivered to an

enterprise;
Bj  is a maximum supply to the jth loading/unloading

complex;
bj, j J    is the amount of the cargo delivered to the jth

unloading complex of an enterprise;
N is a daily amount of possible supplies to a unloading

complex;
tij

cargo  Is a standard time to unload one railcar loaded
with the ith cargo type at the jth loading complex;

tcargo  is a total idle time of railcars being unloaded, hrs;
xij

p  is the amount of the іth cargo delivered to jth loading
complex in terms of the tth delivery;

zij
p  is the efficiency of the jth loading complex in terms of

the іth cargo delivery taking into consideration the number
of the tth delivery;

Вidle  is a total cost of railcars being unloaded;
Вidle

actual  is an actual cost of idle time of railcars arrived to
an enterprise per day;

Вidle
calc  is a calculated value of idle time of railcars arrived

to an enterprise per day;
Сidle  is a prime cost of one hour of idle time of a railcar,

UAH;

Еday  is a cost saving per idle time of railcars being
unloaded.

INTRODUCTION
A problem concerning the development and application

of new approaches to the organization as well as control of
transportation and cargo handling at the enterprise is the
priority to improve its efficiency. Loading operations at the
industrial enterprises depend on physical state of certain
bulk cargos. During cold season such cargoes freeze
requiring additional investment of time and energy to recover
their looseness.

Under the above conditions, methods of the
transportation management and control foresee measures
to use preventing means against freezing; besides the
measures should be aimed at accumulation of cargo stocks
at the warehouses of a consuming enterprise during warm
season being favorable for loading/unloading operations,
establishing of points to heat frozen cargos in railcars as
well as the use of other means to provide smooth process of
loading/unloading operations.

The objective of the research was the improvement of a
system controlling the process of railcars unloading under
the conditions of possible changes in temperature mode of
operation at the expense of optimization of the railcars
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IMPROVEMENT OF A SYSTEM CONTROLLING A PROCESS
OF RAILCARS UNLOADING IN THE CONTEXT OF CHANGES

IN TEMPERATURE MODE WHILE OPERATING
Context. The problems of cost minimizing for the delivery of raw materials, fuel and materials, while meeting all the requirements of end

user in terms of transportation, condition, quality and amount of the cargo, the compliance of the rolling stock with the equipment of
unloading points, etc. are still the key problems of efficient transportation management. A problem to improve a system controlling a process
of cargo operations performance at industrial enterprises during the cold season, when well-managed process is considerably complicated by the
influence of stochastic fluctuations in the environmental temperature remains to be topical one. Delivery cost experiences significant increase
due to the growth of power consumption for the cargo defrosting.

The objective of the paper is to improve a system controlling a process of railcars unloading in terms of expectations of the negative
changes in the temperature mode owing to optimization of the railcars distribution among the unloading points by the criterion of the idle time
minimization.

Method. Two temperature modes are singled out: standard operating mode in terms of positive temperatures and a mode of necessity to
recover looseness of frozen cargos. The method of operative disbalance of incoming cargo flows has been developed to provide more rational
distribution of cargos within cargo loading/unloading complexes during the periods of temperature changes  being typical for Ukrainian climate.
A new procedure to solve dynamic transportation problem with the varying intensity factor of incoming cargo flows in terms of time has been
developed. A factor of minimum period for cargo operation has been proposed as an optimization criterion.

Results. Methodology has been developed basing upon a method of operative disbalance of incoming cargo flows. Experiments concerning
the methodology application have been carried out to improve the system controlling the process of railcars unloading in terms of changes in
temperature mode.

Conclusions. Analysis of the research results has shown that the proposed approach decreases significantly the idle time of the railcars
in terms of temperature mode changes, reduces expenses connected with the railcars use as well as the expenses connected with the recovery
cargo looseness and operation of locomotives.
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distribution among the unloading points according to the
criterion of idle time minimization.

The development of new methods for effective use of
technical means involved in transportation and
technological processes remains the topical research area.

1 PROBLEM STATEMENT
Suppose that Х matrix with xij

p components is preset.
The matrix is a set of the іth cargoes delivered to jth unloading
complexes of the enterprise in terms of pth feed according to
transportation plan.

To describe the transportation problem, introduce
following designations for coefficients and variables:
i∈ I = {1, 2, ..., m}, a set of the indices of the cargo type;
 jJ = {1, 2, ..., n}, a set of indices for unloading complexes;
pP = {1, 2, ..., k}, a set of delivery number indices.
Mathematical formulation of such transportation problem
is (1):

1 1 1
( ) min,

m n k
p p

ij ij
i j t

F X z x
= = =

= ⋅ →∑ ∑ ∑

if xij
p ≥  0; i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n; p = 1, 2, …, k.
It is required to minimize the number of railcars being

unloaded within the unloading complexes. To do that, one
should minimize time loses connected with raw material
unloading.

An index of minimum time required for loading/unloading
operations may be used as optimization criterion.

2 REVIEW OF THE LITERATURE
Logistic approach as for the optimization of cargo

delivery processes is rather common [1–5]. Formation of
objectives to improve the efficiency in the form of
transportation problem while optimizing transportation
process is quite popular. It depends on a great number of
efficient methods for its solution.

However, practice often faces such problems which
formalization cannot result in classic scheme of
transportation problem. Solution of such problems requires
serious methodological background, development of models
and methods for cost optimization, and, what is more
important, the development of decision-making support
systems on the basis [6].

In terms of real organizational processes of cargo delivery,
the intensity of raw materials supply and its demand are
usually random values. Under such conditions, calculating
factors of efficiency (namely, transportation cost) are also
random values, if we mean optimizing problem solving.
Together with standard properties of linear programming
problem, the specific features stipulate a number of its
peculiarities [7]. While solving optimization problem
concerning cargo transportation from suppliers to
consumers, current approach, unlike traditional methods,
takes into consideration, for instance, such a condition that
transportation cost is a random value with a preset
distribution density [8].

Solving multiindex distribution problems often results
in such problems as great dimension of the initial data and
multiparametric character of the optimization problem [9].
There are various approaches to certain solutions of the

problems [10–14]; a theory of solving multiindex problems
of linear programming in general form has been developed
[15]. The solution of the multiindex transportation problem
can be obtained by the method of potential; nevertheless,
implementation of the method is labour-intensive since it
contains numerous iterations. To make the initial support
plan for the multiindex problem of transportation logistics,
it is proposed to use the null-transformation method of the
initial value matrices [16].

There are three-index planar transportation problems
with nonlinear cost functions [17]. Metaheuristic
evolutionary algorithm is proposed for an approximate
solution of the problems. The advantages of parallel search
with several populations are in a higher rate of convergence
and stability of the time required to obtain the solutions.

No methodology alone is fully adapted to implement the
method of operational disbalance of input cargo flows. It is
necessary to form new procedures to be based on common
optimization algorithms.

3 MATERIALS AND METHODS
A process of railcars unloading depends on the

environmental conditions. Single out standard operation
mode at positive temperature and the mode of necessity to
recover looseness (for freezing cargos) at negative
temperature. At the territory of Ukraine, cold season is
characterized by frequent changes in temperature, and,
accordingly, modes of railcars unloading.

Under such conditions, while waiting for the transition
from the standard mode to the looseness recovery mode,
unloading process optimization is possible by means of
distribution of railcars among loading/unloading points
according to the criterion of minimum time required for
loading/unloading operations. The optimization relies upon
the possibility to unload certain cargos within several points.
In this context, planned balance of warehouse stock as for
the cargos experiences certain disbalance, which can be
recovered if temperature conditions improve and standard
operation mode is applied. Fig.1 demonstrates the method

Figure 1 – Scheme of cargo loading/unloading processes
performance under conditions of changes in temperature operation

mode
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of operational disbalance of incoming cargo flows using
the scheme of cargo loading/unloading processes
performance proposed by the paper.

Optimization process of railcars unloading. To optimize
the unloading process by means of correction of planned
distribution of railcars among loading/unloading complexes,
one can use a new procedure based on traditional methods
of transportation problem solution (formula (1)).

Fig. 2 demonstrates graphical representation of the
transportation problem.

Description of the optimization procedure for the process
of railcars unloading in terms of small transportation systems
of enterprises. For the enterprises with small amounts of
raw material delivery (up to 100 railcars per day), the number
of deliveries for a certain unloading complex is limited; it is
convenient to present the transportation problem in an
expanded form.

To do this, the “Unloading complex” column is divided
into additional columns which number depends on the
number of deliveries per each loading complex. As for each
of the complexes, determine daily number of possible
deliveries using formula (2):

Figure 2 – General arrangement of the transportation problem taking into account delivery number

.i

j

A
N

B

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥
(2)

It should be taken into consideration that in the majority
of cases the last delivery will be “incomplete”; thus,
determine its dimension using formula (3):

( )1last
j i jB A B N= − − . (3)

For the first delivery series, zij
1 value is taken as:

1 cаrgo
ij ijz t= ,

Following cargo delivery should involve time spent to
unload railcars from the first delivery:

2 cаrgo cаrgo
ij ij ij jz t t B= + ⋅ .

Similarly, one can calculate zij
p value for any number of

deliveries (4):

( )( )1 1 .p cаrgo
ij ij jz t B N= + − (4)

Complex b1 b2 … bn 
Cargo b1

1 b1
2 … b1

k b2
1 b2

2 … b2
k  bn

1 bn
2 … bn

k 
 

a1 z11
1 z11

2 … z11
k z12

1 z12
2 … z12

k  z1n
1 z1n

2 … z1n
k A1 

a2 z21
1 z21

2 … z21
k z21

1 z22
2 … z22

k  z2 n
 1 z2n

2 … z2n
k A2 

…   …    …     …  … 
am zm1

1 zm1
2  zm1

k zm2
1 zm2

2  zm2
k  zmn

 1 zmn
2  zmn

k Am 
B1 B1 … B1

last B2 B2 … B2
last  Bn Bn … Bn

last  
B1 (N –1) + B1

last B2 (N –1) + B2
last … Bn (N –1) + Bn

last  
 
 

Table 1 – Cargo distribution for small transportation systems
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Description of the optimization procedure for the process
of railcars unloading in terms of large transportation systems
of enterprises. Large enterprises require constant delivery
of raw materials for the continuous production. Such
enterprises have more complicated transportation systems;
thus, it is rather difficult to determine in advance the required
number of deliveries and sometimes it is even impossible.

Transportation problem consisting of p-number of blocks
depending on each other is proposed for such cases. Each
of the blocks is a transportation problem for a separate
delivery series. The initial data for the first delivery series
are the cargo volumes arriving per the estimated period of
time, maximum delivery amount per each unloading complex
and the time required to unload one railcar in accordance
with the capacity of each complex.

Ai value is assumed as that being equal to the total number
of railcars with a certain cargo delivered to the enterprise.
Since Bj value is taken as the number of railcars within one
delivery, it is obvious that Ai sum will exceed significantly Bj
sum. Optimum  plan of the problem will be singular one, i.e.
not all cargo will be unloaded within loading/unloading
complexes. Consequently, for the following delivery series,
Ai value will be equal to the number of the railcars remaining
after the previous delivery, etc., until the whole cargo is
distributed among loading/unloading complexes.

zij
1 value for the first delivery series is assumed as that to be

equal to the period required to unload one railcar with certain
cargo within the corresponding complex. For all subsequent
delivery series, zij

p value is found using formula (5):

1 2 ... .p cаrgo cаrgo cаrgo cаrgo k
ij ij ij j ij j ij jz t t B t B t B= + ⋅ + ⋅ + + ⋅  (5)

As a result, we obtain a transportation problem which
general form is represented in Fig. 3.

Figure 3 – General arrangement of transportation problem for transportation systems of metallurgical enterprises with continuous
production process

4 EXPERIMENTS
To demonstrate implementation of the procedure

optimizing a process of the railcars unloading, consider the
application of the method for such transportation problem
solving in terms “Zaporizhstal” integrated works.

Basic freezing cargoes (i.e. ore, coal, coke and limestone
in hoppers and open box cars) arrive to five basic unloading
complexes: Aglofabryka station, “Bunkery” park (railway
lines #2 and #4), Rudna station, Vuhilna station, and
Pidbirkova station. In this context, some of them can be
unloaded only within one complex (ore and coal) while the
rest are distributed among several complexes.

Each of the unloading complexes has different capacities.
Unloading duration within certain complex depends on the
delivered cargo type. Moreover, it should be taken into
consideration that certain cargoes should be delivered only
to certain complexes.

It is necessary to minimize the time spent for raw materials
unloading.

The initial table of the transportation problem can be
represented as follows (Table 2).

Since the amount of stock (volumes of cargo deliveries)
is not equal to the sum of the demand (the delivery amount
in terms of loading/unloading complexes), than the obtained
transportation problem is open one. To solve the problem it
is necessary to transform it into a closed one. To do this,
introduce a theoretic consumer (loading/unloading complex)
for excessive cargo amount.

Obtain optimum plan for the first delivery series cargo
distribution within loading/ unloading complexes:

– “Bunkery” park, railway line #2 – 9 railcars with coke
(0.43 hrs/railcar);

– “Bunkery” park, railway line # 4 – 9 hoppers with
limestone (0.07 hrs/railcar);
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Loading/unloading complex 
Cargo “Bunkery” 

railway line #2 
“Bunkery” 

railway line #4 Rudna station Vuhilna station Pidbirkova 
station 

Total 

Ore – – 0.06 – – 137 

Coal – – 0.06 0.06 – 17 
Limestone in open 

box cars – – – – 0.32 23 

Limestone in hoppers – 0.07 – – 0.07 37 

Coke 0.43 – 0.06 – – 74 

Total 9 9 15 14 9 288 

 56  

 

Table 2 – The initial table of the transportation problem of freezing cargos delivery to a metallurgical enterprise

– Rudna station – 15 railcars with ore (0.06 hrs/railcar);
– Vuhilna station – 14 railcars with coal (0.06 hrs/railcar);
– Pidbirkova station – 9 hoppers with limestone (0.07

hrs/railcar).
Minimum time spent to unload the first delivery series

is:
F(x) = 0.06·15 + 0.06·14 + 0.07·9 + 0.07·9 + 0.43·9 = 6.87 hrs.

As it is understood, the optimum plan is singular one as
not the whole amount of cargo has been distributed. Thus,
the rest of the cargo is transferred to following transportation
problem of the second delivery series as Ai value, and the
unloading period per one railcar (zij

2 value) is calculated
using formula (5) taking into account cargo type and the
unloading complex capacity (Fig. 4).

Figure 4 – Calculation of the data and formation of the initial table for the transportation problem of the second delivery series

Similarly, all following delivery series are distributed until
all the cargos are unloaded within the loading/unloading
complexes.

5 RESULTS
Result of the dynamic transportation problem solving

will help obtain optimum distribution of cargo deliveries to
the unloading complexes:

– 9 coke series (8 of them are 9 railcars, and 1 is 2 railcars)
will be delivered to Agglofabryka station, “Bunkery” park,
railway line #2;

– 3 limestone series (2 of them are 9 railcars, and 1 is 1
railcars) will be delivered to Agglofabryka station, “Bunkery”
park, railway line #4;
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– 10 ore series (9 of them are 15 railcars, and 1 is 2 railcars)
will be delivered to Rudna station;

– Vuhilna station will get 2 coal series (14 railcars and 3
railcars).

– 2 series of limestone in hoppers (9 railcars each) and 3
series of limestone in open box cars (2 series of 9 railcars
and  1 series of 5 railcars) will be delivered to Pidbirkova
station.

Table 3 contains total minimum time spent to unload all
delivery series involving unloading complex as well as
comparison of the obtained values with the actual ones.

The difference in the number of railcars within loading/
unloading complexes in the actual and calculated variant is
insignificant. The difference can be easily added in a less

Actual values Calculated values 
Unloading complex 

Number of 
railcars 

Number of 
deliveries Total idle time, hrs Number of 

railcars 
Number of 

feeds Total idle time, hrs 

“Bunkery”, railway line #2 72 12 312.08 74 9 280.36 

“Bunkery”, railway line #4 15 6 51.25 19 3 11.41 

Rudna station 140 15 136.58 137 10 121.74 

Vuhilna station 16 2 18.67 17 2 12.3 

Pidbirkova station 45 14 110.33 45 5 71.18 

Total 288 49 628.92 288 29 496.99 

 

Table 3 – Comparison of the obtained calculated values with the actual ones

strenuous period, i.e. if the temperature conditions improve,
when it will not be necessary to heat the cargos. Thus, one
can assume that the requirements of all unloading complexes
are met.

The difference between the actual and calculated idle
time of railcars within the determined loading/unloading
complexes is shown in Fig. 5.

The method cannot take into consideration the fact that
under the conditions of continuous production period new
cargos can arrive even before previous cargos were
distributed and unloaded. The factor may affect significantly
the capacity of loading/unloading complexes as well as the
distribution of delivery series within the complexes.
Therefore, in future it is planned to improve the optimization
method of railcars unloading process.

Figure 5 – Curves of changes in railcars idle period within loading/unloading complexes
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Total cost of idle time of the railcars being unloaded is
determined using formula (6):

.idle cаrgo idleВ t С= ⋅ (6)

Cost of one hour of railcar idle time at “Zaporizhstal”
PJSC as of January 2015 was 12.04 UAH/hour.

Therefore, the cost of idle time of the railcars arrived at
the enterprise during 6 January 2015 actually was:

12.04 · 628.92  7572.16 UAH.actual
idleВ ==

Application of the above method of railcars distribution
will help reduce the cost of idle time of those very railcars:

12.04 · 496.99   5983.76 UAH.calc
idleВ ==

Determine the cost savings in idle time of the railcars
being unloaded and the railcars arrived within a day (7):

.actual
d

calc
idle iay dleЕ В В= −  (7)

7572.16 5983.76 = 1588.4 UAH.dayЕ = −

6 DISCUSSION
Owing to more rational distribution of railcars according

to the deliveries involving the capacity of loading/unloading
complexes, the number of deliveries has experiences
significant reduction. That makes it possible to shorten idle
time of the railcars during when transportation system of an
enterprise is overloaded. Cost savings can account for UAH
1.588,4 (21%) when the method is applied.

Average idle time of the railcars depended upon the
necessity to heat cargos during cold season is 2 hours.
Taking into consideration the number of days with a
temperature differential, annual effect can be up to UAH
1500000 per year considering the reduction of expenditures
connected with defrosting of cargos if it is required.

The proposed method does not take into account the
necessity to recover the balance of incoming cargo flows
and the replenishment of disbalanced warehouse stock;
thus, it requires further improvement to obtain more accurate
results and efficiency indices.

CONCLUSIONS
The paper has solved the burning problem concerning

the improvement of a system controlling a process of railcars
unloading in terms of expectations of the negative changes
in the temperature mode owing to optimization of the railcars
distribution among the unloading points by the criterion of
the idle time minimization.

Scientific novelty of the research is that the innovative
method of operational disbalance of incoming cargo flows
has been proposed. The method makes it possible to
organize more efficient operation loading/unloading
complexes of an industrial enterprise, to shorten railcars
idle time under the condition of frequent temperature
changes during cold season.

A procedure to optimize a process of railcars unloading
for small transportation systems of enterprises for short-
time period has been proposed. The procedure solves
dynamic transportation problem by means of its reducing
to a common form.

A procedure optimizing a process of railcars unloading
for large transportation systems of enterprises has been
proposed. The procedure involves the dynamic
transportation problem solving with time varying factor of
intensity of incoming cargo flows.

Practical importance of  the obtained results is as follows:
at the expense of the use of operational disbalance of
incoming cargo flows and procedures optimizing unloading
process during cold season, optimization of transportation
system functioning is performed according to the criterion
of minimum railcars driveway time during unloading
operations; that helps cut the cost for railcars use by 21%.
Annual saving is up to UAH 1500000.

Prospects for the future research is to  determine the
effectiveness of the proposed method taking into
consideration the reduction of idle time of railcars before
their unloading and involving the  replenishment of
warehouse stock during transition period from the mode of
unloading process optimization (when negative
temperatures are forecasted) to the standard operational
mode.
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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССОМ ВЫГРУЗКИ ВАГОНОВ В УСЛОВИЯХ ИЗМЕ-

НЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО РЕЖИМА РАБОТЫ
Актуальность. Главными задачами эффективного управления на транспорте остаются задачи минимизации затрат на доставку

сырья, топлива и материалов при условии соблюдения всех требований конечного потребителя по срокам перевозок, состояния,
качества и количества груза, соответствия подвижного состава оборудованию грузоприемных пунктов и др. Среди этих задач
актуальной является задача совершенствования системы управления процессом выполнения грузовых работ на промышленных
предприятиях в холодный период года, когда отрегулированный процесс выполнения грузовых работ в значительной степени
осложняется под влиянием стохастических колебаний температуры окружающей среды. Стоимость доставки существенно увеличи-
ваются из-за роста расхода энергоносителей на размораживание грузов.
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ріжжя, Україна
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УДОСКОНАЛЕННЯ СИСТЕМИ УПРАВЛІННЯ ПРОЦЕСОМ РОЗВАНТАЖЕННЯ ВАГОНІВ В УМОВАХ ЗМІНИ ТЕМ-

ПЕРАТУРНОГО РЕЖИМУ РОБОТИ
Актуальність. Головними задачами ефективного управління на транспорті залишаються завдання мінімізації витрат на доставку

сировини, палива та матеріалів за умов дотримання всіх вимог кінцевого споживача щодо термінів перевезень, стану, якості та кількості
вантажу, відповідності рухомого складу обладнанню вантажоприймальних пунктів та ін.  Серед цих завдань актуальною є задача
удосконалення системи управління процесом виконання вантажних робіт на промислових підприємствах в холодний період року, коли
відрегульований процес виконання вантажних робіт значним чином ускладнюється під впливом стохастичних коливань температури
навколишнього середовища. Вартість доставки суттєво збільшуються через зростання витрати енергоносіїв на розморожування ван-
тажів.

Мета роботи – удосконалення системи управління процесом розвантаження вагонів в умовах очікування негативних змін темпе-
ратурного режиму роботи за рахунок оптимізації розподілу вагонів по пунктах вивантаження за критерієм мінімізації часу простою.

Метод. Виділено звичайний режим роботи при позитивних показниках температури та режим необхідності відновлення сипкості
вантажів, які змерзаються. Розроблено метод оперативного дисбалансу вхідних вантажопотоків, який забезпечує більш раціональний
розподіл вантажів по вантажним фронтам в періоди зміни температурних режимів, який є характерним для клімату України. Була
розроблена нова процедура розв’язку динамічної транспортної задачі зі змінним фактором інтенсивності вхідних вантажопотоків за
часом. В якості критерію оптимізації запропоновано показник мінімального часу виконання вантажних операції.

Результати.  На основі методу оперативного дисбалансу вхідних вантажопотоків розроблено методику та проведено експеримен-
ти по її застосуванню для удосконалення системи управління процесом розвантаження вагонів в умовах зміни температурного режиму
роботи.

Висновки. Аналіз  результатів досліджень показав, що при запропонованому підході значно скорочується простій вагонів в умовах
зміни температурних режимів, зменшуються витрати на плату за користування вагонами, на відновлення сипкості вантажу та експлуа-
тацію локомотивів.

Ключові слова: вантажопотік, динамічна транспортна задача, критерій мінімального часу, порушення балансу запасів, оптималь-
ний розподіл.
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Цель работы – совершенствование системы управления процессом разгрузки вагонов в условиях ожидания негативных измене-
ний температурного режима работы за счет оптимизации распределения вагонов по пунктам выгрузки по критерию минимизации
времени простоя.

Метод. Выделены обычный режим работы при положительных показателях температуры и режим необходимости восстановления
сыпучести смерзающихся грузов. Разработан метод оперативного дисбаланса входящих грузопотоков, который обеспечивает более
рациональное распределение грузов по грузовым фронтам в периоды смены температурных режимов, что характерно для климата
Украины. Была разработана новая процедура решения динамической транспортной задачи с переменным фактором интенсивности
входящих грузопотоков по времени. В качестве критерия оптимизации предложен показатель минимального времени выполнения
грузовых операций.

Результаты. На основе метода оперативного дисбаланса входящих грузопотоков разработана методика и проведены эксперимен-
ты по ее применению для усовершенствования системы управления процессом разгрузки вагонов в условиях изменения температур-
ного режима работы.

Выводы. Анализ результатов исследований показал, что при предложенном подходе значительно сокращается простой вагонов в
условиях изменения температурных режимов, уменьшаются расходы на плату за пользование вагонами, на восстановление сыпучести
груза и эксплуатацию локомотивов.

Ключевые слова: грузопоток, динамическая транспортная задача, критерий минимального времени, нарушение баланса запасов,
оптимальное распределение.
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СТАТИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ РЕКТИФИКАЦИИ С
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОДВИЖНЫХ УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

Актуальность. Решена актуальная задача многокритериальной статической оптимизации процессов ректификации с
использованием подвижных управляющих воздействий, которые заключаются в изменении места ввода сырья в колонну, а также
исследована эффективность их использования при различных статических режимах процесса.

Цель работы – повышение производительности процесса ректификации и снижение энергетических затрат на его ведение
путем использования при управлении процессом подвижных управляющих воздействий и многокритериального подхода к расчету
их оптимальных величин.

Метод. Предложены методы расчета оптимальной тарелки питания совместно с расчетами оптимальных величин традиционных
управляющих воздействий – расхода пара в куб колонны и выхода целевого продукта – на основании критериев максимизации
производительности и минимизации энергозатрат с использованием нормализованного критерия оптимизации. Расчеты проводятся с
использованием нелинейной математической модели процесса, описывающей процессы тепло- и массообмена на каждом контактном
устройстве установки. Расчет оптимальной точки на границе рабочей области ректификационной колонны в координатах традицион-
ных управляющих воздействий предложено вести методом секущих. Так как величина искомого подвижного управляющего воздей-
ствия может принимать только дискретные, целочисленные значения, то для решения оптимизационной задачи предложен метод
сканирования.

Результаты. Разработанный оптимизационный метод использовался для расчетов оптимальных статических режимов ректифика-
ционной колонны для разделения смеси метанол-вода при изменении значений параметров модели в широких пределах. Доказана
экстремальная зависимость от величины подвижного управляющего воздействия как частных критериев, так и нормализованного
критерия оптимизации. Результаты моделирования показали, что достигаемое использованием подвижных управляющих воздействий
повышение производительности составляет 1–5% при экономии тепла в кубе колонны на 6–8%.

Выводы. Проведенные исследования доказали эффективность многокритериального подхода к решению задачи статической опти-
мизации процессов ректификации с использованием подвижных управляющих воздействий, что позволяет использовать его на практи-
ке. Предложенные методы статической оптимизации применимы для процессов многокомпонентной, сложной ректификации. Дальней-
шие исследования в данном направлении заключаются в разработке методов и алгоритмов статической оптимизации процессов ректи-
фикации с использованием непрерывных подвижных управляющих воздействий, подвижных воздействий с двумя степенями свободы,
в моделировании переходных процессов в ректификационных колоннах при подвижном управлении.

Ключевые слова: процесс ректификации, подвижное управление, многокритериальная статическая оптимизация.

НОМЕНКЛАТУРА
D – мольный расход дистиллята, кмоль/ч;
F – мольный расход питания, кмоль/ч;
L – мольный расход жидкой фазы, кмоль/ч;
Nf – номер тарелки питания;
P – давление, МПа;
Q – расход тепла, кДж/ч;
t – температура, °С
V – мольный расход паровой фазы, кмоль/ч;
x – мольная концентрация компонента в жидкой фазе,

кмоль/кмоль;
y – мольная концентрация компонента в паровой

фазе, кмоль/кмоль;
β  – коэффициент массоотдачи, кмоль/(м2·ч);
ε  – точность расчетов;
η  – эффективность контактного устройства по Мер-

фри;
λ  – нормализованный критерий оптимизации;
Нижние индексы:
d, D – параметры дистиллята;
f – параметры питания;
fl – параметры флегмы;
i – рассматриваемый компонент смеси;

j – рассматриваемая тарелка;
min, max – граничные условия;
nz – целевой компонент смеси;
opt – оптимальные условия;
Q – расход тепла;
w – параметры кубового остатка;
tкип – температура кипения.
ВВЕДЕНИЕ
Значительное число технологических схем во многих

отраслях промышленности включают в себя процесс
ректификации, использующийся для разделения одно-
родных жидких смесей на различных стадиях переработ-
ки сырья. Несмотря на многие особенности и сложнос-
ти, связанные с управлением данным процессом, широ-
кое распространение ректификации подчеркивает её
незаменимость в настоящее время.

Большинство научных работ, исследующих как тех-
нологические основы, так и подходы к автоматическому
управлению ректификационными аппаратами, направ-
лено на снижение значительных энергозатрат, необходи-
мых для осуществления процесса разделения [1]. Необ-
ходимость обеспечения непрерывного парового потока
в колонне ставит эксплуатационные затраты определяю-
щими перед капитальными, а, значит, особенно важно
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внедрение систем автоматического управления, которые
позволяют вести процессы ректификации оптимальным
образом.

Однако оптимальное управление ректификационной
колонной представляет собой сложную инженерную
задачу вследствие большого числа регулируемых пара-
метров, их взаимосвязи и распределенности в простран-
ственной области аппарата, а также значительного вре-
мени запаздывания и инерционности каналов управле-
ния. Аналитическое описание динамики процесса в
общем случае состоит из нелинейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, общее число
которых может составлять несколько тысяч. С другой
стороны, высокая инерционность ректификационных
колонн позволяет отказаться от описания динамики про-
цесса в пользу более простых статических моделей, и
именно статическая оптимизация дает основную состав-
ляющую экономического эффекта от внедрения систем
управления [2].

Названные особенности ректификационных устано-
вок как объектов управления обуславливают актуальность
задачи статической оптимизации процессов ректифика-
ции и применения при этом новых подходов к автомати-
ческому управлению распределенными объектами.

Анализ существующих решений в области управления
и оптимизации статических режимов работы ректифика-
ционных колонн показал, что управляющие воздействия на
процесс наносятся традиционным способом – путем из-
менения материальных или энергетических потоков, по-
ступающих в установку [3]. Однако при управлении таким
существенно распределенным объектом это не позволяет
раскрыть все его потенциальные возможности.

В последние годы для объектов с распределенными
параметрами успешно применяются системы подвижно-
го управления [4]. Появление новой степени свободы –
возможности выбора закона движения в пространстве
источников вещества и/или энергии – дает положитель-
ный эффект [5, 6] и требует дальнейших исследований.

Цель работы – разработка метода расчета оптималь-
ных величин подвижных управляющих воздействий, обес-
печивающих при управлении ректификационными колон-
нами наилучшие экономические показатели процесса.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Известна нелинейная математическая модель колон-

ны, позволяющая исследовать технологические основы
подвижного управления процессами многокомпонент-
ной ректификации [7]. Модель представляет собой сово-
купность систем нелинейных уравнений, приводящую в
соответствие векторам возмущающих и управляющих
воздействий (в том числе и подвижных) вектор выход-
ных координат.

Выходными параметрами – результатами расчетов –
являются расходы паровой и жидкой фаз в каждом сече-
нии аппарата, концентрационные и температурный про-
фили колонны в установившемся режиме, энергетичес-
кая нагрузка дефлегматора.

Совокупность входных переменных модели включа-
ет основные возмущения на процесс – расход, состав и
энергетическое состояние питания, а также традицион-

ные управляющие воздействия – тепловую нагрузку
куба колонны, расход целевого продукта, флегмы. Из-
менения номера тарелки питания принимаются в каче-
стве подвижного управляющего воздействия.

Решение систем уравнений, составляющих матема-
тическое описание процесса ректификации, совместно
с балансовыми уравнениями аппарата позволяет одно-
значно определить качество продуктов разделения при
известных значениях входных переменных [8]

( ).,,,,,,,,,,,,,,, idflfffwfdii ttPPtxFDQNfQtyxVL η=  (1)

Критерием статической оптимизации процессов рек-
тификации является отдельный показатель или функция
названных входных и выходных переменных, которая
численно выражает заинтересованность в том или ином
режиме объекта. При заданных управляющих и возму-
щающих величинах и необходимых ограничениях крите-
рий оптимизации принимает определенное значение.
Тогда задачей статической оптимизации является расчет
таких значений традиционных и подвижных управляю-
щих величин при известных возмущающих, которые
обеспечивают максимальное (минимальное) значение
выбранного отдельного критерия или их совокупности
при выполнении определенных ограничений, наложен-
ных на входные и выходные переменные.

Так как зависимость (1), связывающая основные по-
казатели процесса и критерии оптимизации, не может
быть представлена в явном виде, то статическая оптими-
зация процессов ректификации относится к задачам не-
линейного программирования и должна решаться соот-
ветствующими методами.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Наибольший интерес с позиций статической оптими-

зации процессов ректификации представляет использо-
вание в качестве подвижного управляющего воздействия
изменения точки ввода сырья в колонну [5], позволяю-
щее существенно расширить рабочую область объекта
управления.

Решению задачи выбора тарелок питания в теории и
практике процессов ректификации всегда уделялось се-
рьезное внимание. Общепринятым для практики крите-
рием является технологический, согласно которому
расположение тарелки ввода сырья отвечает тому уров-
ню по высоте колонны, на котором концентрации ключе-
вых компонентов в жидкой фазе соответствуют концент-
рациям в потоке питания [9]. Известны также эмпиричес-
кие уравнения, позволяющие определять номера тарелок.
Недостатки данных упрощенных способов очевидны –
результаты слабо обусловлены физико-химическими ос-
новами рассчитываемого процесса.

Устранение данного недостатка возможно примене-
нием нелинейных моделей процесса ректификации.
В качестве показателей оптимальности режимов работы
установок различными авторами использовались: раз-
делительная способность колонны, критерий относитель-
ной термодинамической разделительной способности
колонны (критерий Майкова) и критерий суммы приме-
сей [10], энтропийный критерий, его температурная и
концентрационная составляющие [11]. Также рассчиты-
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вались энергозатраты на разделение единицы сырья [12],
выполнялось построение и анализ семейства «кривых
качества» [13].

Однако, как известно, различным критериям стати-
ческой оптимизации отвечают различные номера опти-
мальных тарелок питания [14]. В связи с этим необходи-
ма методика, позволяющая решать задачи многокрите-
риальной оптимизации и определять такое место ввода
сырья, которое дает преимущество согласно нескольким
показателям качества одновременно.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Обзор литературы показал существование большого

числа различных критериев, однако наибольший инте-
рес представляют классические экономические показа-
тели – производительность и энергопотребление. В этом
случае значения соответствующих критериев оптимиза-
ции численно равны величинам традиционных управля-
ющих воздействий – расходу дистиллята D и расходу теп-
ла в куб колонны Qw. Решение данной задачи многокри-
териальной статической оптимизации без использования
подвижных управляющих воздействий приведено в [15].
При этом оптимальные величины традиционных управ-
ляющих воздействий определялись с использованием
нормализованного критерия.

Аналогичный подход предлагается использовать и при
определении оптимальной величины подвижного управ-
ляющего воздействия – номера тарелки питания.

Требуемое качество продуктов разделения

min,,, nzdnzd xx = (2)

достижимо при различных значениях выхода целевого
продукта и энергозатрат. Между этими значениями су-
ществует однозначная зависимость, а их совокупность
определяет участок границы рабочей области ректифи-
кационной колонны. Для каждой тарелки питания воз-
можно выполнить расчет и построение таких участков.
Оптимальной тарелке питания будет отвечать самая ши-
рокая область, начальная и конечная точки (Dmax; Qw,max),
(Dmin; Qw,min) которой будут смещены в сторону более
высоких значений D и более низких Qw.

И в случае изменения места ввода сырья в колонну, и
при подаче питания на регламентированную тарелку
важно найти оптимальную точку на границе рабочей
области колонны с координатами (Dopt; Qw,opt), что являет-
ся первоочередной задачей. Диапазоны, в которых нахо-
дятся значения оптимальных производительности Dopt и
энергозатрат Qw,opt, ограничены начальной и конечной
точками границы рабочей области

,maxoptmin DDD ≤≤ (3)

.max,opt,min, www QQQ ≤≤ (4)

Величина Qw,min – решение задачи однокритериальной
оптимизации, которая заключается в минимизации энер-
гозатрат при заданных минимально допустимых произ-
водительности Dmin и качестве xd,nz,min. Аналогично Dmax
представляет собой решение задачи максимизации про-
изводительности на основании максимально допусти-
мого расхода пара в куб колонны Qw,max, требуемого ка-

чества xd,nz,min, а также с учетом экстремальной зависи-
мости D – Qw. Последнее условие не гарантирует, что
заданная граничная величина Qw,max обеспечит Dmax.

Если предположить, что задачи снижения энергозат-
рат и повышения производительности равноценны и
представляют одинаковый интерес, то возможна норма-
лизация критериев оптимизации и переход к условным
единицам расчета
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Суммарный показатель, учитывающий повышение
выхода целевого продукта совместно со снижением зат-
рат тепла в кипятильнике куба
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В том случае, если критерии не равнозначны, то воз-
можно использование в (7) дополнительного множите-
ля, представляющего собой отношение стоимости од-
ной условной единицы целевого продукта к стоимости
одной условной единицы затрачиваемой энергии
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D
E
Ez = (8)

. 
min,ax,

max,

minmax

min

wmw

ww
QD QQ

QQ
DD

DDzz
−

−
+

−
−

⋅=λ+λ⋅=λ  (9)

Данная задача является двухкритериальной, однако
получение зависимости для значительного большего
числа критериев по аналогии с (7) не представляет осо-
бого труда. Однако использование совместно различных
оптимизационных критериев должно быть логически
обоснованным.

Так как величины D и Qw связаны между собой моде-
лью колонны (1) и граничным условием (2), то, задава-
ясь различными значениями расхода дистиллята D, ле-
жащими в диапазоне от Dmin до Dmax, возможно опреде-
лить соответствующие величины необходимых
энергозатрат Qw. Таким образом, каждому значению D
соответствует определенный показатель λ .

Задача многокритериальной оптимизации для задан-
ной тарелки заключается в следующем: необходимо оп-
ределить такое значение Dopt и соответствующее ему
Qw,opt, которые, с учетом ограничения на качество целе-
вого продукта, обеспечивают максимальное значение
показателя эффективности λ .

Алгоритм решения задачи многокритериальной оп-
тимизации содержит следующие действия. Вначале не-
обходимо определить является ли функция  экстремаль-
ной. Для этого рассчитываются скорости ее изменения в
конечных точках при Dmin и Dmax. В случае, если скорости
положительные, то функция  возрастающая и величины



        195

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2018. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2018. № 1

оптимальных управляющих воздействий соответствуют
конечной точке границы рабочей области с координата-
ми (Dmax, Qw,max). Если же скорости отрицательные, то ре-
шением является начальная точка границы (Dmin, Qw,min).
При невыполнении данных условий многокритериаль-
ный подход эффективней однокритериального и осуще-
ствляется расчет максимального значения optλ  с исполь-
зованием метода секущих: проводится итерационный по-
иск нуля скорости изменения λ.

Приняв начальное приближение расхода дистиллята
D, необходимо рассчитать статические характеристики
установки и значение целевой функции в точках: 1λ  = f

(D– Δ D), 2λ  = f (D) и 3λ  = f (D+ Δ D). Следующее при-
ближение расхода дистиллята

( ) ( ) .
1223

23
λ−λ−λ−λ

λ−λ
⋅Δ−= DDD (10)

Далее действия повторяются до тех пор, пока не вы-
полнится условие

.23 ε≤
Δ

λ−λ
D (11)

Величину ΔD необходимо подбирать с учетом тре-
буемой точности как алгоритмов оптимизации ε , так и
итерационных процедур, использующихся при расчетах
статических характеристик колонны.

В точках (Dmin; Qw,min) и (Dmax; Qw,max) значение λ  равно
1, так как они соответствуют однокритериальным опти-
мизационным задачам.

Номер оптимальной тарелки питания также опреде-
ляется на основании векторного критерия оптимизации
λ (5). Построение границы рабочей области и определе-
ние на ней оптимальной точки возможно выполнить для
всех возможных тарелок питания и таким образом опре-

делить граничные величины Dmin, Dmax, Qw,min, Qw,max. Оче-
видно, что номеру оптимальной тарелки питания Nf,opt

соответствует максимальное значение λ .
В связи с тем, что величина искомого подвижного

управляющего воздействия может принимать только
дискретные, целочисленные значения, то оптимальным
методом расчета является метод сканирования [16]. До-
стоинство такого подхода заключается в гарантирован-
ном нахождении точки оптимума независимо от вида
оптимизируемой функции. А недостаток – большой
объем расчетов – компенсируется дискретностью зна-
чений независимой переменной и необходимостью вы-
числения значений целевой функции только для несколь-
ких десятков тарелок.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Задача решалась методами математического моде-

лирования с использованием нелинейной модели про-
цесса многокомпонентной ректификации на примере
колонны, использующейся для разделения бинарной
смеси метанол-вода, содержащей 18 контактных уст-
ройств, выносные кипятильник и дефлегматор. Концен-
трация метанола в питании составляет 0,273 мол. доли.
Исходные данные для расчетов: Nf = 9, Qw = 6,4 ГДж/ч,
D = 62,8 кмоль/ч, xd,nz = 0,973, F = 229,3 кмоль/ч, tf = tкип, Pf

= Pj=0 = Pj=18 =1 атм, tFl = tкип, td = tкип, xβ  = 3060,5 кмоль/

(м2·ч), yβ  = 142,82 кмоль/(м2·ч) [13].

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
 На рис. 1 представлена граница рабочей области ко-

лонны на примере регламентированной 9-й тарелки, на
ней отмечены решения оптимизационной задачи для
различных значений коэффициента z. Так как граница
рабочей области для 9-й тарелки вырождается в точку
при регламентированных значениях D и Qw, то приняты
следующие граничные значения: Dmin = 55 кмоль/ч и
Qw,max = 9 ГДж/ч.

Рисунок 1 – Многокритериальная статическая оптимизация процесса ректификации при управлении колонной традиционным
способом
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На рис. 2 показано изменение показателей эффек-
тивности λ  по мере движения вдоль данной границы
при z = 1.

Оптимальные для регламентированного режима ра-
боты колонны величины выхода продукта и затрат тепла
в куб при z = 1 составляют соответственно 61,29 кмоль/ч
и 5,67 ГДж/ч, а максимальное значение нормализован-
ного критерия λ  – 1,315. Приведенный многокритери-
альный подход к статической оптимизации при управле-

а б

Рисунок 2 – Зависимость  оптимизационных критериев от выхода целевого компонента:
а – частных, б – нормализованного

нии ректификационной колонной традиционным спо-
собом позволяет повысить производительность установ-
ки на 6,29 кмоль/ч или 79,35% от максимально возмож-
ного и, одновременно с этим, снизить энергозатраты на
1,11 ГДж/ч или 52,29% от максимально возможной эко-
номии энергоресурсов.

С целью определения оптимального места ввода сырья
в колонну подобные расчеты возможно осуществить для
всех тарелок питания, решения представлены на рис. 3.

Рисунок 3 – Решения задачи многокритериальной оптимизации для различных тарелок питания
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На рис. 4 приведены зависимости показателей эф-
фективности согласно отдельным критериям ( Dλ и Qλ )
и суммарного (λ) от величины подвижного управляю-
щего воздействия – номера тарелки питания.

Оптимальной тарелкой питания является 7-я тарелка,
максимальный показатель λ  равен 1,989, а суммарные
потери S составляют 0,011.

На рис. 5 показано смещение границы рабочей обла-
сти при переключении подачи сырья с 9-й на 7-ю тарел-
ку, а также решения оптимизационных задач с использо-
ванием подвижного управляющего воздействия и без
использования.

Рисунок 4 – Расчет номера оптимальной тарелки питания при решении задачи многокритериальной статической оптимизации

Рисунок 5 – Многокритериальная статическая оптимизация процесса ректификации с использованием подвижных управляющих
воздействий

При подвижном управлении процессом оптималь-
ные величины Dopt и Qw,opt составляют 62,16 кмоль/ч и
5,272 ГДж/ч. По сравнению с результатами статической
оптимизации без использования подвижных управляю-
щих воздействий наблюдается повышение производи-
тельности, составляющее 1,41%, при экономии тепла на
6,95%.

Ранее исследовался только регламентированный ре-
жим работы ректификационной установки. На данном
примере отмечено, что использование подвижных уп-
равляющих воздействий при статической оптимизации
процесса ректификации позволяет снизить затраты теп-
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ла в куб колонны и, совместно с этим, повысить выход
целевого продукта. Однако в других режимах работы
колонны ситуация может носить обратный характер и
эффективность подвижного управления исследовалась

а

при изменении характеризующих процесс параметров в
широких пределах (рис. 6). Граничные значения Dmin и
Qw,max при этом выбраны равными регламентированным
62,8 кмоль/ч и 6,4 ГДж/ч соответственно.

б

Рисунок 6 – Оптимальные производительность и энергозатраты в зависимости от: а) – расхода питания; б) – состава питания;
в) – температуры питания

в
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При исследовании оптимальных статических режимов
работы ректификационной колонны в широком диапазо-
не изменений режимных параметров также отмечается
эффективность подвижных управляющих воздействий и
подхода многокритериальной оптимизации. Расчеты по-
казывают повышение производительности в пределах от
1% до 5% путем переключения точки ввода сырья в ко-
лонну. Экономия тепла в кубе составляет 6–8%.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Использование нелинейной математической модели

процесса ректификации при решении задачи статичес-
кой оптимизации позволяет прогнозировать и рассчи-
тывать оптимальные режимы работы колонны с учетом
ее распределенности и нелинейности как объекта управ-
ления.

При использовании таких критериев, как максимиза-
ция производительности и минимизация энергозатрат,
задача статической оптимизации заключается в опреде-
лении такой тарелки ректификационной колонны, пода-
ча питания на которую позволяет обеспечить наилуч-
шее соотношение между выходом целевого продукта и
затратами тепла в кубе колонны при соблюдении необ-
ходимого качества разделения.

Для каждой тарелки ректификационной установки
возможно выполнить построение границы рабочей об-
ласти в пространстве традиционных управляющих воздей-
ствий D – Qw. Решения задачи многокритериальной опти-
мизации существенно зависят от принятых ограничений
Dmin и Qw,max, в связи с чем данные величины должны быть
технологически или экономически обоснованы.

Снижение расхода или качества питания приводит с
существенному сужению рабочей области ректифика-
ционной колонны. Существуют граничные величины F
и xf,nz, когда дальнейшее снижение нагрузки колонны не
позволит обеспечить требуемое качество конечного про-
дукта xd,nz,min. При изменениях расхода питания, концент-
рации целевого компонента в питании, температуры
питания необходимо корректировать и требования к ка-
честву целевого продукта (2).

Использование подвижных управляющих воздей-
ствий позволяет расширить рабочую область ректифи-
кационной колонны. Так, в случае подачи питания на
9-ю тарелку требуемая концентрация дистиллята дости-
гается при температуре сырья 79,3–79,8°С (рис. 6в). В то
же время, подача сырья на оптимальную, 7-ю тарелку
позволяет обеспечить необходимое качество продукта в
температурном диапазоне питания от 20 до 86,8°С.

Зависимость концентрации метанола в дистилляте от
температуры питания экстремальна, что позволяет исполь-
зовать температуру питания в качестве второй степени
свободы подвижного управляющего воздействия – его
интенсивности.

Номер оптимальной тарелки питания понижается при
повышении материальной или энергетической нагруз-
ки колонны.

ВЫВОДЫ
Впервые разработан метод многокритериальной ста-

тической оптимизации процессов ректификации с ис-
пользованием подвижных управляющих воздействий.

Предложено рассчитывать оптимальную величину дис-
кретного подвижного управляющего воздействия – но-
мер оптимальной тарелки питания – с учетом не одного,
а сразу нескольких оптимизационных критериев на ос-
новании измерений и расчетов основных показателей
процесса (расхода, состава и температуры питания, про-
филя давления в колонне, давления в линии подачи пита-
ния, температур дистиллята и флегмы, эффективностей
контактных устройств).

Доказана на примерах критериев максимизации про-
изводительности и минимизации энергозатрат экстремаль-
ная зависимость нормализованного критерия оптимиза-
ции от номера тарелки питания, из чего следует существо-
вание и однозначность решения задачи
многокритериальной статической оптимизации процессов
ректификации. Для решения данной оптимизационной за-
дачи предложен метод сканирования, так как величина ис-
комого подвижного управляющего воздействия может
принимать только дискретные, целочисленные значения.

Определена эффективность многокритериальной ста-
тической оптимизации процессов ректификации с ис-
пользованием подвижных управляющих воздействий на
примере нормального режима работы колонны для раз-
деления смеси метанол-вода, так и при изменениях ос-
новных показателей процесса в широких пределах. Ме-
тодами математического моделирования доказано по-
вышение производительности, составляющее 1–5%, при
экономии тепла в кубе колонны на 6–8%.

Результаты проведенных исследований могут быть ис-
пользованы при построении оптимальных систем стати-
ческой оптимизации процессов ректификации, систем оп-
тимального управления ректификационными колоннами.

Предложенные методы многокритериальной стати-
ческой оптимизации применимы для процессов много-
компонентной, сложной ректификации.

Дальнейшие исследования в данном направлении
заключаются в разработке методов и алгоритмов стати-
ческой оптимизации процессов ректификации с исполь-
зованием непрерывных подвижных управляющих воз-
действий, подвижных воздействий с двумя степенями
свободы, в моделировании переходных процессов в рек-
тификационных колоннах при подвижном управлении.
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СТАТИЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ ПРОЦЕСІВ РЕКТИФІКАЦІЇ З ВИКОРИСТАННЯМ РУХЛИВИХ КЕРУЮЧИХ ВПЛИВІВ
Актуальність. Вирішено актуальну задачу багатокритеріальної статичної оптимізації процесів ректифікації з використанням

рухливих керуючих дій, які полягають у зміні місця введення сировини в колону, а також досліджено ефективність їх використання при
різних статичних режимах процесу.

Мета роботи – підвищення продуктивності процесу ректифікації і зниження енергетичних витрат на його ведення шляхом
використання при управлінні процесом рухливих керуючих впливів і багатокритеріального підходу до розрахунку їх оптимальних
величин.

Метод. Запропоновано методи розрахунку оптимальної тарілки живлення спільно із розрахунками оптимальних величин тради-
ційних керуючих впливів – витрати пари в куб колони і виходу цільового продукту – на підставі критеріїв максимізації продуктивності
і мінімізації енерговитрат з використанням нормалізованого критерію оптимізації. Розрахунки проводяться з використанням нелінійної
математичної моделі процесу, яка описує процеси тепло- і масообміну на кожному контактному пристрої установки. Розрахунок
оптимальної точки на межі робочої області ректифікаційної колони в координатах традиційних керуючих дій запропоновано вести
методом січних. Так як величина шуканого рухливого керуючого впливу може приймати тільки дискретні, цілочисельні значення, то
для вирішення оптимізаційної задачі запропоновано метод сканування.

Результати. Розроблений оптимізаційний метод використовувався для розрахунків оптимальних статичних режимів ректифікац-
ійної колони для поділу суміші метанол-вода при зміні значень параметрів моделі в широких межах. Доведено екстремальну залежність
від величини рухливого керуючого впливу як окремих критеріїв, так і нормалізованого критерію оптимізації. Результати моделювання
показали, що використанням рухливих керуючих впливів досягається підвищення продуктивності на 1–5% при економії тепла в кубі
колони на 6–8%.

Висновки. Проведені дослідження довели ефективність багатокритеріального підходу до вирішення задачі статичної оптимізації
процесів ректифікації з використанням рухливих керуючих впливів, що дозволяє використовувати його на практиці. Запропоновані
методи статичної оптимізації застосовні для процесів багатокомпонентної, складної ректифікації. Подальші дослідження в даному
напрямку полягають в розробці методів і алгоритмів статичної оптимізації процесів ректифікації з використанням неперервних рухли-
вих керуючих впливів, рухливих впливів з двома ступенями свободи, в моделюванні перехідних процесів в ректифікаційних колонах
при рухливому керуванні.

Ключові слова: процес ректифікації, рухливе керування, багатокритеріальна статична оптимізація.
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STATIC OPTIMIZATION OF RECTIFICATION PROCESSES USING MOBILE CONTROL ACTIONS
Context. The actual task of multi-criteria static optimization of rectification processes with the use of mobile control actions that consist

in changing the place of input of raw materials into a column is solved, and the efficiency of their use in various static modes of the process
is investigated.
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Objective – increasing the productivity of the process of rectification and reducing the energy costs by using mobile control actions and
a multi-criteria approach to the calculation of their optimal values.

Method. Methods are proposed for calculating the optimum feed plate together with calculations of the optimal values of traditional
control actions – steam flow to the column cube and the yield of the target product – based on the criteria for maximizing productivity and
minimizing energy consumption using the normalized optimization criterion. Calculations are carried out using a nonlinear mathematical
model of the process, describing the heat and mass transfer processes on each column contact device. Calculation of the optimal point at the
boundary of the working region of the rectifying column in the coordinates of traditional control actions is suggested to be carried out by the
method of secants. Since the magnitude of the desired mobile control action can only take on discrete, integer values, a scanning method is
proposed to solve the optimization problem.

Results. The developed optimization method was used to calculate the optimal static regimes of the rectification column for separating the
methanol-water mixture when the values of the model parameters vary widely. Extremal dependence on the magnitude of the mobile control
action of both individual criteria and a normalized optimization criterion is proved.  The results of the simulation showed that the increase in
productivity achieved by the use of mobile control actions is 1 to 5%, while the heat savings in the reboiler of the column are 6–8%.

Conclusions. The carried out researches have proven the effectiveness of the multi-criteria approach to the solution of the problem of
static optimization of rectification processes using mobile control actions, which allows using it in practice. The proposed methods of static
optimization are applicable for processes of multicomponent, complex rectification. Further research in this direction include the development
of methods and algorithms of the static optimization of rectification processes using continuous mobile control actions, mobile actions with
two degrees of freedom, modeling of transient responses in rectification columns at mobile control.

Keywords: rectification process, mobile control, multi-criteria static optimization.
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